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1. Wstgp

Cel pracy. Ostatnie lata przyniosly szybki rozwdj technik obliczeniowych w za-
gadnieniach dynamicznych dla oérodkow niesprezystych. Opracowano metody -
numerycznego calkowania réwnan rdészniczkowych czastkowych o wiecej niz dwu
zmiennych niezaleznych [2 1 9], rozwigzano szereg plaskich i osiowo-symetrycznych
problemdéw brzegowych dla ofrodkéw sprezysio-plastycznyeh [5 1 94] oraz sprezysto-
lepkoplastycznych {3 1 48]. Podobne efektywne metody roinicowe zaproponowane
zostaly dla konstrukeji cienkodciennych o dowolnym ksztalcie [38 i 96]. Badaniom
tym w mnigjszym stbpniu towarzyszyly studia nad opracowaniem odpowiednich
metod analitycznych, ktére pozwolilyby stosunkowo prosto wyznaczaé podstawowe
parametry procesu dynamicznego.

Analizujac dotychczasowe osiggnigcia w ted dmedzmie nalezy stwierdzié, Je brak
jest w literaturze efektywnej, a jednoczesdnie prostej teorii opisujacej zachowanie sig
lepkoplastycznych konstrukcji pod dzialaniem obciazen dynamicznych., Celem
obecnej pracy jest zbudowanie takiej ogdlnej teorii, przedyskutowanie jej wad i zalet,
rozwigzanie kilku reprezentatywnych problemdw brzegowych oraz konfrontacja
wynikéw z danymi do$wiadczalnymi. Koniecznoéé podjecia badaf w iym kierunku
wyplywa z faktu, ze szereg waznych materialow konstrukcyjnych wykazuje efekty
lepkie przy naglych intensywnych obcigzeniach. We wspdlczesnej technice wystepuje
niegjednokrotnie potrzeba dynamicznej analizy calej konstrukcji lub jej elementow.
Za przykiad poshuzyé moga prdblemy ksztaltowania elementéw metodg wybuchowa,
elektroiskrows czy indukeyjna, zagadnienia zbadania, przewidywania i zapobiegania
skutkom katastrofalnym obcigzen wystgpujacych przy wuderzeniach pociskow,
zderzeniach pojazddw, niszezacym dzialaniu wybuchow. Ostatnio zwrdcono uwage
na rolg efektow dynamicznych w okrgtownictwie w zwiazku z wysiepowaniem zja-
wiska uderzenia kadluba statku, fzw. slammingu, o wodg powodujacego lokalne
plastyczne zniszezenie poszycia [27 1 T1].

W szezegSlnosci najwigksze trudnosci napotvka sig przy rozpatrywaniu stanu
gietno-membranowego w powlokach oraz plytach przy duzych ugieciach. Zamierze-
niem obecnej pracy jest podanie analitycznej metody wyznaczania ugieé i predkosel



668 TOMASZ WIERZBICKI : {

ugie¢ w konstrukejach lepkoplastycznych w kazdej chwili rozpatrywanego procesu
dynamicznego. Metoda ta charakteryzuje sig podobnym stopniem prostoty, jaki
uzyskano w odpowiedniej teorii dla cial sztywno-idealnie plastycznych. Proponowa-
na droga do osiagnigcia tego celu jest jednak nieco odmienna. Zamiast odcinkowo-
liniowego warunku plastycznogci i stowarzyszonego prawa plyniecia wprowadza sie
gladka, poczatkows powierzchnie plastycznodci lacznie z niestowarzyszonym prawem
‘plynigeia. Prowadzi to do calkowitej linearyzacji réwnai plyniceia dla powlok,
co w efekcie umozliwia uzyskanie rozwiazan dla szerokiej klasy probleméw brzego-
wych 1 przedyskutowanie wplywu szeregu parametréw mechanicznych i geometrycz-
nych na wielkoéé i ksztalt ugieé konstrukeji. :

Jako uzupelnienic ogdlnej teorii podana jest réwniez w pracy metoda pozwalajaca
oszacowaé maksymalne trwale deformacje cial lepkoplastycznych oraz czas trwania
procesu. Zaleta tej metody jest mozliwosé natychmiastowej oceny wspomnianych,
wielkoéci bez koniecznosci odwolywania sig do szezegolow rozwigzania analitycz-
nego Iub numerycznego.

. Zakres pracy. Rozpatrywane beda takie typy cienkoéciennych konstrukcji,
- w ktorych stan naprezenia realizowany pod wplywem obciazed dyfanmicznych
moze by¢ aproksymowany przez plaski stan naprezenia. W Klasie te] znajdujg sie
wige ustroje uplastyczniajace sie w dwuosiowym stanie naprezenia, tzn. powloki,
plyty i membrany. ,

W powyzszym rozumieniu nie wehodza w zakres tego opracowania zagadnienia
prowadzace do jednoosiowego stanu napreZenia, a wiee prety Sciskane, rozciagane
i skrgcane, struny, pierécienie, kule, belki i inne tzw. konstrukcje proste (simple
structures). Problemy te nie przedstawiaja specjalnych trudnoscei matematycznych,
zbadane zostaly dosé szczegdlowo i posiadaja juz bogata literature. Przeglad naje
wazniejszych wynikéw w zakresie dynamicznych problemdéw dla lepkoplastycznych
~ ciat w jednoosiowym stanie napreZenia znaleZé moZna w pracach SYMONDSA (73]

oraz monografii [11]. Niektére nowsze wyniki podane sa w pracy [97].

Odnosnie do stanu odksztalcenia przyjmuje sie w pracy stosowalnoéé hipotezy
Love’a-Kirchhoffa. Umozliwia to analiz¢ deformacji konstrukeji w zakresie malych
1 umiarkowanie duzych ugieé, Ostatnio prowadzone sa intensywne prace w kierunku
opracowania teorii duzych odksztalcen sztywno-plastycznych powlok w opisie
przestrzennym i Lagrange’a [16, 66 i 67]. Wigkszos¢ wynikéw tych prac przeniesé
mozna bez zmian na przypadek konstrukeji z materiahu lepkoplastycznego nieécisli-
wego. Szezegblowa dyskusja zalozen upraszczajacych przedstawiona jest w rozdzia-
tach 4 i 7,

Ograniczenie rozwazafd do wmiarkowanie dutych ugieé konstrukeji pozwala na
uzyskanie prostych wynikéw analitycznych bez koniecznosci odwolywania sie
do metod numerycznych. Przedstawiona tu teoria nie pozwala na uwzglednienie
zagadnient dynamicznej niestatecznosei konstrukcji, powstajacych przy obciazeniach
typu horyzontalnego (w plaszczyznie konstrukcji), poniewaz zlinearyzowane prawo
plyni¢cia nie jest w stanie doktadnie opisaé lokalnych deformacji zwigzanych z utrata
statecznofci. Niekidre ciekawe wyniki dla Iepkoplastychnych powlok eylindrycznych
podali FLorENCE [20] WorewoDpzEI [98].
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Wreszcie wykluczone beda z podanych w tej pracy rozwazan zagadnienia prdpa-
gacji fal w konstrukejach sprezysto-lepkoplastycznych. WigZe sie to z pominieciem
odksztaleent fcinajacych 1 wyrazdéw bezwladnogei obrotu, W przypadku uwzglednie-
nia tych efektéow zmienidby sig zaréwno typ réwnania rzadzacego procesem jak
i charakter przenoszenia zaburzefn. NapreZenia propagowalyby sic wowczas jako
podiuzna fala $cinania i poprzeczna fala gietna. Rozwigzywanie problemdw brze-
. gowych dla réwnan typu hiperbolicznego wymaga stosowania innych metod ma-
tematycznych, np. metody catkowania wzdluz charakterystyk, metody kolejnych
przyblizen itd. Wystepowanie zjawisk wielokrotnych odbié fal sprezysto-plastycz-
nych od brzegow i nakladania sie fal z gdry skazuje poszukiwanie rozwigzai ana-
litycznych na niepowodzenie; pozostaje zatem jedynie droga obliczed numerycznych.

Rozprzestrzenianie sig sprezysto-lepkoplastycznych fal w belce Timoszenki
badat Beipa [4]; sformutowanie odpowiednich réwnas dla plyt podal Nixrriv [49].
Problem falowy w konstrukcjach uplastyczniajgcych si¢ w zlozonym stanie napre-
Zenia jest jeszcze malo zbadany,

Natomiast w przedstawionej tutaj teorii uwzgledniajacej inercje ruchu poprzecz-
nego wystepuje koniecznosd¢ rozpatrzenia zagadnien drgan sprezystych. Wiadome,
Ze proces drgan sprezystych nakladajacy sie na postepujace odksztalcenia plastyczne
konstrukeji jest bardzo istotny 1 zagadnieniu temu poswiccone bedzie duzo uwagi
w nastgpnym rozdziale tej pracy.

Wybdér modelu materialy. Ten punkt pracy zawiera pewne ogdlne sposirzezenia
dotyczace racjonalnego wyboru zwigzkdw fizycznych w dynamicznej analizie kon-
strukeji. Po pierwsze, pokazane bedzie, ze praktyezna, tzn, sprawdzona doswiadezal-
nie wiedza o zachowaniu sig materiatéw lepkoplasiycznych w zlozonym stanie
naprgzenia jest jeszcze niedostateczna. Po drugie, wskazaffla zostanie na przykladach
§cista zalezno$é miedzy przyjeta metoda obliczeniowa a wyborem najodpowied-
niejszych réwnan konstytutywnych. Wreszcie opisane beda skutki, do jakich pro-
wadzi nieprzestrzeganie tej zasady. Ze wzgledu na jednostronnoéé wypowiadanych
tutaj sadéw uwagi ponizsze traktowaé nalezy jako dyskusyjne. -

Studia nad poznaniem i formulowaniem réwnan konstytutywnych dla materialéw
wykazujgeych efekty lepkie, gldwnie metali, prowadzone sg w kilku kierunkach
Jedneczednie. Z jednej strony formutowane sq zwiazki plyniecia na podstawie ogolnej
strukiury réwnan konstytutywnych dla materiatéw niesprezystych zgodnie z postu-
latami mechaniki i termodynamiki ofrodkéw ciaghych [10 i 77]. W tej dziedzinie
odnotewaé nalezy szereg waznych osiagnigé. Pokazane zostalo, ze jednolita teorig
materialéw lepkoplastycznych wyprowadzié mozna w ramach koncepciji zanikajacej
pamigei [63 1 77]. Ostatnie badania poszly w kierunku wykorzystania parametrow
wewngirznych do opisu efektow plastycznych i lepkich [62 i 61]: Sposdb ten cha-
rakteryzuje si¢ stosunkowo najpetniejsza motywacja fizykalng [60]. Inne propozycje
réwnan dla oérodkéw Iepkoplastycznych w zakresie duzych odksztalcen podane
sa w pracach [35].

Dla procesow izotermicznych i przy pominigein sprzqienia termomechanicznego
uzyskuje si¢ z ogdlnej teorii réwnania konstytutywne dla materialu sprezysto-
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plastycznego, wrazliwego na predkosé odksztalcenia, wyprowadzone wezedniej na
gruncie fenomenologicznym [58 i 59].

Réwnania konstytutywne zawicraja szereg statych i funkcji, ktére okredlié
nalezy na podstawie eksperymentu. Olbrzymia wiekszo$6 dostgpnych danych do-
$wiadczalnych odnosi si¢ do jednoosiowego stanu naprezenia. Tak jak w kazdej
teorii mechanicznej czy termodynamicznej, réwniez w przypadku ciat lepkoplastycz-
nych przeniesienie odpowiednich wnioskéw na zlozony stan naprezenia wymaga -
przyjecia szeregu dodatkowych hipotez. Nicktére z tych hipotez poddane zostaly
eksperymentalnej weryfikacji. Prace LINDHOLMA [40] potwierdzity poprawnoéé
hipotezy izotropowego rozszerzenia sie powierzchni plyniecia w pewnym zakresie

- predkosei odksztatcenia. Inne hipotezy, np. dotyczace normalnoéei wektora predkosct

¢ odksztalcenia do aktualnej powierzchni plynigcia, nie zostaly jeszcze sprawdzone.
Brak jest réwniez dos$wiadczen pozwalajacych Wyznaczyc niektdre parametry w wy-
razach sprzgzenia termomechanicznego.

Fakty powyzsze powinny byé brane pod uwage przy wyborze najwladciwszego
modelu materialu do rozwigzywania probleméw brzegowych w zlozonym stanie
naprgzenia. Rozumujae odwrotnic wydaje sie celowe rozwijanie dla konstrukcji

~takich metod przyblizonych, w ktérych stopied aproksymacjt odpowiadatby nie-
pewnosci, jaka zawieraja w sobie niektére state i funkcje w réwnaniach konstytu-
tywnych.

Punktem wyijscia dla omawianej liniowej teorii_lepkoplastycznych powlck beda
stosunkowo najlepiej poznane i najczgdciej stosowane réwnania konstytutywne,
zaproponowane przez PErzYNg [58]. Dalsze uproszczenia modelu materialy, a prze-
de wszystkim zagadnienie pominiecia wyrazéw sprezystych, wiaze sie bezpoérednio
Z przyjeta technika obliczeniowa. Wbhrew szeroko rozpowszechnionemu pogladowi
model sztywno-plastycznego materialu nie zawsze okazuje sig najefektywniejszy
i najprostszy przy analizie szeregu zagadnien praktycznych. W celu udokumentowa-
nia tego stwierdzenia wygodnie jest postuzyé sr@ paroma przyktadami. Pierwszy z nich
dotyczy zagadmen mechaniki cieczy.

Ogdlnie wiadomo, ze model cieczy niescisliwe] umozliwit efektywne rozwigzanie
szeregu probleméw przeptywu, podczas gdy bardziej realistyczny model cieczy
scisliwej okazal si¢ wygodniejszy przy metodach numerycznych zwiaszeza w zagadnie-
niach dwuwymiarowych. Specyfika problemu poweduje, ze réwnanie rdzniczkowe
dla ofrodka niesciéliwego aproksymowaé mozna za pomoca uwiklanych schematow
roznicowych, ktdére .rozwigzuje sic doéé Kklopotliwie metodami iteracyjrymi [65].
Roéwnania dla ofrodka scifliwego catkuja si¢ bezposrednio przez wykorzystanie
prostych schematéw réznicowych i rozwigzanie buduje si¢ krok po kroku.

Ta wilasnoéé réwnan pozostaje niezmieniona, je§li wprowadzié¢ dodatkewo do
modelu ofrodka plastyczne wyrazy deformacji postaciowej. Cieczy nicécifliwej
odpowiada wdwcezas material sztywno-plastyczny, natomiast cieczy $ciéliwej —
material sprezysto-plastyczny. W ramach tego pierwszego modelu sformutowane
zostaly plaskie zagaduienia teorii plastycznosci i opracowane zostaly proste i efek-
tywne metody analityczne noénosci granicznej. Zalety modelu sztywno-plastycznego
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staja sic jednak mniej widoczne w dwuwymiarowych problemach rozwiazywanych
numerycznie za pomoca metody réznic skoficzonych. Dodatkowe uwzglednienie
sprezystych whasnoéci materiatu znacznie upraszeza algorytm obliczef numerycznych
(por. WILKINS [96]). Podobnie przedstawia sig sytuacja w dynamice ofrodkow
sprezysto-plastycznych.

Powyzsze uwagi sa istotne, poniewaZ ostatnio w1elu autorow pOSZUkH_]E rozwna;
zafl numerycznych dla modelu sziywno-idealnie plastycznego, podezas gdy zasta-
pienie go modelem sprezysto-plastycznym szybciej i tatwiej doprowadzitoby do celu,
" dajac jednoczesnie bardziej realistyczny obraz zjawiska.

W konstrukcjach cienkosciennych warunek nieéci§liwosci materialu spetniony jest
automatycznie, poniewaz nie naktada si¢ zadnych ograniczen na wielko$é odksztalcen
w kierunku prostopadlym do powierzchni $rodkowej konstrukcji. Najwigksze
trudnoéci pojawiaja si¢ natomiast priy transformacii zwiazkéw konstytutywnych
do przestrzeni uogdlnionych naprezed i predkosci odksztalcen. Transformacja ta
prowadzi zazwyczaj do bardzo ztoZzonych wyrazen analitycznych nawet w najpro-
stszym przypadku materiatu sztywno-plastycznego Iub sztywno-lepkoplastycznego
[24 i 52]. Dalsze rozwiazywanie problemdw brzegowych dla takich réwnafi mozliwe
jest na drodze numeryczne]. Jak wykazaly ostatnie badanta [38 i 96] znacznie wygod-
niej jest w tym przypadku traktowaé catkowanie naprezen po grubosei Scianki jako
czeéé algorytmu numerycznego, Mozna wéwcezas bez Zadnej dodatkowej kompli-
kacji uwzglednié¢ spreZyste wlasnosci materiatu, wzmocnienie itd.

JTe$li natomiast zamierzeniem teorii jest podanie efektywnej metody analitycznej
rozwigzywania problemow brzegowych, to albo prawo phynigeia formulowane musi
byc bezposrednio w wiclkosciach uogdinionych, albo model materiaty musi byé
na tyle prosty, aby usrednione po grubosci zwigzki fizyczne mialy dostatecznie
prosta postaé. Obecria teoria konstruowana jest zgodna z tg ostatniag metoda.

Najwazniejsze dotychczasowe osiqgriecia. Przeglad literatury ograniczony be-
dzie do zagadnieni bezposrednio dotyczacych teorii konstrukeji lepkoplastycznych
zgodnie 2 podana uprzednio definicja. W teorii tej wiele pojeé i metod zapozyczono
lub przeniesiono z niewielkimi modyfikacjami z teorii konstrukcji plastyczaych.

Wzorujac sie na metodzie Hodge'a dla powlok sztywno-idealnie plastycznych
[23], PaBIANEK przeprowadzita transformacje zwiazkow konstytutywnych PERZYNY
dla liniowej i potegowej funkcji opisujacej wplyw predkosei odksztatcenia [52].
W szczegdlnym przypadku powiok cylindrycznych odpowiednie prawo plynigeia
pokrywalo sig z réwnaniami wyprowadzonymi wezeéniej przez Jow-An-Hsr [32].
Rozwiazywany w pracy [53] przyktad quasi-statycznego plynigcia powloki cylindrycz-
nej bez sity osiowej wskazal na powazne trudnodci przy numerycznym catkowaniu
rownan przy tzw. «dwupunktowych» warunkach brzegowych.

W teorii momentowej dla plyt kolowych prawa plyniecia usrednione po gruboéci
cianki maja te sama postaé, co odpowiednie zwiazki konstytutywne w punkcie.

Zagadnienie quasi-statyczne dla plyty kotowej przy réznych nieliniowych posta-
ciach funkeji konstytutywnych rozwazano w pracy [80], natomiast przyktad dyna-
micznego obcigzenia plyty prostokatnym impulsem cifnienia rozwigzano numerycz-



672 TOMASZ WIERZBICKI

nie w pracy [81]. Wymienione wyzej prace wyczerpuja znane w litératurze rozwigzania
dla stowarzyszonych praw plyniecia, opartych na statycznym, nieliniowym warunku
plastycznoéci Hubera-Misesa, :

Rézne propozycje linearyzacji réwnaf konstytutywnych IHTOHENEMSERA i PRAGERA
[25] oraz PerzYNY [58] na podstawie odcinkowo-liniowego warunku plastycznodci
_rozpatrywane byly przez PRAGERA [64], Bykowcewa [7], HApDOW’A [22] i LEPIKA
'[39). Mimo osiggnietej liniowo$ci réwnan w plaskim stanie naprezenia, odpowiednie
zwigzki dla powlok w stanie gictno-blonowym okazaly sig, podobnie jak dla idealnej
plastycznosei, nieliniowe. W szczegdlnym przypadku zgigciowe) teoril plyt wystepuja
w dalszym ciagu trudnosci, poniewaz w roznych strefach w plycie mamy inne réw-
nania; granice tych stref nie znane sa @ priori i ulegaja zmianie w procesie. W ramach
tej metody uzyskano zaledwie kilka rozwiazan ilustracyjnych przy zaniedbaniu sit
inercji f1 i 7]. Natomiast korzy$ci z tak pomyslanej linearyzacji sa w zagadnieniach
dynamicznych pozorne i znane rozwigzania dotycza majprostszych probleméw
poczatkowo-brzegowych [28, 29, 30 i 31). :

JoNEs [30] badal wplyw lepkosci materiatu na ugiecia przy obeigzeniu impulso-
wym jedynie na przykladzie plyty pierScieniowej, poniewaz w problemie tym catko-
wity profil naprezenia znajdowal si¢ w- obrebie tylko jednej strefy.

Lepix {39] uogdlnit rozwiazanie SzaPIRY [74] dia plyty piericieniowej na przy-
padek materialu lepkoplastycznego, ale rozwigzanie to spelnialo nierealistyczne
warunki ciggloéci na granicy stref, Reasumujac mozna stwierdzié z przekonaniem,
ze nie opracowano do tej pory zadowalajacej metody analitycznej badania dynamicz-
nego zachowania sig konstrukeji lepkoplastycznych.

Przyblizona metoda pozwalajaca uwzglednié wplyw predkosci odksztalcenia
w plytach i powlokach podana zostala przez PERRONB’A [56 i 57]. Metoda ta opiera
sig na rozwigzaniu odpowiedniego problemu dynamicznego dla materiatu idealnie
plastycznego i jest kontynuacja wczesniejszych préb PARKESA [55] i MENTLA [46]
dotyczgeych belek wspornikowych., X _ )

Metody numeryczne w dynamice powlok plastycznych rozwija systematycznie
w ciggu ostatnich dziesigciu lat grupa badaczy z Massachusetts Institute of
Technology. WITMER, BALMER, LEECH i PIAN [96] opracowali algorytm pod nazwa
DEPROSS, pozwalajacy wyznaczyé deformacie konstrukeji obrotowo-symetrycz-
nych w zakresie duzych ugigé. Dzieki numerycznemu c¢alkowaniu réwnani konsty-
© tutywnych wzdtuz grubodei $cianki uwzgledniono jednoczesnie efekty spreiyste,
plastyczne i lepkie. Metoda ta wogélniona zostala na przypadek powlok o dowolnej
geometrii w pracy {38].

WITMER, CLARK i BALMER [97] oraz niezaleznie Durry i Key [13] przeprowadzili
weryfikacje doswiadczalng przydatnosci programu DEPROSS. Stwierdzono bardzo
dobra zgodno$é teorii i eksperymentu w zakresic odksztakcei nieodwracalnych
1 nastepujacych po tym drgan sprezystych.

Duza czgdé tych ciekawych badan nie zostala opublikowana w ogdlnie dostepnych
czasopismach navkowych. Wykaz nickidrych wazniejszych sprawozdai MIT
1 innych opracowan znajduje sie w pracy [97].
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2. ANALIZA PODSTAWOWYCH PARAMETROW I EFEKTOW W PROCESIE DYNAMICZNYM

W poprzednim rozdziale przedyskutowane zostaly niektore aspekty wyboru
réwnan konstytutywnych opisujacych: fzeczywisty material. Z kolei przeprowadzona
bedzie analiza zachowania si¢ konstrukeji jako calodci w procesie dynamicznym i na
tej podstawie zaproponowane beda dalsze zalozenia upraszezajace w teorii konstruk-
cji lepkoplastycznych. W szezegdlnodci oméwiony bedzie wptyw czterech ezynnikow
decydujacych o przebiegu procesu dynamicznego.

Czynnikami teorii sa:

1. wladciwosci sprezyste materialn,

2. wzmocnienie materiaty,

3. whasnosci lepkie materialu oraz

4. zmiana geometrii konstrukcji.

Analiza przeprowadzona bedzie gtdownie na podstawie dost@pnych danych do-
$wiadczalnych jak réwniez niekidrych dokladnych rozwigzad numerycznych,
Wigkszo$é doswiadczeft przeprowadzona byta na plytach kotowych, ktére deformo-
waly sie w zakresie duzych ugieé. Plyte taka traktowaé nalezy jako powloke osiowo-
symetryczna, a zatem cytowane eksperymenty, jako reprezentatywne dia calej teorii
powlok, upowazniaja do wyciagnigcia pewnych ogdlnych wnioskdw.

Efekty sprezyste. Dzigki rozwojowi doktadnych optycznych i elektronicznych
technik pomiarowych mozna obecnie przesledzi¢ procesy dynamiczne, ktérych czas
trwania nie przekracza 1 milisckundy (108 s). Ostatnio Durry i Key [13] opubli-
kowali wyniki dokladnych pomiardéw deformacji zamocowanej plyty koiowq,
poddanej eksplozji materiatn wybu- 1
chowego, rozmieszczonege na czedci
powierzchni, rys. 1. W szczegolnodei
zbadano zmiane Ww czasie ugigcia
$rodka pilyty dla réznych wartoéci
impulsu i réznych materiatéw oraz
zmierzono koficowy ksztalt zdeformo-
wanej plyty. Na rys. 2 podany jest
(linig grubg) wykres ugiecia $rodka
piyty jako funkcji czasu dla plyty
z aluminium 6061-T6 o wymiarach
(promiefi R, grubosé 2) 6x 1/16, pod- =
danej impulsowi [=1,67-10% dyn/s, co  Rys, 1. Schemat urzadzenia do badania dyna-
odpowiada predkodci poczatkowej po- micznego zachowania si¢ piyt:
Wierzchni éI'OdkOWCj 7430 in/s. Zasto- I-detonator, 2-lont, 3—\lvarstwa tlumigea 2z polietylenu,

. i 4-materiat wybuchowy
sowany w do§wiadczeniach stop alu- :
minium jest niewrazliwy na predko$é odksztalcenia i charakteryzuje si¢ malym mo-
dufem wzmocnienia, co pozwolilo skupié w dodwiadczeniach uwage na efektach
sprezystych i plastycznych.

Z rys. 2 widaé, ze przemieszezenie pionowe ¢ narasta od zera az do osiggnigcia -
maksimum dla czasu 1=0,24 ms, po czym nastepuja drgania o malejacej amplitu-
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dzie wok$! polozenia réwnowagi, ktorym jest trwale plastyczne ugiecie plvty.
Muaksymalne chwilowe ugiecie przewyzsza o okolo 20%, wartosé trwalych ugied, ktére
w rozwazanym przypadku jest rzedu o$miu grubodci powloki. Dla poréwnania
przytoczony jest {na rys, 2 — linia cienka) wynik obliczefl numerycznych przy uzy-
ciu wspomnianego juz programu DEPROSS. Dobra zgodno$é przewidywan teorii
i do$wiadczenia jest godna podkreé$lenia. Strzalka na rysunku oznaczono moment,
'w ktorym zewnetrzne wiokno przekroju ulega pierwszemu uplastycznieniu. Okres
czysto sprezystych deformacii moze byé pominigty w poréwnaniun z calkowitym cza-
sem narastania ngiec.

~~ 06
3
g
= 04 x 1
% — 2
% 02
g .1
g: | i
0'40 1 F3 3

Czas (milisek)

Rys. 2. Wykres ugiecia $rodka plyty jako fimkcja czasu (Durry i KEy):
‘I-punkty do$wiadczalne, 2-wyniki obliczen numerycznych

Powstaje pytanie, w jakim stopniu model materialn plyty, nie uwzgledniajacy
efekiow sprezystych, aproksymuje rzeczywisty wykres w=w(z). W tym celu naleza-
toby wyniki dokladnych obliczef numerycznych poréwnaé z danymi do$wiadezalny-
mi. W programie DEPROSS istotna role odgrywaja wyrazy «sprezysten w réwna-
niach konstytutywnych i nie moZna stosowaé go do modeln materialu sztywno-
plastycznego. Z kolei w rozwigzanin analitycznym dla plyty sztywno-idealnie
plastycznej WANG i Horkins [79] otrzymali wzory na trwalé ugiecia, nie wyznaczyli
jednak zmiennosci przemieszezen $rodka plyty w czasie.

Wystarczajacy material poréwnawczy dostgpny jest jedynie dla lepkoplastyczne]
plyty kolowej, zamocowanej na obwodzie i poddanej impulsowi ciénienia. Odpo-
wiednie rozwigzanie analityczne bez efektéw sprezystych omdwione bedzie w rozdzia-
le 6. Rozwigzanie numeryczne dla modelu sprezysto-lepkoplastycznego przy wy-
korzystaniu programu DEPROSS oraz wyniki do$wiadczeni podali WITMER, CLARK
i BALMER [97]. Poréwnanie odpowiednich wykresow w=w (f) przedstawione jest
na rys. 3, natomiast kofcowy ksztalt odksztalconej piyty pokazany jest na rys. 4.

Na podstawie powyzszej analizy mozna stwierdzi¢, ze model materialu zaniedbu-
jacy wlasnosci sprezyste prowadzi do zadowalajacego opisu poczgtkowego okresu
wzrostu ugieé, pozwala na dokladne przewidzenie wielkodei maksymalnych trwa-
tych ugie¢ i koficowego ksztaltu zdeformowanej konstrukeji. Natomiast wystepo-
wanie chwilowego maksimum ugiecia oraz pézniejszych drgan powloki spowodoWa—.
ne jest czysto sprezystymi wilasnosciami materiatu. Jest rzeczg interesujaca, Ze
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7 uwagi na brak lepkosprezystego tlumienia drgan w programie DEPROSS powstaje -

niepewnosé co do wyboru wartoéci trwatych ugieé w powloce i pod tym wzgledem
uproszczone obliczenia analityczne géruja nad rozwiazaniem dokladnym,
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Czas (mikrosel)

Rys. 3. Wykres ugiccia Srodka plyty w funkeji czasu (WiTMER, CLARK, BALMER):

I—wynild obliczes mumeryeznych dla materialu sprezysto-plastyeznego, 2-wwyniki obliczefi numeryczaych dla materialn
sprezysto-lepkoplastycznego, 3-rozwiazanie analityezne dia materialu sztywno-lepkoplastycznego

Deformacie plastyczne, jak wykazaly obliczenia numeryczne, ustaja dla czasu
0,32 ms (strzalka na rys. 3). W tym momencie 92 3] poczatkowe] energii kinetycznej
uleglo zamianie na prace plastyczng; pozostale 8% odpowiadalo energii drgan
spr@zystych Wygodnie jest zdeﬁmowac parametr R Jako stosunek calkomte_] pracy
plastyczneJ do maksymalnej - energii
sprezystej. SEILER, COTTER 1 SYMONDS
[70] oraz Frorence [18] pokazali, 7e
parametr ten wigZe sie z bledem, jaki
powstaje w obliczeniach przy zanie-

~dbaniu spreZzystych sktadowych. ten-

x *
Mot gk X

—1
sora odksztalcenia. Moze on by¢ za- « 2
tem przyjety za pewna miare do- o 3

ron . | i i | V
ktadnoéci teorii sztywno-plastycznych 0 08 05 i 02 602 04 05 03 F

1 sztywno-lepkoplastycznych konst- /R

rukcji. Pokazano, Ze w przypadku Rys. 4. Profil trwalych ugieé plyty:
plyt teoria ta jest poprawna, jeZzeli J-krzywa doswiadczalna, 2-wyniki oblicze numerycznych
R>5 [18] (dla belek nawet, jesli Ut mabrs awmostossca 3wl obiert
R >3 [6]).

W podsumowaniu powyzszych rozwazad przyjaé mozna, ze prawo fizyczne dla
materiatu, w ktdrym zaniedbano efekty sprezyste, prowadzi do adekwatnego oplsu
koicowych trwatych deformacji konstrukeii.

Wplyw wzmocnienia materialy. Wplyw ten na dynamiczne zachowanie sig kon-
strukeji studiowany byl przez wielu badaczy z punktu widzenia teoretycznego
i eksperymentalnego. Wigkszo$¢ uzyskanych wynikow dotyczy -zagadnien belek
przy réznych warunkach podparcia i obeigzenia, BODNER 1 SYMONDS [6] oraz JONES
[29] doszli niezaleznie do wniosku, ze wplyw wzmocnienia materialu moze byé po-
minigty w poréwnaniu z efektami lepkosci materialu i zmian geometrii w konstruk-

Ugizcie Srodka plyty (w calash)
T
]
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cjach cienkodciennych. Whiosek ten potwierdzit ostatnio Jongs [29] w odniesieniu
do plyt pierScieniowych, obciazonych liniowym impulsem cifnienia. Wytlumaczenie
tego faktu podaje rys. 5, gdzie pokazany jest wykres odksztakeefl obwodowych na
zewngtrznej powierzchni plyty, zmierzony za pomoca czujnikow elektrooporowych
W jednym z cytowanych doSwiadczerdi DUFFY’EGO i Kiy’a [131.

0,02

elrznege
)
2

by

widkna pfyty w %

Odksziafcenie zewn

[ ! ]
0 0,1 0,2 0,3 04 Y

Czas {milisek)

- 0,07 L

Rys. 5. Zmiana odksztalcerr obwodowych Zewnetrznego wiokna plyty w czasie:

I-punkty doswiadezalne, 2-obliczenia numeryczne

Chociaz trwale przemieszezenie §rodka wynosito okolo 8 grubosci powloki,
to maksymalne odksztalcenie nie przekraczalo 1,5 7 natomiast trwale odksztalcenie
wynosito zaledwie okoto 0,4 %. Jest to jeszeze jeden dowéd na znany fakt, ze duzym
ugigciom w konstrukcjach cienkoéciennych towarzysza male wielkosci odksztalces.
W tym zakresie wzmocnienie materiatu nie odgrywa jeszeze duzej roli.

Lepko$¢ matevialu i zmiany wielkodci geometrycznych. Jedna z trudnodci przy
doswiadczalnej analizie dynamicznego zachowania sig konstrukcji Jjest adpowiednie
wydzielenie badanych efektéw. Zgodnie z przeprowadzong dyskusja kryterium
energetyczne, upowazniajace do pominiecia efektdw sprezystych, jest spelnione dla
duzych wartoéci energii impulsu. Odpowiadajace przemieszczenia konstrokeji sg
rzgdu grubosei Scianki, a zatem znajduja sie w zakresie tzw. umiarkowanic duzych
ugiec. Przy studiowaniu wplywu lepkoéei materiabu na zachowanie si¢ konstrukeji
nie sposdb uwolnié sig od zagadnied zmian wielkodci geometrycznych i oba zjawiska
muszg byé traktowane Iacznie. W materialach wrazliwych na predkoéé odksztalce-
nia granica plastycznosci wzrasta w procesach dynamicznych powodujac podwyzsze-
nie wytrzymatoéei konstrukeji. Z kolei wzrostowi ugie¢ w powlokach towarzyszy
rozwoj sit membranowych i przejécie ze stanu gigtnego w stan blonowy, co réwniex
prowadzi do wzmocnienia konstrukcji. Wiasnosci lepkie materialy oraz efekty
zmiany geometrii zwigzanc z duzymi ugieciami dzialaja zgodnie w kierunku zmniej-
szenia trwalych ugieé dynamicznie obcigzonych komstrukeii.

Zbadanie oddzielnego wplywu obu efektéw dla lepkoplastycznych konstrukcji
przedstawione jest w pracy FLORENCE’A i autora [92]. Podobnie jak w [97] jako przyktad
reprezentatywny dla rozwazanej teorii wybrano zamocowana phyte kolowa, obcigzo-
na na calej powierzchni impulsem ciénienia o duzej intensywnosci. Doéwiadezenia
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przeprowadzone byly na plytach z dwdch réznych materiatéw: aluminium 6061-T6
i stali TIR-A283, ponieyaz pierwszy z nich jest niewrazliwy, a drugi wrazliwy na
predko$é odksztalcenia. Zbadano tacznie 31 plyt dla réznyeh wielkosci zastosowanego
impulsu mierzac trwate ugiccie & $rodka i koncowy profil ugiecia. Wyniki pomiardw
przedstawione sa na rys, 6, gdzie zaznaczone Jest réwniez linig kreskowana teore-
tyczne rozwigzanie WANGA i HOPRINSA [79] dla materiahu sztywno-idealnie plastycz-
nego. Rysunek sporzadzony zostal w bezwymiarowej skali opartej na tym rozwig-
zaniu, Punkty doswiadczalne dla obu materiatow znalazly sie poniZej rozwigzania
teoretycznego. Poniewaz stop aluminium 6061-T6 jest niewrazliwy na predkosé

a6 L e

014 . I/ n
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_o—punkly doswiadczaine
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Rys. 6. Trwale ugiecia $rodka pivty w funkeji bezwymiarowego impulsn {(Florence, Wierzbicki):

1-rozwigzanie wedhg teorii momentowej dla materialu sztywno-plastycznego, 2-punkty do$wiadczalne dla #luminium,
J-punty dodwiadczalne dla migkkiej stali

060 200 300 400

& fsek™"]

Rys. 7. Zaleznosé dolnej granicy plastycznoéei migkkie] stali od predkosci odksztalcenia (udrednione
Co wyniki wiclu autoréw)

odksztalcenia, przeto réznica dla gérnej serii punktow Jjest wynikiem efektu sit
membranowych. Ugiecia dla plyt stalowych ukladaja sig jeszcze nizej wskazujac
na dodatkowe wzmocnienie, wywolane wrazliwoscia materialu- na predkosé od-
ksztatcenia, Oba efekty sa tego samego rzgdu, ale dla malych wielkosci impuisy
dominuje wzmocnienie wywolane lepkoscig materiatu, Eatwo podaé wythimaczenie
tego faktu analizuige zaleznogé granicy plastyczno$ei materialu od predkosei od-
ksztatcenia. Na rys. 7 przedstawiona jest zaleznodd o=0 (&), otrzymana droga
usrednienia do§wiadezerl wielu autordw [73]. Granica plastycznodei rosnie gwaltow-

Rozprawy Inzynierskie — 19
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nie w przedziale 0 <2< 10 s~ 1, ale tylko nieznacznie dla &= 102, Dla'malych wielkoéc!
impulsu ugiecia sa na tyle mate, Ze wptyw sit membranowych jest niewielki. Jedno-
czesnie gwaltowny wzrost granicy plastycznosei z predkoécia odksztatcenia powoduje,
7e efekt lepkosci jest w tym przedziale impulséw dominujacy. Natomiast dla sil-
niejszych impulséw wywolujacych wigksze ugigcia, mimo duzych uzyskiwanych
predkodei odksztalcenia, granica plastycznodci roénie tylko nieznacznie i przewaza
“w zjawisku wplyw sit membranowych.

Uogdlniajge zebrane w tym rozdziale spostrzezenia i wyniki moZna stwierdzié,
e przy opisie dynamicznych deformacji cienkosciennych konstrukeji niesprezystych
1) podstawowa rolg odgrywaja wlasnosci sprezyste, plastyczne i lepkie materiatu;
2) efekty sprezyste nie wplywaja na wiclkogei 1 ksztatt kosicowych deformacii;
3) wystarczajacym modelem materiatu jest wowczas model sztywno-lepko-
plastyczny,

" 4) przy intensywnych obcigzeniach prowadzacych do duzych ugiet uwzgledniaé
palezy ponadto zmiany konfiguracji geometrycznej komstrukejt.

£

3. ZWIAZKI KONSTYTUTYWNE DLA -MATERIALU LEPKOPLASTYCZNEGO 1 ICH
LINEARYZACJA

Stowarzyszone prawo konstytutywne. Punktem wyjécia dalszych rozwazan w tej
pracy sa réwnania konstytutywne dla materialu sprezysto-lepkoplastycznego,
zaproponowane po raz pierwszy przez PERzyng [58], a nastepnie uvogdlnione
w pracy [59]:

.1 oF L1,
eiJ‘ - J‘i’)’ <¢' (F)>“T_m > S =?E Trp s
(3.1 .
]/ _fo), jesli F>0,
, AP= esli F<o0,

gdzie &, i 5,; oznaczaja odpowiednio dewiatory tensora predkosci odksztalcenia &,
i naprezenia o;;, J, oznacza drugi niezmiennik dewiatora naprezenia, x jest para-
metrem wzmocnienia, a y stala materiatowa.

Réwnania powyzsze opisujg liniowe efekty sprezyste, statyczne uplastycznienie
wedtug warunku Hubera-Misesa, izotropowe wzmocnienie materiafu oraz nielinio-
wy wplyw predkoéci odksztalcenia., Wiasnoéei te sg charakterystyczne dla wichy
materialéw konstrukeyjnych, gléwnie metali obcmzonych dynamlczme Przy for-
mutowaniv réwnafi (3.1) przyjeto szereg hipotez, z ktorych, jak podkreflono we
wstepie, nie wszystkie sa ugruntowane na drodze eksperymentalnej. Zaliczy¢ do nich
nalezy przede wszystkim nastgpujace:

1) postulat o izotropowym rozszerzaniu si¢ powierzchni plastycznosici z pred-
koscia odksztatcenia; '

2). postulat o normalnodci wektora predkosei odksztalcenia plastycznego do
chwilowej powierzchni plynigcia.

-
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W klasycznej teorii plastycznosci dla materialéw ze wzmocnieniem postulat
o normalnodci ‘wynikat bezpoérednio z warunku statecznogci Druckera dla mate-
rialdéw niesprezystych [12]:

ts
G2 f dt f (@) 122 dV 0. )
131
Dla materialow spr@iysto-lepkop]asty(:znych mozna jedynie nvdowodni¢ na podsta-
wie (3.2) wypuklosé chwilowej powierzchni plynigcia [41], natomiast nie otrzymuje
sig jednoznacznosci co do kierunku wektora z,,. Z punktu widzenia definicii materiahu
statecznego istnieje zatem pewna dowolnoé¢ w konstruowaniu réwnan konstytutyw-
nych i dowolno$é tg wykorzystamy przy koncepcji linearyzacji tych rdwnaf.

Wprowadzone beda obecnie nastgpujace zalozenia upraszezajace odno$nie réw-
nan (3.1) tak, aby otrzymaé wystarczajgco proste prawo plynigeia dla powlok.
Zaktada sig mianowicie, ze 1) wzmocnienie materialu mo#na pominaé =k =const,
2) mozna réwniez pominaé wyrazy sprezyste p=K—oo, 3) funkcja @ (F)=F jest
liniowa. Pierwsze dwa zatoZenia i wynikajace stad konsekwencje w dynamice kon-
strukcji omoéwione zostaly w poprzednim rozdziale. Blizszego wyjasnienia wymaga

- zaloZenie trzecie,

Uzyskany stopieh aproksymacji rzeczywistego wykresu o=o (&) za pomoca linio-
wej funkcji & (F) reprezentowany jest na rys. 7 linig prostg. Dobierajac odpowiednio
kat nachylenia tej linii i punkt przeciecia z osig ¢/¢, otrzymaé mozna zadowalajace
przyblizenie krzywej doswiadczalnej w pewnym tylko przedziale predkosci odksztal-
cenia. Doktadny opis wiasnosci lepkich materiatu w calym przedziale & zapewnia nie-
liniowa funkcja @ (F), ale wprowadzona linearyzacja jest koniecznym krokiem
upraszezajagcym w kierunku uzyskania zamierzonego celu pracy.

Uwzgledniajac zalozenia 1,2, 3 w (3.1) otrzymujemy réwnania

_‘ = o
:eijy('/ : ~1) T e VT >k,

k Vi,
(3.3) £,=0, iefli VL <k,
‘ é.kfc_=0 E . -

ktére rozwaZal wezesniej HOHENEMSER i PRAGER [25] jako uogdlnienie modelu
niedciSliwej cieczy lepkiej. W szczegdlnym przypadku, kiedy y—oco, réwnania (3.3)
redukuja si¢ do prawa plyniecia Levy’ego-Misesa dla materiatn sztywno-idealnie
plastycznego:

(3.4) &= A8, Jo=k.

Niestowarzyszone prawo plynigcia. Rownania (3.3) sa zwigzkami nieliniowymi
w naprezeniach, poniewaz opieraja sig na statycznym warunku plastycznosci Hubera-
Misesa. W celu dalszej linearyzacji réwnafi (3.3) przepiszmy je w réwnowaznej postaci

T o ot —
(3.5) Eij - k (Sij SU) 2 JeSh ]/Jz > k s

£;=0, jeshi V-Zl‘-(\k
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wprowadzajac nastgpujaca definicj¢ dewiatora naprezenia 5o "

(3.6) ﬁzﬁ_ J°=ls°s°

. M 'I-Iz ]/Jg * 2 2 [ SR A
“Réwnania (3.5) sa w dalszym ciggu nieliniowe wzgledem napreZeri z powodu de-
finicji (3.6). Poslugujac sie geometryczng reprezeéntacja w przestrzeni dewiatoréw
zauwazmy, ze wektor s3; jest wspdtliniowy z wektorem gy; i lezy na statycznej po-
wierzchni plyniecia, rys. 8.

Rys. 8. Interpretacja geometryczna niestowarzyszonego prawa plyniecia

Rozwazmy prawo konstytutywrie podobne do (3.5), w ktérym dewiator 59
zastgpiony zostal przez inny dewiator sTj, traktowany jako znana funkcja w kazdym
punkcie materiatn x; 1

. y EY ST L -
f = (5, — ), jedli J, >k,
(3'7) glj k (Slj I,J) ] ]/ 2 g

P=0, elli VL <k,

L%}
gdzie sktadowe tensora sfj, podobnie jak sy, spelniaja statyczny warunek plastycz-
noéci. Powyzsze rownania stwierdzaja, ze kierunek wektora predkosei odksztalce-
nia &), jest wspotliniowy z wektorem (s;;—s;;). Poniewaz na ogdét Sy, wige
wektor s;;—s7; nie jest skierowany wzdhuz normalnej do statycznej powierzchni
plyniecia (rys. 8). Zatem réwnanie (3.7) nalezy do klasy niestowarzyszonych praw
plyniécia.

Niestowarzyszone prawa plynigcia byly réwniez badane w teorii plastycznosei;
krytyczny przeglad uzyskanych wynikéw znalezé mozna np. w pracy MRoOZA
[47]. Chociaz wigkszodé przestanck teoretycznych przemawia za pormalnoscia
wektora predkosci odksztalcenia do powierzchni plynigcia, to jednak w niektorych
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doswiadezeniach dla materialow sprezysto-plastycznych zaobserwowano odchylenia
od normalnogei.

W teorii cial lepkoplastycznych postulat normalnodci nie zostal poddany do-
$wiadczalnemu sprawdzenin. W tej sytuacji wyprowadzone niestowarzyszone prawo
plynigecia mozna traktowac nie jako niezalezne Prawo fizyczne, lecz jako pewna
aproksymacje stowarzyszonego prawa (3.3). Warto ‘nadmienié, ze oba sa jednakowo
dopuszezalne ‘'w klasie materiatow statecznych, zdeﬁmowanych przez (3.2).

Pozostawiajac dokladniejsze sprecyzowanie stanu sy, ", do nastepnego rozdzialu,
zajmijmy si¢ dyskusja pewnych ogdlnych wiasnosci réwnan (3.7). W tym celn wy-
godnie jest postuzyé sig interpretacja geometryczng i rozpatrywaé tensory napreze-
nia i predko$ci odksztatcenia jako wektory w odpowiednich 6-wymiarowych prze-
strzeniach.

Oznaczmy przez ¢ kat pomi@dzy wektorami s;;1 STJ, a przez « kat pomiedzy wekto-
rami &1 s . Wektory sy, 5;; oraz £ 88 wspoihmowe inormalne do statycznej powierz-
chni piyme;ma Kat « okreéla odchylenie wektora £;, od kierunku normalnego (rys.8).

Z rozwazafi czysto geometrycznych wynika nasigpujaca zaleznos¢ pomigdzy
katami « i ¢

"1 (I/E )
(3.8) ctg a_rsinga o cose)

Fatwo zauwazyé, ze dla stalego s;; miejsce geometryczne stalego « tworzy rodzing
kot, ktéryeh érodki leza na symetralnej odeinka OP (rys. 8).

Zalézmy obecnie, Ze trajektoria obciazenia w danym punkcie materialu jest linia
ABC. Kat odchylenia « zmienia si¢ wzdtuz drogi ABC i jak pokazuje rys. 8 maleje
ze wrrostem odlegloéci od statycznej powierzchni plynigcia. W wielu problemach
dynamicznych znaczna cze$é trajektorii naprezenia znajduje si¢ w obszarze oddalo-
nym od statycznej powierzchni plynigcia. W obszarze _iYn1 odchylenie od kierunku
normalnego jest male (o jest male) przy zatozeniu, Ze kat ¢ bedzie dostatecznie maly,
jak to przedstawia np. zakreskowany obszar na rys. 8. Jedli aktualny punkt napreze-
nia jest oddalony od powierzchni F=0, to mestowarzyszone prawo konstytutywne
(3.7) jest dobrym przyblizeniem réwnan (3.3), nawet jesli s . rézni sig znacznie od
$;;- Kiedy jednak punkt napreZenia przybliza sig do pow;erzchm F==0, réwnania
(3.7) staja sig coraz mpiej dokladne.

Trajektoria naprezen reprezentowana linig prostac odpowiada proporcjonalne-
mu obciazenin w danym punkcie ciata. Jesli wektor s; ; lezy nalinii proporcjonalnego
obciazenia, to réwnania (3.3) i (3.7) sa réownowazne. Zachodzi to np. w przypadku,
kiedy proporcjonalne obciazenie jest wynikiem symetril.

Naturalna norma wektora predkosci odksztalcenia, wyliczona z (3.7) wynosj

J 3,87
(3.9) S — 2 1%
=V =y Y 1= cose.
Przyjmujac w powyzszym zwigzku ¢=0, otrzymujemy odpowiednia normeg dla
wektora g;; W stowarzyszonym prawie plynigcia. Stosunek Héfjli/t!éi || jako funkeja
kata ¢ przedstawiony jest na rys. 9. Tutaj réwniez réznica pomiedzy rozwiazaniami
réwnani (3.7) 1 (3.3) jest mala dla dostatecznie duzego J,/k%. '
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Warunki obciqzenia i odciqzemia. Zgodnie z zaloZeniem, material pozostaje
sztywny, jeSli punkt reprezentujacy stan napreZenia znajduje sic wewnatrz lub na
powierzchni plastycznodct ]/ng k. Lepkoplastyczne plyniecie mozliwe jest tylko
dlay/J, > k. Zbadajmy przejécie graniczne /2 k=1 dla réwnania (3.9). Otrzymujemy
&} {|=1/2y sin g. Oznacza to, e zwigzki konstytutywne (3.7) nic spelniaja warunku
ciaglosci pola predkosci odksztalcedl przy odcigZaniu. Wystepuje tu pewnego ro-
' ' dzaju analogia z deformacyjng teorig plasty-
WIF N, cznofci, gdzie warunek cigglodei nie jest spel-
’ vT/k=15 niony w przypadku obcigzenia neutrainego.
Z- ' 9 Warunck odciazania i obcigZania w po-

staci (3.7) jest nieliniowy, pomimo e same
3 réwnania konstytutywne zostaly zlinearyzo-
/ - wane, Stwarza to trudnofci przy rozwigzy-
waniu konkretnych probleméw brzegowych.
W zagadnieniach dynamicznych dla cial
iepkoplastycznych rozwiazywanych w pred-
0 %0 3‘9 ] 4‘5 ~ 5'00 - koéci.achq ?vygodniej . jest s'tosowaé‘ nief:o
s . odmienne interpretacje warunku odciazenia.
Rys. 9. Blad intensywnosci wektora pred- . . .
kosci odksztalcenia w zaleznodel od kata ¢ PoniewaZ rozwazany model materiatu jest
dia réinych y/ 7,/ catkowicie dysypatywny, przeto ruch dowol-
nego punktu ciala ustanie, jesli tylko do-
prowadzona zostala do tego ciala skoficzona warto$é energii. Zwykle interesuje
nas moment kofica ruchu, kiedy ;I%H:O. Odpowiadajacy temu stan naprezenia
obliczyé moina z (3.9): :

(3.10)

Oznacza to, Ze usztywnienie w rozwazanym modelu nastepuje dla wartosci naprezer
znajdujacych sig wewnatrz statycznego warunku plastycznodel. '

Aby uniknaé duzych bleddw, stosowalno$é obecnej hipotezy ograniczona jest
do takich drog obciazenia, dla ktdrych punkt naprezenia zbliza sig do statycznej
powierzchni plyniecia pod mozliwie matym katem ¢.

Przejscie gramiczne do ciala idealnie plastycznego. Zbadajmy obecnie warunki,
przy ktérych réwnania (3.7) redukuja si¢ do zwigzkéw Levy'ego-Misesa, opisuja-
cych materiat idealnie plastyczny. Wzorujac si¢ na metodzie wytoZzone] w pracy [59],
przyjmijmy y—co zakladajac jednoczednie, Ze predkosci odksztalcent nie zeruja sie,
" &)l #0. Z zaleznosci (3.8) i (3.9) otrzymujemy
cos2¢p—cosgp
(.11 ctg o= T
Dla kazdej skoficzonej wartoéci kata ¢ mamy s, ;ésfj i rdwnanie (3.7) jest w dalszym
ciggu typu lepko$ciowego. Natomiast dla s;;—s), z (3.11) wynika, Ze kat dewiacji
« jest nieoznaczony. W tym przypadku-(3.7) redukuje si¢ do réwnania
(312 - Ery=Mis 5
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gdzie A jest nieoznaczonym parametrem, a p;; jednostkowym wektorem normalnym
skierowanym na zewnatrz. powierzchni plyniccia w punkcie P. Wektor py; staje sig
normalny do tej powierzchni, je§li trajektoria napreZenia zbliza si¢ do punktu P
wzdhiz linii. prostej OP. .

Mozna wyprowadzi¢ nastepujacy wmosek ogdlny: zlinearyzowane réwnanie
konstytutywne redukuje si¢ w granicznym przypadku y—oo do stowarzyszonego
prawa plynigcia opisujacego material idealnie plastyczny jedynie dla proporcjonal-
nych drég obciazania,

4. PRAWO PLYNIECIA DLA LEPKOPLASTYCZNYCH KONSTRUKCII

Zalozenia upraszezajqee. Transformacja réwnan tréjwymiarowego osrodka do
dwuwymiarowej przestrzeni opisujacej konstrukcje powierzchniowe nie jest Scista
i wymaga przyjecia szeregu dodatkowych zatozef odnosnie wielkoéci statycznych
i kinematycznych. Sawczuk i Duszek [67] przeprowadzili ostatnio szczegSlowa
dyskusje zaloZen upraszczajacych w teorii poczatkowego plynigcia powlok z ma-
terialu szytwno-plastycznego niefci§liwego. Analiza réwnan powlok cienkich dla
skoniczonych deformacji w opisie Lagrange’a podana jest w pracach [16 i 66].
Waznym wnioskiem tych prac jest stwicrdzenie, ze dla «umiarkowania duvzych
przemieszezeni», tzn. przemieszezen rzedu grubosel powloki, prawo piyniecia i de-
finicja uwogdlnionych naprezed moga byé przyjete w tej samej postaci, co dla prze-
mieszczefi nieskoficzenie matych. Natomiast réwnania réwnowagi i zwiazki geo-
metryczne wymagaja pewnych modyfikacji. W obecnym rozdziale wyprowadzimy
prawo plynigcia dla lepkoplastycznych konstrukeji wzorujac sig czesciowo na zalo-
yeniach i metodzie infinitezymalnej teorii powlok plastycznych, por. [75]. Nalezy
pamietaé, ze otrzymane réwnania odnosi€ sig bedg rowniez do zakresu umiarkowa-
nie duzych ugiec. .

Przyjmijmy ortogonalny uklad wspdlrzednych z osiami x, (x=1,2) lezacymi
na powierzchni §rodkowej konstrukeji i osig x,, skierowana wzdiuz normalnej
do tej powierzchni. Jesli stosunek grubosci §cianki 2k do wymiaru liniowego kon-
strukeji R jest maly, 24/ R<1, to napreZenia normalne w kierunku grubosdci elemeﬂt\u
moga byé pominigte, 03,=0, i pozostale skladowe tensora napr¢Zenia o;; moga
byé przedstawione przez tensor o, (o, f=1, 2) oraz wektor ¢, («=1,2).

Wypadkowe naprezen w ustalonym punkcie powierzchni érodkowej X,, mia-
nowicie tensor momentdw zginajacych Mg, tensor sil membranowych N, i wektor
sily poprzecznej T, zdefiniowane sa nastgpujaco:

' h h h
4.1) My,= fcra,,xsdxs, Ny= [ oudxs, T.= faaadxa.
— R ~n —h

Dla konstrukeji cienkich, w ktdrych stosunek grubosci do promienia krzywizny
ps (=1, 2) jest maly, 2hjp, <1, tensory M,z 1 Ny sq symelryczne.
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Zgodnie z zalozeniem plaskich przekrojéw i prostych normélnych sktadowe
tensora predkosci odksztaleenia &,, w dowolnej warstwie x, wyrazaja sie przez tensor
predkosel wydtuzenia },, i tensor krzywizny powierzchni srodkowej #,4:

(4.2) _ g (X3) = Lagrb-X3 g .

Szereg badad dla konstrukeji plastycznych [68] i lepkoplasiycznych [84] wykazal,
ze wplyw efektéw $cinajacych na uplastycznienie i dalsze odksztalcenia konstrukcji
jest niewielki, jesli 24/R<1. Przyjmiemy zatem dalsze zatozenie upraszezajace,
6 &3,= ¥, =0 oraz ze odpowiadajace skladowym wektora &,, naprezenia o, nie wcho-
dzg do prawa fizycznego. Stan napreZenia w kazdej warstwie powloki traktowad
mozna jako plaski, a wige drugi niezmiennik tensora naprezenia J, oraz dewiator s,
przyjma postaé

Jy= ? (30-1.6' Fup— Ogy J.BH) 3
(4.3)

3 (B3, — 04y 04p) .

Wykorzystujgc powyisze zwigzki wyspecyfikowaé moina z (3.7) zlinearyzowane
prawo konstyiutywne w plaskim stanie naprezenia:

. 7
) bus = g [30un— 03 80p) — (30,5~ 07, 6,)],

o
£33~ Eyy

Po odwréceniu réwnan (4.4) otrzymuje si¢ ostatecznie

2 ..
(4.5) s 7 aaﬂ—a:ﬂ:7 8:‘3—}—8:?54”) .

Zgodnie z zatozeniem sktadowe tensora aqﬂ speiniaja statyczny warunek plastycznosa
w plaskim stanie naprezenia. .

Prawoe plyniecia dia powlok. Prawo to otrzymuje sig przez odpowiednie scatkowa-

nie funkeji (4.5) w przedziale grubosei elementu wykorzystujac definicie (4.1):

4/13 k
,y ( uﬂ+xyy5aﬁ)a

(4.6) .
B .
erﬁ _N:B =4h ? (A:B'—lml:y ‘Suﬁ) '

W szczegdinym przypadku powlck osiowo-symetrycznych M, =M, =N, =N,, =0
i z (4.6) uzyskuje si¢ nastegpujace zwiazki wyprowadzone wezesniej [86]:
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. 4k
M1—M1:T — (2, +K5),
4 K . .
Mz_M:=—'3“ “},"(2fc2+rc1)-,

4.7 :
N k. .
N;—N; :4117(221%-12) »

. k. .
N,-N)= k?(ziz‘i‘)nl):

gdzie indeksy 1, 2 oznaczaja kierunki gtowne w powtoce. Jedli poréwnamy réwnania
(4.6) lub (4.7) z odpowiednimi zwigzkami dla fepkoplastycznych powlok, wypro-
wadzonymi na podstawie prawa plyniecia stowarzyszonego z warunkiem plastycz-
no$ci Treski {71 i Hubera -Misesa [52], to ‘uwage zwraca prostota obecnych
réwnai. Sa one liniowe wzgledem naprezen i predkosci uogélnionych odksztalcer
i posiadaja t¢ sama postaé dla calej konstrukeji, tzn. nie wymagaja rozpatrywania
réznych obszardw, poniewaZ opieraja sie na ciaglym warunku plastycznodci. Efekty
gigtne I membranowe w réwnaniach (4.6) sa ze soba sprzgzone ze wzgledu na wyste-
powanie wyrazow M:ﬁ i N:B. Jak dotad o tensorach tych wiadomo, %e spelniaé one
musza statyczny warunek plastycznoéci Hubera-Misesa w  szedciowymiarowej
przestrzeni Cg (naprezenia a:ﬁ, z ktoérego wynikaja tensory M,; i N,4, spelnia sta-
tyczny warunek plastycznoéci Hubera-Misesa w plaskim stanie naprezenia):

(4.8) @(M:ﬂ, N,)=0.

W celu jednoznacznego okredlenia tensoréw Mwj i Nw w kazdym punkcie kon-
strukcji lepkoplastycznej, ~poddanej obciaZeniu dynamic,znemu wprowadza sig
nastepujacg hipoteze:

Stan uogdinionego naprezenia M:ﬂ, N :f, odpowiada rozwigzaniu problemu quasi-
statycznego plynigcia konstrukcji sziywno-idealnie plastycznej przy tych samych wa-
runkach brzegowych, ktdre formulujemy dla rzeczywistego procesu dynamicznego.

Motywacja powyzszej hipotezy sprowadza si¢ do nastepujacych dwdch spostrze-
zed. Po pierwsze, stan naprezenia w konstrukcjach scharakteryzowany jest preez
tzw. profil naprezenia. Profil ten jest jednoznacznie okre§lony przez prawidlowo
sformutowane warunki brzegowe. Zatem warunki brzegowe okreslajg dosé dokladnie
profil naprezenia na powierzchni plyniecia $=0; istnieje jednak w dalszym ciagn
dowolno$é w wyborze Mw,,, NaB, gdyz rézne rozklady sit powierzchniowych moga
by¢ w réwnowadze z wypadkowymi naprezeniami. Zauwazmy dalej, ze momenty
i sity w konstrukeji sa na podstawie prawa plyniccia jednoznacznie okreslone przez
mechanizm ‘plynigcia, tzn. pole predkosci przemieszczeﬁ. W wielu badaniach do-
éwié.dczalnych,— np. [92], zwrécono uwage, Ze pole predkodci w przewazajgce] czesci
procesu dynamicznego nie zmienia: sig zbytnio i jest podobne do odpowiedniego
pola dla procesu quasi-statycznego. Wynikajacy z tego ostatniego rozktad sit we-
wagtrznych M,,, N,, bedzie dobra aproksymacja odpowiedniego pola M, Ny
zgodunie z definicia (3.6).
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-

Wykorzystujac liniowe réwnania réwnowagi dla powlok mozna zastapi¢ sktado-
we M,,, Ny, przez pojedynczy wyraz reprezentujacy wektor obciaZzenl zewnetrznych
Pa(x2).

Konstrukcja moze osiagnad stan graniczny dla réznych rozkladéw sit powierz-
chniowych. Przy wyborze najodpowiedniejszepo rozkladu nalezy braé pod uwage

. wegledy prostoty dalszego rozwigzywania réwndn, np. rdwnomiernie rozloZone

‘ci$nienie p (x,)=const. Jednoczeénic rozktad ciéniel powinien byé taki, aby odpo-
wiadajacy mu mechanizm quasi-statycznego plynigeia jak najlepiej przyblizal spo-
dziewane pole predkosci w procesie dynamicznym. W zastosowaniach pdZniejszych
pokazane zostanie, ze oba te zadania moZna ze soba pogodzié.

Ponlewaz w rozwigzaniu statycznym dla powierzchni plynigcia (4.8) efekty

- gietne 1 membranowe sg sprzezone, wzajemne oddzialywanie momentéw i sit

memebranowych w réwnaniach (4.6) fub (4.7) jest zapewnione przez wystgpowanie
tensoréw M:ﬁ i N, Nalezy podkreslié, ze wielkodci te nie musza by¢ dla calego
procesu dynamicznego stale. Na przyklad w przypadku umiarkowanie duzych ugigé
w plytach nastepuje redystrybucja sit i momentéw tak, ze M,, i N}, staja sie funkcjami
parametru procesu. Zagadnienie to omdwione bedzie dokladniej w rozdziale 6
przy okazji rozwiazywania konkretnych problemdéw brzegowych.

5. BADANIE DOKLADNOSCI ZLINFARYZOWANEGO PRAWA PEYNIECIA

W tym rozdziale zbadane zostanie na kilku przyktadach zagadnienie, w jakim
stopniu wyprowadzone rownania (4.6) aproksymuja odpowiednie zwiazki oparte
na stowarzyszonym prawie plyniecia (3.3). Natomiast poréwnanie rozwiazan uzyska-~
nych za pomoca téwnad (4.6) z wynikami doswiadczen przedstawione bedzie
w nastepnych dwoch rozdzialach. Przyklady dotyczyé beda kolejno:

1} quasi-statycznego plyniccia swobodnie podpartej plyty kolowej, obcigZonej
réwnomiernie rozloZonym ci$nieniem;

2) quasi-statycznego plynigcia cylindrycznej powloki bez sily osiowej, obcigzonej
cidnieniem wewnetrznym;

3) quasi-statycznego plyniecia nieskorficzonej powloki cylindrycznej obciaZzonej
plerdcieniem sit; '

4) dynamicznego plynigcia swobodnie podpartej plyty kolowej, obciazonej
prostokatnym impulsem cisnienia.

Rozwazane typy konstrukeji sa jedynymi, dla ktérych stowarzyszone prawo kon-
stytutywne, transformowane do przestrzeni sit nogdinionych, ma stosunkows prosta
postaé. We wszystkich przypadkach rozwigzania otrzymane na podstawie obecnej
teoril okre$lone sa przez proste wyrazenia analityczne. Podobnie we wszystkich
przypadkach rozwiazania uwzgledniajgce nieliniowe zwiazki (3.3) uzyskane zostaly
na drodze numerycznej. Przedstawione przyklady, z wyjatkiem powloki cylindrycznej
obciazonej cisnieniem, stanowia wyniki wlasnych prac autora.

Plyta kolowa. W teorii momentowej dla plyt sily membranowe i odpowiada-
jace im predkodci rozciagnieé sa réwne zeru: N,;=l,=0, Kierunkami giéw-
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nymi jest kierunek promieniowy r i obwodowy ¢. Ze zwiazkdw (4.7) otrzymuje
sig wowcezas

. .- B . . B
(5.1) 21c,.—i—1cg="j4—;(M,.——Mf), 2rcg—|—rc,=E(MumM:),

gdzie My=0, k%, natomiast B=3)/3y/4h. Poniewaz dla plyt kolowych kierunki
naprezef gldwnych wszystkich warstw pokrywaja sig, calkowanie réwnpania (3.3)
w przedziale grubodcei ptyty nie zmienia typu zwigzku. Stowarzyszone prawo ply-
nigcia dla lepkoplastycznej plyty ma zatem postaé

A (1 Mo )(2M M)
K, = - P s

My VM2 M, Mo+ M? g
(5.2) .

Ke=——11— 2My—M,).
Mo\ Y MI_M, M, M (@M= M)

Odpowiednie formuly dla piyty sztywno-idealnie plastycznej przy warunku pla-
stycznodel Hubera-Misesa sa nastepujace:

(53) &K=202M.—My), 1=AQM,—M), M*—M, My} M=

W przypadku swobodnego podparcia 1 obcigZzenia réwnomiernie rozlozonym
cisnieniem no$no$é graniczna plyty wynosi po=6,51 M,/R%. Lepkoplastyczne ply-
nigcie nastapi, jesli cisnienie przekracza warto$¢ p,. Rozwigzanie dla predkosci
ugiecia w przy inne‘aryzowanych réwnaniach (5.1), okreslone w pracy [85], ma postaé

gdzie p=r/R jest bezwymiarowym promieniem plyty. Rozwigzanie numeryczne dla
réwnafi (5.2) podane zostato w pracy [80]; pole predkosci ugiecia dla materialu
idealnie plastycznego (5.3) wyznaczyt réwniez numerycznie EAson [17]. Pordwnanie
tych trzech rozwigzaf przedstawione jest na rys. 10. Réznice w zlinearyzowanym

0 o2 04 0,8 08 10 [

w(p)/wfo)

Rys. 10, Znormalizowane pole predkosci swobodnie podpartej plyty kolowej:

7-material sztywno-plastyczny, 2-material sztywno-lepkoplastyczny i stowarzyszone prawo plynigeia, 3—materiat sztywno-
-lepkoplastyczny i niestowarzyszone prawo plynigcia
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polu predkodei s3 minimalne i z doktadnodceia do gruboéci linii niedostrzegalne dla
zwigzkéw (5.2) 1 (5.3). Oznacza to, ze dodatkowe uwzglednienie wlasnoéci lepkich
materialu ma minimainy wplyw na rozklad naprezen M :ﬁ wezdhuz profilu naprezenia
w plycie. ‘

Powloka cylindryczna. Powtoka cylindryczna bez sily ostowej swobodnie podparta

~ na brzegu I obcigzona réwnomiernym ciénieniem wewngtrznym, badana byta w pra-

o~

cach PaBIANEK [53].

Przytoczymy tutaj najwazniejsze wyniki ilustrujace oba rozwazane prawa phy-
niecia. Jesli za osie gléwne (1, 2) przyjac of z 1 promiesi powloki r, to prawo plyniecia
wyprowadzone na podstawie (3.3) ma nastgpujaca postaé parametryczng:

My 1-4-sing, 2 ] 4y

= . 2 e —
My V3 [ctg gln 1—sing sing 3y

3

Ny
No

(5.5)

14sing ]/3
+—vyct ,
£q

1
=j: . [,
2 ctgqIn 1—sing

. . 3
l,=d2vctgyg, K1=:F2k—2mv,

gdzie N,=2ho,. Prawo plynigcia wyprowadzone z {(4.6) przy zalozeniu K2=0,
N, =0 jest znacznie prostsze:

[ 8hMo .
_— 2‘4 =K N
T ey

. N . .

(5.6) Nz““Nz=-]'/_§'y_(2)vz+A1),
N

Ny{—Nj =_1/'3:}T (24,+4.) .

Pole pr@dkoéci w problemie quasi-statycznego plynigcia powloki opisanej zwigzkami

(5.6) posiada postac

R E ‘
(5.7) w:]TB(p —po)y[Cishxch— Cychxsmx—chxcosx —11,

gdzie p, jest nognofcia graniczng powloki, zalezng od parametru geometrycznego
¢?=2L*[Rh. ’

Rozwigzanie numeryczne dla réwnan (5.5) przy przyjecin ¢=125 pokazuje
rys. 11, Widaé, ze w obu przypadkach znormalizowane pola predkodci réznia sig
nieznacznie.

Nieskonczona powloka eylindryczna. Powtoka ta obcigzona pierscieniem sit 20,
studiowana byla w ramach zlinearyzowanego prawa plynigcia (5.60) w pracach

-
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(86 i 90]. Zakladajac zerowanie sig predkosci ugieeia w i jej pochodne; w' W nieskofi-
czonodci ottzymuje sig nastgpujace wyraZenie na pole predkosci w powloce:

Virve

8N A3

(5.8) vi»(x)— [Q— Qo] e~ **(cos Ax-tsin Ax),

4p— _
gdzie f=2R/A, i{=]/9/32,- a noénoéé graniczna wynosi 0,=1,949 ]/ﬁ/NO .

X
0 x vix)/vio) ——— g
=vyf32
1 .
B Ax
Rys. 11. Porownanie znormalizowanych pol Rys. 12. Pola predkosci dla nieskofczone]
predkodci dla lepkoplastycznej powloki cy- powloki cylindrycznej:
lmdrycznej: I-material sztywno-plastyczny 1 stowarzyszone prawo -
I-stowarzyszone prawo piynigeia, 2-nicstowarzyszone plynigeia, 2-materiat lepkoplastyczny i niestowarzyszone
prawe plynigeia prawo plypigcia

Odpowiednie rozwigzanie dla powtoki lepkoplastycznej, opisanej réwnaniami
(5.5), nie jest znane w literaturze, ale ciekawe jest poréwnanie formuty (5.8) z rozwig-
zaniem SAWCZUKA i HODGE 4 [69], otrzymanym dia fcislego prawa plynigcia powlok
sandwiczowych z materiatu szytwno-idealnie plastycznego (rys. 12). Przebieg znor-
malizowanego profilu predkosei ugigcia jest podobny z tym zastrzezeniem, Ze zasi¢g
uplastyeznienia powloki idealnie plastycznej jest skoriczony, a powloka lepkoplastycz-
na plynie a2z do nieskonczonosci.

Dynamiczne plynigcie plpty kolowej. Przedstawione do tej pory poréwnania sto-
warzyszonych i niestowarzyszonych praw plynigeia dotyczyly przypadkdéw quasi-
statycznego plyniecia. Plynigcie to dla malych ugigc c:harakteryzuge sig stacjonatr-
noécia pola predkosci przemieszczen.

We wszystkich badanych przypadkach odpowiednie pola w problemach sta-
tycznych i dynamicznych tylko nieznacznie réinily sig od siebie i to tlumaczy duza
dokiadnosc rozwigzafn uzyskanych w ramach zlinearyzowanych zwigzkow fizycz-
nych. W problemach dynamicznych pole predkosci w konstrukcji jest na ogot
niestacjonarne i moze ulegaé znacznym zmianom w trakcie trwania procesu. Spraw-
dzenie stosowalnosci liniowej teorii mie¢ bedzie w tym przypadku wicksze znaczenie
praktyczne,

‘Rozwazmy swobodnie podparty plyte kolowa obcigzona réwnomiernie rozlo-
zonym prostokatnym impulsem ciSnienia o intensywnofbci p (1)=10 M,/R? i czasie
trwania 7=10-* s. Plyta w chwili 1=0 jest nieruchoma i plaska. Ruch odbywa sig
w dwdch fazach. W pierwszej kazda czastka jest przyspieszana na skutek deiatania

.
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ciénienia, W drugiej fazie po zdjeciu obciaZenia plyta porusza sig¢ w dalszym ciagu,
ale predkosei maleja w miarg, jak energia kinetyczna ulega zamianie na prace
“plastyczna.

Numeryczne rozwiazanic powyiszeégo problemu brzegowego dla zwigzkdw
konstytutywnych (5.2) .opisane zostalo doldadnie w pracy [81]. Zastosowano tam
niejawne schematy réZnicowe dla pochodnych czasowych i dla kazdego przekroju
- wzgledem czasu rozwigzywano iteracyjnie dwupunktowe zagadnienie brzegowe dla
uktadu nieliniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Ten sam problem brzegowy analizowany byt w ramach przedstawionej tu teorii
w [83]. Rozwigzanie uzyskano w postaci szybkozbieznych szeregéw nieskoriczonych.
Dokiadne omoéwienie techniki rozwigzywania zagadnied dynamicznych w przypadkun
prawa plyniccia (5.2} przedstawione bedzie w nasiepnym rozdziale; w tym miejscu
podane zostang niektore gotowe wyniki zwiazane z dyskusja doktadnoscel réwnan
(4.6).

A My /Mg

) - | -
9 04 a8 12 16 M. [M,

Rys. 13. Trajektorie ﬁmmentéw dla swobodnie podpartej lepkoplastycznej plyty pod dzialaniem
prostokatnego impulsu cisnienia, Wyniki obliczen numerycznych dla modelu sztywno-lepkoplastygz-
: nego i stowarzyszonego prawa plyniecia

Sprawdzenie dokladnodei zaproponowane] hipotezy wygodnie jest prze-
prowadzi¢ na plaszezyinie M,, M, (rys. 13). Ze wzgledu na warunki brzegowe M, =
=M, dla r=01 M,=0 dla r=R profil naprezenia zawiera sie miedzy prostymi OB
I OC. Pokazane liniag gruba petle sa trajektoriami naprezen dla réinych wartodei
promienia # w problemie dynamicznym dla réwnan (5.2). Punkt przecigcia wektora
(M,, My) ze statyczng powierzchnia plyniecia, np. punkt A4, reéprezentuje zmienny
w procesie dewiator s7; [por. réwnanie (3.5)]. Koteczkami lezgcymi na statycznej
powierzchni plastycznodci zaznaczono dla kazdego promienia odpowiednia wartosé

.
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M,, znang z rozwigzania odpowiedniego problemu statycznego dla modelu idealnie
- plastycznego (5.3) [26]. Widag, ze petle sa stosunkowo waskie i redukuja sie do linii
prostych na koricach profilu momentdw. Najwigkszy blad w wyborze wielkofci
z gwiazdkami popelnia si¢ wewngirz obszaru catkowania; warunki symetrii i pod-
parcia powoduja, ze biad ten maleje do zera na obu brzegach plyty r=01ir=R,

v(ot) & p,r ‘
0,3 —
Pa %//‘/
T 13
P
woilh
Pa
02 |-
a2 |- 4
. L
i T +
01 — :
01—
[
2
—1
< t=1 —-—-2
! ! ! E - [N T N S
0 04 08 1,2 a 94 & 12 .
t {10 1sek] t[407 " sek]
Rys. 14, Zmiana ugigcia Srodka plyty w czasie: Rys. 15, Predkosé ugigeia frodka piyty
I-rozwigzanie analityczne dia niestowarzyszonego prawa jako funkeji czasu: :
plynigcia, 2-rozwiazanie numeryczne dfa stowarzyszonego I-—rozwigzanic analityczne dla niestowarzyszonego pra-
prawa piynigeia . wa plynigeia, 2-rozwigzanie numeryczne dla stowa-

rzyszonego prawa plyniecia

Jak pokazuja dalsze poréwnania, blad ten tylko w niewielkim stopniu wplywa
* na wykres predkosci ugieé w trakcie procesu i na koficowe ugiecia plyty. Rysunki 14
i 15 przedstawiaja zmiang ugigeia i predkosel ugigeia érodka plyty w czasie dla
rozwiazania analitycznego 1 numerycznego, Réznice sa prawie niezauwazalne.
Ostateczny kszialt zdeformowanej piyty jest réwniez dla obu przypadkéw podobny
(rys. 16). Powyzsze wyniki potwierdzaja poprawnosé przyjetej hipotezy przy lineary-
zacji réwnan konstytutywnych. Wyjatkowo dobra dektadnos¢ obecnej teorii w zasto-
sowaniu do rozpatrywanego zagadnienia jest znowu wynikiem podobiefistwa pol
predkosci w procesie dynamicznym 1 statycznym.

W problemach brzegowych ze znanym poczatkowym polem predkosdel dewiator
sfj 10zni sie w pierwszej chwili znacznie od sy, ze wzgledu na réznice w aktualnym
i statyeznym polu predkosci. Jest to czeSciowo skompensowane przez fakt, Ze punkt
naprezenia znajduje sig w tym stadium ruchu daleko od statycznej powierzehni ply-
niecia i odstepstwo od wlasnoéci normalnoscei welktora &, nie jest duze (o jest male).

W dalszych stadiach ruchu predkosci maleja w miarg, jak energia kinetyczna
zamieniona jest na prace plastyczng i punkt napreZenia zbliza sig do powierzchni
F=0. Towarzyszy temu czesto «wygladzenie» pola predkosci, ktdére upodobnia sig
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do statycznego pola predkosci. W rezultacie dewiacja od kierunku normalnego do
chwilowej powierzchni plquma jest stosunkowo mata w trakcie calego procesu de-
formacji 1 niestowarzyszone prawo
A wipte)/W(o,t) plyniccia stosowaé réwniez moina
" dla obcigzen «idealnym impulsems.
Wszystkie przedstawione w tym
rozdziale wyniki dla procesdw quasi-
- statycznych i dynamicznych doty-
czyly konstrukeji kelowo-symetrycz-
nych. Pokazano na przykladach, ze
stosowalnoéé zlinearyzowanego pra-
wa plyniecia jest dla takich kon-
strukciji wystarczajagco udokumento-
wana. Brak jest natomiast jakich-
kolwiek danych pordwnawczych
dla konstrukcji® mie speiniajacych
= warunku osiowej symetrii, np. plyt
P prostokatnych [ub otwartych po-
Rys. 16. Profil trwalych ugieé plyty: wlok cylindrycznych.
I-rozwiazanic analityczne dla niestowarzyszonego prawa plyni?cift. Zagadnienie dla swobodnie f)Od-
2-rozwinzanie numeryczne dla stowarzyszonego prawa plynigeia
partej plyty kwadratowej rozwig-
zane zostalo w ramach liniowych zwigzkow fizycznych w [82]; nie znane sa jed-
nak odpowiednie wyniki dla doktadnych réwnan (3.3).

10
0,8
06

0,4
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CZESC DRUGA: ZASTOSOWANIA
6. METODA ROZWIAZYWANIA ZAGADNIEN POCZATKOWO-BRZEGOWYCH

Wyprowadzenie réwnan opisujgcych dynamiczng deformacje konstrukeji lepko-
plastycznych i omdwienie metod catkowania tych réwnafl pokazane bedzie na
przyktadzie zamocowane] plyty kolowej, obcigZonel réwnomiernie roziozonym
impulsem ci$nienia. Rozpatrzone bgda oddzielnie: teoria momentowa, odnoszaca
sig do matych ugigé, oraz téoria momentowo-membranowa, ktdra moze byé stosowana
dla umiarkowanie duzych ugie¢. W tym ostatnim przypadku plyta deformuje sig
podobnie jak malo wyniosta powloka kulista. Wybrane zagadnienie jest wigc repre-
zentatywne dla calej klasy osiowo-symetrycznych konstrukeji.

Sfornmdowanie problermu matemaiycznego dla malych ugied. Qdpowiednie prawo
plynigcia wyprowadzone z (4.6) przy zaloZeniu N,z=1,,=0 dane jest przez wzér
{5.1). Zwigzki geometryczne w teorii momentowej maja postad

1

.

(6.1) o= = = =,

gdzie znakiem «prim» i kropkg oznaczone sq odpowiednic pochodne wzgledem
¢czasu 1 promienia plyty.
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Réwnanie ruchu uwzgledniajace bezwladno$é ruchu poprzecznego ma postaé
©2) P 2M = Mk P =0, |

gdzie P oznacza cisnienie zewngtrzne, a u masg plyty na jednostke pola powierzchni
§rodkowej. Zakladamy, ze kazdy punkt plyty z wyjatkiem r=R otrzymuje poczatko-
wa predkoSci Vo=1/p, gdzie I jest intensywnoscig jednorodnie roziozonego impulsu.
Dalszy ruch plyty odbywa si¢ kosztem nagromadzonej energii kinetycznej bez dzia-
lania wyrazu #P. '

Réwnania (5.1) i (6.2) zapisane zostaly w wielkosciach fizycznych. Dla wygody
wprowadza si¢ nastepujace wielkosci bezwymiarowe:

74 M, M, N, IR?

R’ "My T M, TN, Mot,’

R 1R? 2R t I
= — T=—

= =P“_.;, - ] » tr=—,
pRpMoaMgtiﬁh 1,7 TP,

©.3)

gdzie 1, odpowiada koncowi ruchu wedtug rozwiazania dla plyty idealnie plastyczne;.
Pozostale wiclkosci zdefiniowane zostaly wcezeéniej.
Bezwymiarowa postaé réwnania ruchu jest nastepujgca:

{6.4) pm -2m —my— api =0,

Eliminujac predkosci krzywizn z réwnaf (5.1) 1 (6.1) otrzymujemy w bezwymiarowych
wielkodciach réwnania:

(65) * 4 ( 2. }1.)’) " 4( \ ZWI)
(6. me—m, = | =2 ——, my—my=— | — W — )

" 378 p T BB p
gdzie bezwymiarowa stata lepkosci wynosi 7=1/3pt,. Zgodnie z hipotezg, stan m,
m, znajduje sie w statycznej réwnowadze:

(6.6) P} 20k ~ () —pp* (p)=0

oraz z definicji spetniaé musi warunek plastyczno$ci Hubera-Misesa (5.3). Istnigje
jednak w dalszym ciagu dowolno$é w wyborze rozkladu ciénienia p* (p) uplastycz-
niajgcego plyte. Ze wzgledu na prostote dalszych obliczen przyjmujemy réwnomierge
obciaZenie catej powierzchni plyty. Obciazenie graniczne dla zamocowanych wa-
Tunkdw brzegowych wynosi wéwezas p*=12,5,

Odejmujac stronami réwnania (6.4) i (6.6) otrzymuje sie

(6.7) (=) 42 (=) —(mg—my)' -F-pp* — apiw=0.

Wstawiajac do (6.7) funkcje (6.5) eliminuje si¢ 7z tych réwnad ‘momenty m,, my
i uzyskuje si¢ jedno réwnanie na ugiecie pionowe w {p, 1)

(6.8) Vw-taowFap*=0,

gdzie V?=0%/8p*+-1/p-8/op oznacza operator Laplace’a we wspGlrzédnych cy- .
lindrycznych, przy czym a=378/8. Réwnanie (6.8) jest niejednorodnym réwnaniem

Rozprawy InZynierskie — 11
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rézniczkowym czastkowym typu parabolicznego. Ze wzgledu na czwarty rzad po-
chodnej wzglgdem promienia i drugi rzad pochodnej wzgledem: czasu wymagane sg
cztery- warunki brzegowe i dwa warunki poczatkowe. '

Momenty i predkosci krzywizn sa zwigzane ze soba w sposob jednoznaczny
przez prawo fizyczne (4.6). Stad, w odréznieniu do materiaiéw idealnie plastycznych,
nieciagloéci w polu predkosci ugieé 1 wystgpowanie przegubow plastycznych jest
dla lepkoplastycznych plyt niedopuszezalne. Na zamocowanym brzegu przyjac za-
tem trzeba w=1'=0 i podobnie w ofrodku plyty w'=0. Ze¢ wzglgdu na symetrig
w grodku plyty m.=my.

Réwniez w pomocniczym problemie quasi-statyczaym m, =m,; czyli podobna
ré6wnosé zachodzi dla réinic m,—mj =my—my. Wykorzystujge prawo plyniecia
warunek ten mozna wyrazié bezposrednio przez predkosei ugigeia. Otrzymujemy
ostatecznie ' - :

w'——=0, w=0 dla p=0;
(6.9) P
' w'=0, w=0 dla p=I.

Przyjmujac obcigzenie plyty idealnym impulsem i zaktadajac; Ze plyta w chwili
poczatkowej jest plaska, warunki poczatkowe mozna napisa¢ w postaci

. Tz, jesi 0<p<l,
. = 0= i
(6.10) w(p, 0)=0, w(p,0) {0, i p=1.

Réwnanic (6.8) lacznie z warunkami (6.9) i (6.10) stanowi prawidiowo sformulowany
problem poczatkowo-brzegowy.

Postaé réwnania (6.8) jest formalnie taka sama, jak w przypadku wymuszonych
drgafi cienkich plyt sprezystych z tg réznica, Ze zamiast samych ugigé wystepuja
tutaj predkosei ugies. Korzyéei z takiego sformulowania sa duZe, poniewaz wiele
metod calkowania réwnafi opracowanych dla cial spreZystych przenie$é moina
2 niewielkimi zmianami na przypadek konstrukeji lepkoplastycznych.

Analogia ta jest jednak tylko formalna, poniewaz deformacja ciat lepkoplastycz-
nych zwiazana jest z nicodwracalna dysypacja energii, wykluczajgca wystgpowanie
drgaf, Zjawiska odciazania i propagacji stref sztywnych w_ konstrukcjach sa cha-
rakterystyczne dla rozpatrywanego tutaj modelu ciala. )

Jest rzecza godna podkredlenia, Ze réwnanie (6.8), opisujace ruch plyty, zostato
wyprowadzone bez znajomosci rozktadu momentéw m, (p) i m, (p) wzdtuz promie-
nia plyty. Ta wlasno$é naszej metody jest wazna w zastosowaniach praktycznych,
poniewaz analityczne wyrazenia na rozwigzanie quasi-statyczne dla warunku
plastycznoci Hubera-Misesa nie sg znane w literaturze. Zamiast Mfﬁ w réwnanin
(6.8) pojawia si¢ jeden skalarny wyraz pp™* (p). Przyjcciu réznych rozktaddw obcia-
zen p* (p) odpowiada réZny stopie aproksymacji wielkosci M,;. Decydujac sig
na pewien szczegdlny rozkiad jednostkowego cisnienia p* (p), odpowiedni mnoznik
obciazenia granieznego dobiera sig zgodnie z metodami nosnedci granicznej.
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Rozwiqzanie. W przypadku gdy wyraz wymuszajacy w rownaniu (6.8) jest staly,
wygodna metodg rozwigzania tego réwnania jest metoda funkcji i wartosci wlasnych.
Nie wchodzac w szezegdly rachunkowe podamy od razu wzér na w (p, t) spelniajgey
(6.8), (6.9) i (6.10):

1 RGN ) [1‘- (1+) ]
G106 0= i 2 1T Gasec Y| =e Ol ) el

gdzie funkcje wlasne w, (4,, p) oznaczaja

(6 12) Wa (A;m P) =IO (lﬂ)JO (/‘Lm .0) -Jo (/L:) IDI(lrta [J) .

Parametr n w rozwiazaniu (6.11) wynosi y=aup*/T, a J,i 1, sa odpowiednio funkcja-
mi Bessela i zmodyfikowanymi funkcjami Bessela pierwszego rodzaju (v 0, 1).
Wartodci whasne 4, sg pierwiastkami réwnania przestepnego

(6.13) Lo ) d 1 o) +J0 () 1, (4,)=0.
Wartosci pierwszych paru A, sa nastgpujace:
T A S A A

3,19619 | 6,30635 ‘ 9,43955 I 12,5777 j 15,7165

I T
18,8565 | 21,9972 \ 25,1380 | 28,2790

Poniewaz we wzorze (6.11) wystepuje pod sumg w mxanownfku wyraz 17, szereg ten
jest szybko zbiezny. Dokladny dowdd zbieznoSei rozwizzania poda¢ mozna wy-
korzystujac metodg zaproponowang w pracy: [54]. Wyrazenie na predkodé ugiecia
otrzymaé¢ mozna rozniczkujac wzgledem czasu wyraz po wyrazie (6.11).

Ruch plyty ustanie, kiedy predko$é w danym punkcie osiagnie zero Iub tex
ugigcia osiggng makSJmum Réwnanie (6.11) dopuszeza formalnie wystgpowanie
ujemnych wielkoéci w, ale sytvacja taka jest fizycznie niemozliwa, gdyz sztywna
plastyczna konstrukcja zatrzyma sig i w stanie tym bedzie juz pozostawaé az do
wystapienia nastgpnych zaburzefl zewnetrznych. Nieliniowosd rozwazdnego problenns
thwi zatem w problemie odciqzania. Poniewaz kolejne funkcje wiasne W (A, p)
osiggaja maksima dla réZnych czasow ’c("), piyta nie zatrzyma sig we wszystkich
swoich punktach jednoczesnie. Na plaszczyZnie fazowej (p, ) rozréznié moina
krzywy &= (z;), ktéra rozdziela obszar lepkoplastycznego plyniecia od obszaru
sztywnego, Granicg t¢ okre$la nastepujace réwnanie:

d
(6.14) | pra LA
Krzywa &= é (zs), znaleziona na drodze numerycznej dla wartoéci parametru -
#=100, pokazana jest na rys. 17. Strefa sztywna propaguje sig poczawszy od za-
mocowanego brzegu dla t=0,5 i osiaga §rodek plyty w czasic r—= 0,73. Dla czasow
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poérednich 0,5 <7 <0,73 deformuje si¢ wewngtrzny obszar kotowy 0<p<£&, podezas
gdy zewnetrzny obszar pierécieniowy &< p<1 jest sztywny. Podobne ziawisko pro-
pagacji stref sztywnych w lepkoplastycznym precie uderzajacym w sztywna tarczg
opisane zostalo przez Symonpsa 1 TmNea [76].

10 ; 0
08
=05
o =2
¥ 2
N o
Yol 4 5w
| Ry _| =
62
07 —
N p=10% 7|
i
0 0,5 10 g

p=r/R

Rys, 17, Propagacia sztywnych sirel w proble- Rys. 18, Kancowy profil ugieé zamocowanej
mie impulsowego obcigZzenia plyty plyty:

I-dokladne rozwigzanie analityczne, 2-rozwigzanie
przyblizone (pierwszy wyraz szeregu)

Znajac moment zatrzymania si¢ kazdego punktu plyty obliczyé mozna z (6.11)
koncowe ugiecia. Profil trwalych ugig¢ dla =100 obliczony przy uwzglednieniu
dziesigciu wyrazdw szeregu przédstawiony jest na rys. 18 (linia ciagla). Linia kresko-
wang na tym samym rysunko zaznaczone jest rozwiazanie uwzgledniajace tylko
jeden wyraz szeregu (6.11). Roznica obu rozwigzan jest bardzo mala. Upowaznia
to do' podania prostego rozwigzania przyblizonego.

Moment zerowania si¢ pierwszej wartofci wlasnej w (&, 75")=0 obliczony

z (6.14) wynosi
U A
6.15 =——rIn (1 -i“) .
( . ) fa x?.. A ”
Podstawiajac %0 do pierwszego wyrazu szeregu (6.11) i wykorzystujae wiasnosci
ortogonalnodei funkeji w, (A,; p) otrzymuje sig

I*R

| | 1
©.16) Wip T = g (1P [1“51“ (1 +?)]’

gdzie { =n/Lt. W szezegdlnosci ugiecie Srodka plyty & uzyskuje sig z (6.16), przyjmujac
p=0, 1$=3,196 i p*=12,5:

5 IR [ ( 1)]
(6.17) 7 =0 g (22t ).
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Przypadek szczegdlny materialu sztywno-idealnie plastycznego otrzymuje sig
z (6.15) i (6.17) przez przejscie ze staly lepkodci do nieskoficzonosci, y—oo, co po-
cigga 7a sobg {-»co. W granicy zardwno tijak i wyrazenic w nawiasie kwadratowym
w (6.17) daza do jednosct i w wielkodeiach fizycznych ugiecie Srodka plyty i czas trwa-
nia procesu wWynosza
I?R2 : I
m(6.18) §=0,54 YT tf—p* .
Rozwigzanie to pokrywa sie z wczedniejszym wynikiem WanNca i Hopkmsa [79]
" dla plyty z materialy sztywno-idealnie plastycznego przy warunku plastycznodci
Treski z ta roznica, ze w tym ostatnim wspdlezynnik liczbowy wynosit 0,56.
Odwrotnie, jeéli y— co (stad {—0), co odpowiada materialowi idealnie sztywnemu,
to ugiecie wyliczone z (6.17) wynosi zero. Zmiana wspolczynnika [2{ — 22 In (14-1/0)]
jako funkcja 1/{ przedstawiona jest na rys. 19 linia ciagla. Wykres ten wskazuje na
wzrost wytrzymatoéei plyty przy zmmniejszaniu sie stale) lepkosci materiatu.

40 T i T ]
— 08~ ]
¥ 0300
¥ 1 .
- T2 o150
“Z06|- oo _
=
S
AR — —
o
YT .
oy
i —
. _
ok —
_ L | | |
i} 0,5 10 15 20 25 EY

g

42 =12 Rexon

Rys. 19, Zmniejszenie ugigé frodka plyty spowodowane lepkoscia materiatu

Z. przeprowadzonej dyskusji rozwigzania dla teorii momentowej wynika, e
opisujc ona w prosty sposdb podstawowe efekty plastyczne i lepkie w procesach
dynamicznych. Teoria ta dotyczy malych ugieé, co ogranicza w pewnym stopniu
jej przydatnosd w zastosowaniach praktycznych. Znaczenie jej polega réwniez na tym,
z¢ wyjasniajac rolg lepkodci materiatu w konstrukejach lepkoplastycznych stwarza
punkt wyjécia do badan nad efektami zmian wielkosci geometrycznych w tych
konstrukcjach.,

7. UMIARKOWANIE DUZE UGIECIA

Zalozenia upraszczajgce. Analiza skoriczonych wugieé plyt wymaga zasadniczej
modyfikacji zwiazkow geometrycznych i réwnan réwnowagi oraz stwarza koniccz-
nosé rozpatrywania stanu gigtno-membranowego, Zgednie z dyskusja przeprowadzo-
na w rozdziatach 2 i 4 prayjmuje sie poprawnoéc prawa plyniecia (4.7) réwniez dla
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umiarkowanie duzych ugieé. Pozostale zalozenia upraszczajace typu «statycznegon
i «kinematycznego» sa takie same jak w odpowiednich pracach Duszek [14 i 13]
i Jonesa [29 1 30], dotyezacych konstrukeji idealnie plastycznych. W szczegdlnodci
zaniedbujac sktadowa pozioma wektora przemieszezenia U, Jones postugiwal sig
nastgpujacymi zwiazkami geometrycznymi:

1

{7'1) AI"=W’W’9 10:01 k= "‘H"”: LK = —T W'

oraz réwnaniem réwnowagi dynamicznej:
(7.2) M 2M — My+-Nyw' —rP — purp=0.

Dla ilustracji metody rozwiazemy ten sam przykiad plyty zamocowanej rozwaZanéj
w rozdziale 6. W wielkosciach bezwymiarowych zdefiniowanych za pomoca wzordw
{6.3), rownanie (7.2) mozna napisaé w postaci:

{1.3) rm, +-2m —my+frgw' —apiw =0

przy zalozeniu, Ze w procesie dynamicznym wyraz wymuszajacy jest rowny zeru.
W stosunku do zagadnienia matych ugie¢ réwnanie (7.3) wzbogacone zostato o wy-
raz nieliniowy fr, w'.

Prawo plynigeia (4.7) po wykorzystaniu réwnai geometrycznych (7.1) przyjmie

postac
(2 rr+ .’) 4 * ( 5 I’V ) 4
m,—am H W Syﬁ’ My —Hly = — = 3}’}3
{7.4)
* ot * ) fl
ne—i, =2w'w' =, g™ Mg =W W =

Dalsza réznica w stosunkn do proste] teorii momentowej wystepuje w definicji stanu
M:B, N:,, Zgodnie z hipoteza momenty i sily membranowe muszg réwnowazyc
obcigzenie zewnetrzne p* (wg) w problemie quasi-statycznego plynigeia konstlukcp
przy tych samych warunkach brzegowych:

{1.5) p(m:‘)”-|-2(mr)’ - (me)’+ﬁn9 (w*yY — pp*(wy)=0.

Z teorii nosnoéci granicznej plyt przy umiarkowanie duzych ugigeiach wiadomo,
Ze obciaZenie praniczne jest rosngca funkejg (dla statecznych konfiguracji) parametru
~ procesu. Jako parametr procesu wygodnie jest przyjaé ugigeie érodka plyty wy
[36 i 51]. Zalezno$é p* =p* (w,) dla plyty zamocowanej przy warunku plastycznosci
Hubera-Misesa nie jest znane w literaturze.

- Postuzy§ sie musimy rozwigzaniem pizybliZonym CALLEDINE’A [8] (rys. 20).
Cze$6 tego rozwigzania reprezentowana jest w postaci analitycznej przez parabole

p* 5 (wo)z w, 2
. — = —_ —
@6 =1\ dla 5 <7

pozostala czesé dla w,/2h>2/3 znaleziona zostata na drodze obliczeh numerycznych,
Zaznaczone jest rowniez na rysunku (linia przerywana) rozwigzanie membranowe
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ONATA 1 HAYTHORNTHWAITE'A [51] otrzymane przy uzyciu warunku plastycznosci
Treski, opisanym na elipsie Hubera-Misesa. Rozwigzanie to reprezentowanc jest
linig prosta

&
P Wo
. : —=111—=.
an e 2h
Z rysunku 20 widaé, ze przy wzroscie ugigeia rozwigzapie momentowo-membranowe
dazy do rozwigzania membranowego.

Dobrym przyblizeniem krzywej Calledine’a w catym przedziale ugieé jest linia

p* ]/ Wo \2 o4 — I
(7.8) ;}f— 1%(%) .
We wzorach (7.6) - (7.8) wielkosé pg ozna-
cza noénosé graniczng z teorii momento- -
wej, czyli pp=12,5.

Réwnania réwnowagi (7.5) i (7.3) za-
wieraja wyrazy w’' i (w*)" bedace pochod-
nymi ugiccia odpowiednio w procesie
statycznym 1. dynamicznym. Podobien-
stwo dynamicznego 1 quasi-statycznego
profilu ugiecia stwierdzone zostato w pra-
cy [92] (rys. 21). Linia przerywana jest
rozwiazaniem numeryczaym Easowa [17],

L. " . ! . L, 1) 1,0 20 38
linie ciggie sa koficowymi profilami ugie W, /2h

plyt aluminiowych dla rc’)zt_lych wartofcl  Rys. 20. Zaleznosé obtigzenia od ugiecia dla
impulsu, zmierzonymi do$wiadczalnie [92]. zamocowanej plyty kolowej:

W dalszym CIqu przyjmiemy zalo- 1-rozwiazanic momentowo-membrancwe, 2—rozwiazanie
Zenie upraszczajace, w'=(w*)ﬂ Jest ono membranowe
zgodne z przyjeta hipoteza, poniewaZ aproksymacja momentéw M :ﬂ i sit N, jest
doktadna tylko w przypadku, kiedy statyczne i dynamiczne pola predkosci ugiet
sa podobne. '

Odejmujac stronami (7.2) 1 (7.5) otrzymujemy

(1.9) pGr,—mYy +2(m,—nt?) — (mg—mg) + P (ne—ny) w' +pp*(we) —apw=0.

Podstawiajac do (7.1) funkcje (7.4) dochodzimy do ostatecznej postaci réwnania
opisujacego w przyblizony sposdb ruch plyty w zakresie umiarkowanie duzych ugigé:

2

(7.10) L(w)=V* 1I1+aoul3+ap*(%)+—§ whw'w'' =0,

Réwnanie (7.10) w pordwananiu z (6.8) zawiera dodatkowy nicliniowy wyraz. Warunki

brzegowe 1 poczatkowe takic samé jak w przypadku malych ugieé dane sa przez
6.9 i (6.10).
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Rozwigzanie i dyskusja. Poniewaz rozwiazanie poczatkowo-brzegowe problemu
dla nieliniowego réwnania (7.10) w postaci analitycznej nie wydaje si¢ mozliwe,
poszukiwaé bedziemy przyblizonégo rozwiazania za pomocg metody Galerkina.
Metoda ta stosowana jest szercko w nieliniowej analizie drgan plyt 1 powlok [50].

Rozwiazania poszukuje si¢ w postaci szeregu

{7-11) w(p,1)= Z WD) wulp) 5

gdzie w,(p) tworza zupelny uktad funkcji ortogonalnych, spelniajacych warunki
brzegowe, natomiast w, (7) sa zmiennymi w czasie amplitudami. Dla plyty zamoco-
wanej warunki brzegowe sa spelnione, jesli przyjaé

(7.12) w=01—pY*2, n=0,1,2,...

Nieznane funkcje w, (7) okredla si¢ z uktadu réwnan
1
(7.13) fL(w,,)y/i(p)pdpzo, i=0,1,2,..,1.
] .

W rozwigzaniu dla malych ugigé pierwszy wyraz szeregu dawal doktadng aproksy-
macj¢ znormalizowanego profilu ugiccia (rys. 18). Z kolei w dodwiadczeniach dia
umiarkowanie duzych ugieé (rys. 21), profil ugiecia zmienial si¢ nieznacznie z wielko-
$cig impulsu. Uwzgledniajac tylko jeden wyraz w szeregu (7.11) i dokonujac cal-
kowania (7.13), otrzymuje si¢ nastepujace nielinjowe réwnanie rézniczkowe zwy-
czajne, opisijace ruch érodka plyty:

“ AN ; . 10
(7.14) ' Wo+ (—a—a—) (A+5, f2wd) 5-1;0'—1——6;}7*(”)0):0 »

gdzie A1=3,2 a §,=1/375. W granicznym przypadku malych ugieé p™ (wg) jest
stale, wyraz S, fwZ moze byé pominiety i rozwiazaniem réwnania (7.14) jest wyra-
zenie (0.17). Jedyna rdznica wystgpuje w warto$ci wlasnej, kidra w dokladnym
rozwigzaniu wynosi A;=3,196. Powyisze przejicie graniczne $wiadezy, z jednej
strony, o dokladno$ci metody przyblizonej GALERKINA (7.13), z drugiej strony,
pozwala na doktadne sprecyzowanie warunkdw poczatkowych. Wyznaczenie stalych
catkowania w réwnaniu (7.14) wymaga znajomosci predkosci poczatkowej frodka
plyty wo (0); samo ugiecie dla t=0 wynosi zero, w, (0)=0, Rozwigzanic przyblizone
Z jednym stopniem swobody (pierwszy wyraz szeregu) nie spelnia warunkéw po-
czatkowych (6.10) uwzgledniajacych réwnomierny rozktad predkosci w(p, 0)=
=Tja.

Energia przy prostokatnym rozkladzie predkosei ujeta jest przez poszczegilne
wyrazy szeregn (6.11) w plerwszym stadium ruchu, odpowiadajacym malym ugie-
ciom. PoniewaZ pierwsze wyrazy szeregdw (6.11) 1 (7.14) sa identyczne, racjonalnym
wyborem brakujacego warunku poczatkowego dia réwnania (7.14) jest przyjecie
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rozktadu predkosei w (p, 0) dla pierwszegd wyrazu (6.11). Rézniczkuigc czas wzgle-
dem (6.11) i podstawiajac =0 i p=0 otrzymujemy

7.15 vo(0 » I
( ' ) wO( )"— 64 « '

Rzeczywisty rozklad predkosei poczatkowej i jego aproksymacija (7.15) pokazane
sa na rys. 22, Dla porownania pokazano linig przerywang profil predkodci otrzy-
many przy zaloZeniu, ze cala poczatkowa energia kinetyczna okre§lona jest pier-
wszym wyrazem. Kryteriam to prowadzi do znacznego zawyzenia wartosci wg (0),
a co za tym idzie koficowych ugie¢ plyty. W rzeczywistoéci czedc energii objgta jest

40 1 | T : viplh
N ALGOBT-T6 )
! \\ 2,22V,
AR
N
o . Zodvg [
£ i\
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\
¥
\\\ o
—— ] ) \\
— 2 \\
| 1 1 1
0 a2 a4 a6 08 10 -
(& 0 «
Rys. 21, Profile trwalych ugie¢ dla zamoco- Rys. 22. Roézne metody aproksymacii po-
wanej plyty: czatkowego pola predkosei

1-krzywe dodwiadezalne (Wierzbicki, Florence},
2-rozwigzaniec Easona

dalszymi wyrazami szeregu; ulega ona szybko dysypacji zwigzane] ze zmiang postact
pola predkosci nie wplywajac na wielkos¢ koricowych ugieé konstrukeji. W przy-
padku kiedy nie znane jest rozwiazanie analityczne, pole poczatkowej predkosci
wyznaczyé moznd wedhug metody zaproponowanej przez SYMONDSA 1 MARTINA
[100]

1 1

(7.16) [ (o 0w (D) pdp=ra ©) [ w?p)pdp.

Udowodniaono, ze dla materialdéw idealnie plastycznych obliczona ze wzoru (7.16)
poczatkowa predkos¢é minimalizuje réinice miedzy rzeczywistym rozwigzaniem.
i rozwigzaniem wykorzystujacym rozdzielenie zmiennych. Metoda ta daje dobre
wyniki réwniez dla konstrukeji lepkoplastycznych, o czym $wiadczy poréwnanie
warunkow poczatkowych uzyskanych z (7.15) (linia ciggha) i (7.16) (linia kropkowa-~
na; rys. 22.).

Wroémy obecnie do réwnania (7.14), Wyraz p* (w,), zgodnie z rozwigzaniem
CALLEDINE’A (7.6), wyraza sig przez w, w formie

(7.17) P*(W0)=P§(1+Sz :82“"’3 »
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gdzie §,=1/38,4. Przyjmujac S5;=5,=5 i dokonujac zmiany zmiennych wo=
=W, dwof/dw podaé mozna rozwiazanie réwnania (7.14) w kwadraturach:
' ae . [ao\? 10p; ( 1{)p§cx) ( wﬁ)
- —_ - _— = — 2_ -
(7.18) P (#) 6ol In {wo+ o - Wot-sf 3 +C.
-Stala C okre§la warunek poczatkowy (7.15). -
Wielkosé trwatych ugieé Srodka plyty & otrzymamy przyjmujac w (7.18) Wo=0:

0 Sﬁz(é 2

- . 3 . 1
(7.19) =13 F) =o,5a§ YA [ZC—ZCIn(l—I—_?)].

Zaniedbujac wplyw zmian geometrycznych S=0 otrzymuje sic z (7.19) rozwiazanie
dla matych ugieé (6.17). Porownujac oba rozwiazania widaé, ze wyrazy opisujace
wplyw predkosei odksztalcenia sa w teorii momentowej 1 momentowo-membrano-
wej .identyczne. Podobnie proste wyrazenia analityczne na trwale ugiecia plyty
otrzymaé mozna w przypadku granicznym y~ co dla funkcji pg (,) okreslonej wzo-
rami {7.7) i (7.8}, [92].

07 T [ 1 f I
) 17
06 — // -
7’
’
7
P
05 // i
e
7/
64— ’ // m
'C?: //
= s

2 01 a2 83 24 05 08 07

'R
U,ﬁﬁm

Rys. 23.}_ Porownanie teorii i dodwiadczenia w problemie impulsowego obciaZenia plyty:

J-teoria mom'é'ntowa, material sziywno-idealnie plastyezny, 2—teoria momentowe-membranowa, material sztywno-ideainie
plastyczny, 3-teoria momentowo-membranciwa, material sztywno-lepkoplastyczny

Poréwnanie przewidywan naszej teorii z wynikami dodwiadczel omawianych
w rozdziale 2 [92] przedstawione jest na rys. 23. Gorna ciagla linia otrzymana zostala
z (7.19) przez przyjecie y— oco. Przebiega ona dosé blisko punktéw doswiadczalnych,
dla aluminium, ale dia duzych wartodei impulsu teoria daje wartodci zaniZone.
Przyczyna tego sg m.in. realizowane eksperymentalnie warunki brzegowe. Zamocowa-
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nie nie pozwalalo na obrét umozliwiajac jednak plynigeie wkierunku promieniowym,
podczas gdy w teorii przyjgto upraszezajace zalozenie U=0.

Wptyw lepkoécei materiatu opisany jest przez funkcje f(0) (rys. 19). Poréwnanie
rozwiazania (7.19) z punktami doéwiadczalnymi dla migkkiej stali polegato na zna-
lezienin wartoéci statej lepkosci potrzebnej do uzyskania pelnej korelacji. Dla kazdej
wartodci impulsu obliczony zostal na podstawie pomiaréw stosunek ugigé plyty sta-
lowej i aluminiowej; zawieral sig on pomigdzy 0,6 i 0,72, Przyréwnanie tego stosunku
ngieé z funkcja £ () dla kolejnych impulséw pozwalalo na znalezienie odpowiadajg-
cej wartodci £, a stad, zgodnie z definicja, £ =3}/§p: yuR%{ThA}, obliczona byla war-
t056 y. Na rys. 19 kdleczkami zaznaczone sa znalezione ta droga wartodcei p, odpo-
wiadajace poszczegSlnym wartodciom impulsu, Stata lepkosci waha si¢ w granicach
od 100 do 370 s~1. Wybierajac posrednia warto$é y=350 s ! otrzymano na podstawie
rozwigzania (7.19) krzywa aproksymujaca wykres punktéw doéwiadczalnych dla
stali (dolna ciagla linia na rys. 23). Brak zgodnoéci dla intensywnych impulséw wy-
wolany jest wspomnianym efekiem plynigeia plyty w kierunku promieniowym na
zamocowanym brzegu.

Powyisza analiza wykazala, Zze model materiatu z liniowa lepkodcia opisuje
w plerwszym przyblizeniu wplyw predkodei odksztalcenia na trwale deformacie
konstrukcji. Dokladniejsze wyniki uzyskaé mozna jedynie w ramach bardziej rea-
listycznego modelu z mnieliniowa lepkoscia. '

Jako szczegdlny przypadek naszej teorii otrzymuje si¢ zadowalajace rozwiazania
dla konstrukcji sztywno-idealnie plastycznych w zakresie umiarkowanie duzych
ugieé. Zwigkszenie doktadnodci rozwiazania jest mozliwe rowniez przez dodatkowe
uwzglednienie skladowej poziomej wektora przemieszezenia U oraz  przyjecie
§cistej funkcji p* (we) dla warunku plastycznosci Hubera-Misesa. Poprawki takie
nie przedstawiaja specjalnych trudnosci, ale wowcezas odpowiednio zmodyfikowane
réwnania rézniczkowe zwyczajne opisujace ruch §rodka plyty nalezaloby catkowad
metodami numerycznymni.

8. OMOWIENIE POZOSTALYCH ROZWIAZAN

W poprzednich dwoch rozdziatach omdwiono dokladnie metode rozwiazywania
zagadnied poczatkowo-brzegowych w ramach zlinearyzowanego prawa plyniecia
dla lepkoplastycznych konstrukcji. Analizujac przyklad zamocowanej plyty kolowej
zwrécono uwage na wady i zalety obecnej teorii i przeprowadzono jej weryfikacje
do$wiadczalna. Przedstawiony przyklad nie wyczerpuje wszystkich uzyskanych
do tej pory rozwigzaf. Omdéwimy z kolei pozostale rozwigzania szezegotowe:

1) uderzenie pocisku w $rodek zamocowanej plyty kotowe;,

2) impulsowe obcigzenie swobodnie podpartej plyty kolowej oraz

3} impulsowe obciazenie swobodne podpartej powloki cylindryczne;.

Pierwsze dwa problemy rozwigzane zostaly przez autora w przypadku malych
[33 i 83} i umiarkowanie duzych ugigé [91 1 87]. Trzeci problem rozwazala w pracy
‘doktorskiej PABIANEK [54] ograniczajac si¢ do malych ugigc.



704 TOMASZ WIERZBICKI

Zagadnienie uderzenia. Zagadnienic uderzenia jest interesujace zaréwno z punktu

widzenia poznawczego jak i zastosowan praktycznych. Prowadzi ono do ciekawego
zagadnienia matematycznego, ktére udalo sie rozwiazaé w postaci analitycznej.
Warto nadmienié, Ze nieznane jest w literaturze rozwigzanie analogicznego problemu
brzegowego ani w teoril plastycznodci, ani w teoril sprezystoéci. Diatego przesta-
.wione beda dokladnie poszezegdlne etapy rozwigzania i zwrdcona zostanie uwaga
na precyzje matematyczna. Najpierw rozwazony bedzie przypadek malych ugicé;
uogdlnienje na umiarkowanie duze ugiccia bedzie miato charakter przyblizony.
Rozwazmy zamocowana plyte kolows 1 zaldzmy, ze w chwili 1=0 w érodek plyty
uderza masa M poruszajaca sie z predkoscia V. Zakiadamy ponadto, Ze masa jest
idealnie sztywna i promien jej jest zaniedbywalny w stosunku do promienia plyty R.
‘W chwili uderzenia masa ulega zahamowaniu i wynikajace stad op&znienie powoduje
powstanie punktowej sily tnacej T, dzialajacej w érodku plyty. Historia zmiany sily
T'(t) w czasie jest nie znana funkcja i must byé poszukiwana jako czeé rozwigzania.
Stanowi to podstawowa trudno$é matematyczna w obecnym zadaniu.

Warunki brzegowe maja postaé

w=0, w=0 dla r=R,
@.1)

limw < co, lim2arT=[Mwl.—o,

r—>0 r—=0
a waranki poczatkowe
wip,0)=0 dla rz0,

(8.2) _
wip, 0=V dla r=0.

Wystepuje tu nieciggloéé w poczatkowym polu predkoéei w punkcie r=0. Podobna
nieciaglo$é wystepowala w przypadku obciazenia impulsowego na zamocowanym
koficu plyty. Jako stowarzyszony problem quasi-statyczny wybieramy zagadnienie
sity punktowej dzialajacej w punkcie r=0. Dla warunku plastycznodci Hubera-
-Misesa graniczna warto$é tej sily wynosi 7™ =4nM,/)/3.

Wykorzystijae rdwnanie rownowagi momentéw

(8.3) (rM) — My=rT

oraz prawo plynigeia mozna wyrazié ostatni warunek brzegowy (8.1) catkowicie
w predkosciach:

) 2M, 7M., "
8.4 lim 2ar —— B dr ( 215y = [ l/§ —‘Mw]rzo.

r—>0

PoniewaZ problem dia malych ugieé wygodniej jest rozwiazywaé w samych predko-
$ciach, wprowadZmy nowe wielkodci bezwymiarowe
W ¥ 3BR*u M

R PSR YT o, 0 P

(8.5) o=
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gdzie B:3l/ 3p/4h oraz parametr § jest stosunkiem masy pocisku do masy plyty.
Dia problemu z sita punktowa réwnanie ruchu nie zawiera wyrazu niejednorodnego.
Qdpowiednikiem (6.8) jest w tym przypadku réwnanie :

{8.6) - V4otoan=0.

Warunek brzegowy (8.4) we wspdlrzednych bezwymiarowych posiada postaé
d -
(8.7) lim 2mp (V?0)=[—27)/3—afvl,=o-
p0 4

Rozwiazanie (8.6), spetniajace warunki (8.7), (8.1) i (8.2), moZe byé wyrazone przez
funkcje _
En

83 o(p, )= > AwpaPe * L),

n=1
gdzie w, (p) jest rozwigzaniem nastgpujacego réwnania rézniczkowego zwyczajnego:
(8.9) Vi, - Ay =0,
przy warunkach brzegowych
d .
(=0, EV/,:(P) p=1:0: limy, < oo,

PO

(8.10) ;
P
lim 27p P (V2y,) =Bt wi (0},

p—>0
oraz gdzie f, (p) spelnia réwnanie
(8.11) " V4o =0

1 warunki

d . d _
12 f(1)=0, [@;fo(p)]m:o,- limfy<oo, limdmp o-(V2fo)=27)3.

p—+0 p—=0
Rozwigzaniem réwnania (8.9) jest funkcja
(8' 13) Wa (p):Jﬂ (;{‘u! p)+ Cl YO (/‘{”, p)+ CZ IO (l", p)+CS KO (im P) »

edzie Jo, Iy, Yo | K, oznaczaja funkcje Besscla pierwszego i drugiego rodzaju.
Roéwnanie okreélajace wartosci whasne 2, otrzymuje si¢ z warunkéw (8.10}

2p 2
8 {[ YO (;{'rt) +; KD ("{n)]x

(8 14) JOJ(/In) Il (A-u) +J4 (lrr) IO(’L:) -

i ) .
x 1 ()1 (Aa)] - lY O a1 (/1,.)] [Yo (4 — 1o (,1,,)}} =0,
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przy czym funkcje wlasne po wyliczenin stalych sa nastepujace:

2
n

1 A E 2
(8.15) Wn (P) "2” o (s 2341 (A, )] — 8 [YO (A 2 "Jf-_,;c_ Ko (Ans P)] -

N _%{Jﬂ (A P)— 1o (2, P15
gdzie
A B 2
(816) Jo (A)+1o () — T [Yo (4 +? K, (/l,,)]
| e Jo (A)— 1o (As)

* Przy zmianie parametru f od zera do nieskoriczonosci wartosci wlasne maleja od
pierwiastkéw réwnania

(8'17) . JO (’Li)Il (’I{n) _JI (/ln) IO (An)=05
ktore sa stablicowane, do odpowiednich pierwiastkdéw réwnania
2
(8.18) [Yo () -+ Ko (2,,)] [y ()21 (Z)1 =
_ ) |
ol B (An) +;' Kl (/lu) [JO (Arl) _IO (}*u)] =0.
Pierwsza wartoéé wlasna wynosi 4;=0. Zbadanie zachowania si¢ pierwszego
pierwiastka przy f— oo jest wazne dla dalszej analizy. Rozkladajac réwnanie (8.18)

w szereg potegowy wzgledem A, i pomijajac wyrazy w potedze wyzszej niz 5 otrzy-
mujemy

JEE LY
(8.19) /11——9%—*?15;=0,
skad
(8.20) | I 16”’(1%—1)
. = o)

Rozwinigeig asymptotyczne (8.20) wskazuje na bardzo wolng zmiang pierwszej
wartoscl wlasnej jako funkcji parametru §. Na przyklad dla =0, 1,=3,2 oraz gdy
B=800 odpowiada A,=0,5. Asymptotyczne rozwiniccie dla wyzszych wartosci
wlasnych (n=2, 3) ma postaé '

(o)
( - ) tg (] _é-w - Aiﬁ £l
co wskazuje, Ze warto§ci pierwiastkow zmieniajg sie w granicach

T
(8.22) nn =5 < Ag < nm,
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Wykres pierwszych szesciu wartodei whasnych w zaleznodei od parametru § pokazany

jest na rys. 24,
Pozostaja jeszcze do wyznaczenia z warunkow poczatkowych wspolezynniki A

w rozwigzaniu (8.8). Funkcje wlasne w, (p) nie sa ortogonalne w zwyklym sensie,
ale moga byé uwazane jako ortogonalne z waga p [} 54 (p)], gdzie & (p) Jest funkcja
Diraca:

(8.23) 3(p)=0 dla p#0, znfa(p)pdp=1.
e .
Zdefiniujmy obecnie iloczyn skalarny

@29 = [pO+BEIVD Ve, vl =V W v -

-

Kolejne warfosci wiasne w problemie uderzenia
N :
N=
(=]

o
{Eereo.

0 65 4,0 15 p

Rys. 24. ZaleZznosé wartodcei wlasnych od stosunku mas pocisku 1 plyty

OmIJanc szczegdly obhczen z warunku (8.2) otrzymuje sie nastepujace wyrazenia

na A,:

(825) . t}’Irtl (f‘Os Wrr) ﬁVO WN{O)
gdzie
- L ) 2 1/3 ( M
2 —_
629 - WP Gew=Se |- )

Podstawiajac powyisze wyrazenia do (8.8) dochodzi do ogélnej postaci rozwigzania
rozwazanego problemu

(8.27) o(p, )=V wn(p){

A4

Adt ¢
“‘% (fﬁs Wrr) - ; }
Wl © Thar et
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Pokazemy obecnie, e szereg (8.27) jest szybko zbiezny dla f>1. W tym celu oblicz-
my wspélezynniki rozktadu dla duzych . Znajdujac z (8.15) y, (0),

b

2J, 0(;‘1:) I, O(;i'n) [ KO(/L:) J, 0 ()Ln) +IO (A'n) ¥ o (ln)]

JO (ﬁ'n) - IO(A‘.*J) . !

(BB W)=

i podstawiajae do (8.26) otrzyrhujemy dla duzych n -

i 647: (.fO» er) _ 4 l/—?;

(®.29) T R A A Y

Funkeja f, (p), znaleziona z rozwiagzania (8.11) i (8.12), wynosi

,/'3*

(8300 fo(P) [1—p*(1-2inp)].

‘Opisuje ona predkoéci ugieé w problemie statycznym pod dziataniem sity punktowej.
Rysunek 25 wskazuje na podobiefistwo pierwszej funkeji wlasnej y, (44, p), obliczo-
o nej przy rdznych wartodciach f, do
’ ' funkeji f, (p). Wynika stad, #ze dobre
przyblizenie rozwigzania (8.27) otrzy-
=0 ' muje sie uwzgledniajac tylko jeden wy-
A=01 raz w szeregu 1 zastepujac y,(ly, p)
=10 przez fo (p):

65 |— Y e

5 N @31 oo, H=Afoe © ~folp).

Wielkoéé stale] 4 dobiera sig w odpo-
wiedni sposéb z warunkdéw poczatko-
wych. Zatézmy, ze w chwili poczatko-
wej czedé energii kinetycznej pociskn
przekazana jest plycie, co znajduje
P . o g
Rys. 25, Wykres pierwszej funkeji wlasnej odbicie w p.ostaCI rozkladu pr@dkos‘?l
w1 ey p) dla kilku wartosci parametra g POcZatkowej Vo fo(p)/fo(0); mastepuje
I-znormalizowany profil ugieé w problemie quasi-statycznym WiQC nagla zmiana pl‘Oﬁhl prqdk()éd'
Zmiana taka jest dopuszczalna w ra-
mach rozwazanego modelu ciata sztywno-lepkoplastycznego, poniewaz predkosc
propagacii fal jest nieskoficzona i zaburzenie przylozone do $rodka plyty prze-
nosi si¢ natychmiast do dowolnego punktu plyty. Wartos¢ Vo<V znajdujemy
z réwnania zachowania energii

0 a5 10

Jolp)

(8.32) ~—(V2 Vz) 2nR2uf{ } pdp,
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skad otrzymujemy

Vv 1/3'

{8.33) V0=--—4 oraz A=V,

1+Wﬁ

Moment zatrzymania sig plyty, obliczony z warunku (6.17), wynosi

o ]/3/ 8

{8.34) tp=——zIln—m=—,
( AT vV

a odpowiadajace mu trwale ugiccie srodka plyty

(3.35) LA [2 1 (1+ 1)]
{8, —24In —I{.,
V3Myit L 4 (T 7/

104

~_ V3rB ]/ 4
,rp——é—V— 1+hﬂ)f'

Prosty interpretacic wzoru (8 35) otrzymuje sig mnozac oble strony przez ob(:}qzeme
graniczne T* =4nM,/)/3:

gdzie

8.36 dnty o _ Mo 1 1 MW[Z 221._(1+1)]_

108

Lewa strona (8. 36) jest dysypaqac energil w eszwalentnym procesie quasi-statycz-
nym. Prawa strona przedstawia energie kinetyczna pocisku zmniejszona o czynnik
zalezny od # 1 f. Wyraz «epkodciowyy jest taki sam, jak w rozwigzaniu dla impulso-
wego obciaZenia plyty, i zostal przedyskutowany w rozdziale 6. Wyraz zalezny od
jest funkcjg masy pocisku M oraz bezwladnosci plyty g Przypadek f— co odpowiada
niewazkiej plycie (1==0) i tatwo wykaza¢ postugujac si¢ wzorem (8.20), Ze wyraz
ten dagzy do jednosci, Energia kinetyczna pocisku rozprasza sie (dla #—oo) calko-
wicie na prace plastyczna. Dla skoficzonych wartoci f wyraz opisujacy bez-
wiadnoéé plyty i pocisku nieznacznie przekracza jedno$é. Jest to wynikiem
przyblizonego zalozenia odnoénie poczatkowego przekazywania energii (8.32).

Wykres zaleznosci bezwymiarowego ugiecia $rodka plyty 8/R od poczatkowej
predkosci ¥ dla réznych wielkosci stalych lepkosci y 1 stosunku mas f§ pokazany jest
na rys. 26 1 27.

Powyzsze rozwiazanie otrzymane zostalo we wspdlnej pracy autora z J. M.
KeLoy'm [33]. Weryfikacja cksperymentalna rozwiazania teoretycznego (8.36)
przedstawiona jest w pracy [34]. Plyty z miekkiej stali C1012 o wymiarach Rx2h=
=43 1/4 zamocowane na obwodzie poddawane byly uderzeniu stalowych pociskow
cylindrycznych o masie 10 g i 31 g i érednicy 0,454. Predkos¢ pociskéw wahata sig

Rozprawy Inzynierskie — 12
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w granicach od 500 do 1500 ft/s. W doswiadczeniach mierzono jedynie trwate ugig-~
cia frodka zamocowanych plyt.

Poniewaz stosunek promienia pocisku do promienia plyty byt w doswiadczeniach:
skoficzony oraz uzyte pociski byly lekkie w poréwnaniu z masa plyty (8 male),
przeto niektdre zatozenia naszej uproszczonej teorii nie byly spelnione i rozwigzanie:
teoretyczne zostalo w pracy [34] nieznacznie zmodyfikowane. Zmiany polegaly na:

1} przyjeciu skoniczonej powierzchni dziatania sity pod pociskiem po;

2) przyjeciu réwnomiernego rozkladu ciénienia pod pociskiem; wynika stad
inna warto§¢ catkowitej sily uplastyczniajacej oraz

3) przyjeciu poczatkowego rozkladu predkoéei na podstawie pierwszego wyrazu
rozwiniecia (8.27) zamiast warunku (8.32).

12 p=1 / "

|- 1000
8 / /
< / / 200
= ) ogd / 100
7
10
.4 /
e ¥= 0
8 o1 02 03 04 o5

V- [1073 Ft fsek ]

Rys. 26. Zalezno$é bezwymiarowego ugiecia $rodka plyty od predkoscei potisku dla kilku wartoser
lepkosci materiahe '

=200
16 g - / <2

12

AN
AN

Va4
4 // ' a5
/ // . )
/%// A=0
a 0 0z 0.3 04 ne

Rys. 27. Zaleznoé¢ vgietia srodka plyty od predkosci pocisku dla wybranych wartossl stosunku
mas j

Przy powyiszych zalozeniach otrzymano zadowalajaca zgodnoés teorii i doswiad-
czenia (rys. 28). Dwie krzywe teoretyczne na powyzszym rysunku odpowiadajg dwu
_réznym warto$ciom obciazenia granicznego Py, poniewaz istnieje niepewnoéé co do
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wyboru wartoSci no$noéci granicznej plyty poddanej dziataniu cisnienia na czesci
powierzchni. Maksymalne ugigcia nzyskane w do$wiadczeniach byly rzedu grubosdci
plyty i to thimaczy zadowalajaca korelacje wynikéw zilustrowanych na rys, 28,

M4 /
_ /
200 ' s
1/ 4
ox — punkly doswiadczaine Al
/
’7 e
150 X
i
/ 7 x
. S
fro
Ay ©
100 f‘/ ‘
/
i ?
7
v ‘
4
. X E
50 it
)4
P
-~
100 200 300 - Vﬁ#
B+ HAz/i08

Rys. 28. Porownanie teorii i do$wiadczenia w problemie uderzema pocisku w plyte:
I-krzywa teoretyczna dla p = 400, P, = 2300 kG, 2krzywa temetyczua dla y = 400, P, = 3000 kG

Uogdlnienie rozwiqzania przyblizonego. Rozwazymy vogdlnienic rozwigzania
dla duzych £ (8.36) na przypadek umiarkowanie duzych przemieszczen. Pomiiajac
w (8.36) wyraz zalezny od £ mamy

1 1
(8.37) Po b=y MV [2?7—21]2111(14-;)],

gdzie Py oznacza obciazenie graniczne. W teorii umiarkowanie duzych ugiéé no$nosé
graniczna zalezy od przemleszczema §rodka plyty P, (w,) 1 przez analogic do (8.37)
otrzymujemy

5 1 1
(8.38) 6[ P (wp) dwy =3 My? [2?1""2772 In (1 + ";7”)] .

Podobnie jak w poprzednim przypadku lewa strona (8.38) prz;:dstawia dysypacje
energii w odpowiadajgcym procesie” quasi-statycznym. Przyjmujac za ONATEM
i HavTHORNTHEWAITEM [51] dla sily punktowej

(8.39) | P(wo) P [1—1—5{(;:) ]
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o

dochodzimy do wzoru

N A Ca R e
(8.40) Pol b\ ) = MY (=2t n L

opisujaceégo w przyblizony sposob laczny wplyw lepkosci materiatu i zmian wielkosci
. geometrycznych na trwale ugigeia plyty zamocowanej w problemie uderzenia.
Thustracja rozwigzania (8.40) jest rys. 29 sporzadzony dla wybranych wartodci para-
metréw procesu R/h=20, a=045, f=1 oraz stalych materialowych, opisujgcych
miekkg stal CR 1018.

’ l 7]
/
R/h=20 Jy=o=
—— =045 ¥
=1 /
4 // |~ ==

8/h

—— 100
AN e

/

;L / 1000
A |
j/ 7 | 200)

/

.—-—-—'—'—:—-—

a 0,2 04
Fisekx 1073

Rys. 29. Wplyw nieliniowosti geometrycznej na trwale ugigeie $rodka plyty w problemie uderzenia:

I-rozwigzanic momentowe, 2-rozwiazanie momentowo-membranowe

Plyta swobodnie podparta obciqzona idealnym impulsem cisnienia. Metoda roz-
wigzania jest analogiczna do przypadku plyty zamocowanej. Zamiast warunku brze-
gowego w' =0 przyjaé trzeba zerowanie si¢ momentu promieniowego m,=0 dla
r=R. Powoduje to zmiane wartosci i funkeji wlasnych oraz statycznego cisnienia
uplastyczniajacego, kidre w przypadku warunku plastycznosci Hubera-Misesa
wynosi p*=6,51. Przyblizone rozwigzanie w teorii momentowej ma postac

2

T 1
(8.41) 520,96 gmar [2(;&25 ln(l -+ ?)]

gdzie £ =3p* u/2)1T. W granicznym przypadku y— oo rozwiazanie (3.41) pokrywa sig
z doktadnoécia 3% z odpowiednim wynikiem Wanga dla materiatu idealnie plastycz-
nego [78]. S .

Profile korficowych trwatych ugieé dla obu rozwiazan poréwnane sg na rys. 30.
Kétkami oznaczono punkty dodwiadczalne zaczerpnigte z pracy FLORENCE'A 18]
Omawiana teoria nie dopuszcza do powstania nieciagloéci w pochodnej pola prze-
mieszezenn w §rodku plyty i dlatego daje lepsza zgodno$¢ z dodwiadczeniem. Szcze-
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gélowe rozwigzania dla mafych i umiarkowanie duzych ugigé podane sa odpowiednio
w pracach [83 i 87]. W tym ostatnim przypadku przeprowadzono poréwnanie z cy-
towanymi do§wiadczeniami FLORENCE'A [18]. Poniewai uzyta w tych do$wiadcze-
niach stal CR 1018 charakteryzuje si¢ mala wrailiwodcia na predkosé odksztalce-
nia (y jest duze), przeto réznice pomiedzy ugigciami wynikajacymi z teorii momento-
wej Wanga (linia przerywana) i warto$ciami zmierzonymi thumaczyé nalezy gldwnie
zmianami wielkosci geometrycznych problemu.

- Rlmm]
p=3
| Wipr)/w(o) , AN
10
t;:ﬂ]
48 - ——
06
=20
G4 //3’%0(
42 | f/
0 10 /R’ s T
/ I[mm]
Rys. 30. Profile kentowych ugieé plvty kotowei Rys. 31, Poréwnanie obecnej teorii i do-
ptzy obcigzeniu impulsowym: dwiadczenn (Wierzbicki, Andrzejewski)
1-rozwigzanie dla materiztu idealnie plastycznego, 2-obecne w problemie impulsowego obciazenia po-
rozwigzanie analityczae, 3-punkty doswiadezalne dla 1=0,436 wloki cylindrycznej

(Fiorence)

Dla plyty swobodnie podpartej uzyskano réwniez rozwigzanie przy obcigzeniu
prostokatnym impulsem cifnienia. Problem ten oméwiony zostal w rozdziale 5
przy okazji dyskusji doktadnodct teoril.

Powloka cylindryczna. Powtoka swobodsie podparta, obcigZona réwnomiernie

roztozonym impulsem idealnym i prostokatnym analizowana byla przez PABIANEK
[54]. Celem tych badaf bylo wykazanie stosowalnoedel obecnej teorii w przypadku
powlok cylindryeznych. Uzyskano rozwigzania Sciste metoda funkcji i wartodci
wlasnych oraz proste rozwigzania przyblizone. W granicznym przejscin y— oo
otrzymano znane wyniki HoDGE'A 1 Jongsa [23 i 28] dla powilok idealnie plastycznych.
Rozwiazanie Pabianek poddane bylo sprawdzenin doswiadczalnemu we wspolnej
pracy autora z . ANDRZEIEWSKIM [93]. We wstepnej serii do$wiadezenn badano 9
prébek cylindrycznych o wymiarach 2ZRX2hAXL= 130 % 360 mm. Deformacia
plastyczna wywolana byla przez eksplozjg tadunku wybuchowego réwnomiernie



714 TOMASZ WIERZBICKT -

roztozonego wzdluz osi cylindra. Fala obcigzenia przenosita sic na powloke za
posrednictwem wody. Zwickszanie energii dostarczanej do powloki uzyskiwano
przez zmiang grubo$ci detonowanego lontu., Zmierzone profile trwalych ugieé po-
wloki porédwnywano z rozwigzaniem teoretycznym otrzymanym przez numeryczne
sumowanie 10 wyreizéw szeregu (rys, 31). '

Otrzymuje si¢ zadowalajaca zgodnos$é dla malych ugieé, powstate réznice dla
duzych wartofei impulsu sg wynikiem zmian wielkosci guometrycznych ktérych
teoria nie uwszgledniala.

Whrioski koricowe. Na podstawie analizy uzyskanych rozwigzafi i przeprowadzo-
nych poréwnad mozna sformutowaé nastepujace ogdlne wnioski:

1) liniowe prawo p}quma dla lepkoplastycznych konstrukeji stanowi dobre
przyblizenie 0dpow1edn1ego nieliniowego zwigzku konstytutywnego dla materiatu
sztywno-lepkoplastycznego:

2} rozwigzania problemdéw brzegowych a zw}aszcza obliczony koncowy ksztatt
zdeformowanej konstrukeji i 1 maksymalne trwale vgiecie dajq wymk1 zgodne z do-
$wiadczeniem;

3) przedstawiona metoda pozwala na tatwa analize zmiany postaci pola predkoéci
(tzw. «mode transition») przy obciazenin impulsowym pozwalajac na dokladny
wybor warunkéw poczatkowych dla rozwigzan przyblizonych;

4) w granicznym przypadku obecna teoria pozwala na uzyskanie rozwiazan
dla materiatu sztywno-idealnie plastycznego; _

5) zaproponowane prawo konstytutywne umozliwia fgczny opis linjowych
wlasnosei lepkich materialéw i nieliniowych efektéw zmian geometrii konstrukcji.

Zaproponowana teoria podaje zatem praktyczny i prosty sposéb wyznaczania
deformacji konstrukeji plastycznych i lepkoplastycznych poddanych obmazemom
dynamicznym, - :

9. OSZACOWANIE DEFORMACJ)I DLA CIAL LEPKOPLASTYCZNYCH

W przedstawione] metodzie linearyzacji réwnaf lepkoplastycznych powlok
istotng role odgrywa definicja stanu poréwnawczego Maﬂ, N:ﬁ. Pokazane zostalo,
7e w teorii malych ugieé stan ten zdefiniowany jest przez obciaZenie graniczne
p¥(p), ale istnieje pewna dowolno$é w doborze rozkladu sit powierzchniowych.
W teorii umiarkowanie duzych ugigé wprowadzalo sie dedatkowo zatozenie o sta-
cjonarnoéci pola predkosei, przy czym warto$é koncowych. ugieé zalezala od sposobu
. okredlenia  warunkéw poczatkowych. Chociaz poprawno$é teorii potwierdzona

zostata w wielu do$wiadezeniach, to jédnak w przypadku braku danych eksperymen-
talnych trudno jest okredlié doktadno$é rozwiazan przyblizonych,

‘W zwigzku z tym duZego znaczenia praktycznego nabierajy metody, kiére przy
znacznie stabszych zalozeniach pozwalaja oszacowaé pewne podstawowe parametry
procesu dynamicznego, Gdme, bezpieczne oszacowania na maksymalne trwale
ngigcia i dolne oszacowania na czas pracy konstrukeji sztywno-idealnie plastycznych
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podat MArTIN [42]. Wyprowadzenie podobnych twierdzen dla materialéw spre-
zysto-plastycznych i plastycznych ze wzmocnieniem zawieraja prace [43 1 44).

Opierajac sig¢ na warunku statecznodei Druckera dla materialéw niespreZystych
{3.2) oraz wykorzystujac zasadg prac wirtnalnych, mozna vogdlnié teorig oszacowar.
na przypadek cial lepkoplastycznych. W tym rozdziale przedstawione bgda odpo-
wiednie wyniki w zakresie liniowych zwiazkéw geometrycznych. Dla duzych ugied
twierdzenie o pracach wirtualnych w opisie Lagrange’a ma bardziej zdozona postaé
i nie mozZna nzyskaé z (3.2) prostych oszacowan uimujacych laczny wplyw lepkoéci
i zmian wielkodci geometrycznych. Oszacowania w przypadku -probleméw geo-
metrycznie nielinjowych otrzymaé mozna jedynie w granicznym przypadko mate-
rialow idealnie plastycznych, dla kt6rych postulat statecznosei (3.2) sprowadza sig
do prostej nierdwnodci. Zagadnieniu temu podwiecony bedzie nastepny rozdzial

Ogélna nieréwnosé. Postulat statecznoéei Druckera glosi, e calkowita praca
potrzebna do przeprowadzenia ciala z jednego stanu o, & w drugi /2, &2
w skoficzonym czasie 0<t<{¢, musi byé nicujemna

©.1 f dt f (6D — D) (D~ '(j))dV;o.

[¢]

Zatozmy z kolei, Ze cialo o objgtosci ¥ i regularnej powierzchni 4 poddane zostato
pewnemu procesowi deformacii, w ltérym sily powierzchniowe nie wykonuja zadnej
pracy. Cialo porusza sig wylacznie na skutek dostarczonej' w chwili =0 energii
kinetycznej; poczatkowe pole predkosci wynosi g (x) x; € V. Skorzystajmy z do-
wolnoéci wyboru stanu 1 1 2 w nieréwnodci (9.1) i'przyjmijmy za stan pierwszy
kompletne rozwigzanie postawionego problemu dynamicznego oWP=ay, (1), £P=
=&, (1), t"V=1u, (). Niech stan drugi oznacza rozwiazanie problemu quasi-sta-
tycznego dla identycznego ciala, obcigZonego sitami powierzchniowymi Ti . Zaklada-
my dalej statosé napre;Ze}i i predkosci odkszialced w problemie poréwnawczym
o}, =0y =const, &,=:7=const oraz —u(z)—const dla 0K ¢ty

Podobna definicja stanu poréwnawczego Wprowadzona byla w zwiazku z line-
aryzacja rownan Hohenemsera-Pragera. Réznica obu definicji polega na tym,
Ze tutaj problem quasi-statyczny rozwiazywany jest na podstawie tego samego prawa
fizycznego co rozwaZany problem dynamiczny,

Rozwigzanie pomocniczego problemu statycznego zawiera zawsze jeden swobod-
ny parametr. Dla materiatu idealnie plastycznego jest nim skalarny mnoznik w polu
predkoscei przy statych i danych sitach zewnetrznych. W materiale lepkoplastycznym
istnieje jednoznaczna zaleznoé 77 i i), ale sama warto$é sit zewnctrznych moze byé
dowolna, byleby przekraczala warto$¢ nonoéci granicznej. Nieréwnoéé (9.1) mozna
przeksztakci€ za pomoca zasady prac wirtvalnych, przyjmujac zerowanie sig sil
masowych F,. Zgodnie z zasadg d’Alemberta naprezenia o; (1) sa w réwnowadze
z sita — pu;. Podobnie o}, jest w réwnowadze z T}, Z drugiej strony pola predkosci
odksztatceri &, 1 ¢f; sa zgodne odpowiednio 7 u; i . '
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Stosujac zasade prac wirtualnych do zdefiniowanych czterech par wiclkodci sta-
tycznych i kinematycznych mozna napisaé:

. d ..
fr;rija,-jdV= f w(pul)u,dV itf gululdV
14 _V

. - d .
fauafjdV=f—(pu,-)ude=Ef—pu,-ude,
1 4 I'd

v

. d
fafjéi,-dV= fTi*uidA=EfT:‘u,-dA,
1 4 A A

f ol v = f :‘iz*dA—%th*z}I*dA
v

Podstamajac (9.2) do (9 1) i catkujac wzglgdem czasu przy warunkach 7=0, ;=0
w=ul, t=t;, w,=uf, 1,=0 otrzymujemy

(9.2)

~

1 e
(9.3) .f?m}?d?dwrszffﬁ:‘cm— f,uu;*u?dV— frju{dA>0.
v A v A

Pierwszy wyraz w (9.3) oznacza energig kinetyczng Ey wprowadzona do ukiadu.
Wzdr (9.3) przedstawia globalna nieréwnosé energetyczng; moina z niej wyciggnaé
nastf;pujqce wnioski praktyczne:

I) osracowanie ugieé podaé mozna Jedyme dla punktéw X, na zewngtrznej
powierzchni ciala A .

2) z wyrazenia energetycznego wyznaczyé mozna tylko jedng skalarna wielkoéd,
np. bezwzgledng warto$é upiecia o={ufll;

3) aby obliczyé & trzeba znaé a priori kierunki wektora ugiecia my, f=n, &
w danym. procesie dynamicznym. Dla probleméw kolowo-symetrycznych warunek
ten jest spelniony;

4) sila statyczna Tf musi by¢ sila punktowa dzialajaca wzdluz wektora ny;;

5} dla ciata tréjwymiarowego sita punktowa prowadzi do osobliwoéci, natomiast
konstrukcje cienkoscienne dwu i jednowymiarowe moga przenosi¢ sily punktowe;

6) nieréwnosé (9.3) spelniona jest, jezeli w czasie ty ruch wszystkich punktéw
ciala ustaje jednoczeénie lub jesli strefy sztywue zaczynaja sig propagowad poczawszy
od punktu X,

Uwzgledniajac wnioski I-4 nieréwnosci (9.3) przepisaé mozna w prostszej postaci

9.4) : Exbt, T — | i dV—T*3 0,
. F i
Vv

gdzie T% i 4° oznaczajg bezwzgledne wartosei sily i predkodci dzialajace w kierunku
welktora n,,
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Zastosowanie do plyt idealnie plastycznych. Nierdwnodé (9.4) spetniona jest dla
szerokiej klasy materialéw statecznych, w szczegdlnobel dla materiatéw idealnie
plastycznych. Przedstawimy najpierw mmplikacje, jakie daje nieréwno$é w tym
ostatnim przypadku; ulatwi to interpretacie (9.4) w zastosowaniu do materiatéw
lepkoplastycznych oraz wyjasni niektére punkty dotychczasowej metody Martina.

Rozwazmy swobodnie podparta plyte kotowa i zalézmy, ze w chwili =0 dana
Jest jednorodna predkosé V,. Poczatkowa energia kinetyczna plyty wynosi

1
(9.5) EK=? TURVE.
Jako sitg powierzchniowsa T+ przyjmijmy sile punktowa dziatajaca w srodku plyty
w kierunku jej osi. Z rozwiazania statycznego problemu nosnoéci granicznej przy
warunku plastycznoéei Hubera-Misesa wiadomo, ze

(9.6) T*=2zM,, u*=iz(1—)/p).

Podstawiajac (9.5) 1 (9.6) do (9.4) i wprowadzajac bezwymiarowe ugiecie J, czas ¢
1 parametr a: -

_ AMyu” _ 10Mq 1, 4 o,

D Tarrvz: . TR Ty

otrzymujemy nieréwnosé
(9.8) l4+at—a—320 dla O<x<co.

Na plyszczyZnie d, ¢ aktualnie trwale ugiecie { czas pracy musi leze¢ w obszarze ogra-
niczonym (9.8). Dla kazdej wartosel parametru o linia ograniczajaca jest linig prosta
przechodzaeg przez punkt (1,1). Krzywa ograniczajaca obszar dopuszczalnych de-
formacji jest obwiednia rodziny g i ‘
linii prostych, rys. 32. Eliminujac
parametr « tatwo wykazaé, ze réw-
nanie obwiedni ma postaé

(9.9) t=1, <1,

Oszacowanie identyczne . z  (9.9)

otrzymal réwniez MARTIN [42] na

nieco innej drodze, zakladajac ko-

lejno statycznie dopuszezalne pole

naprezefi i kinematycznie dopusz- 0 ; ‘ g

czalne pole predkosdel odksztalcert

oraz stosujac warunek statecznoéei

dla materiaty idealnie plastycznego.
Zastosowanie do plyt lepkoplastycznpeh. Rozwazmy prayktady plyty kolowej

zamocowanej. Jako pomocniczy problem quasi-statyczny przyjmijmy réwniez

Rys, 32, Obszar dopuszezalnych deformacii dla
materiatu idealnie plastycznego
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sile punktows T dzialajacg w érodku. Zalezno$é miedzy 7% i #*, podana w pracy
133] dla prawa plynigcia (4.6), jest nastgpujaca:
3y/3yR? '
. o (T e 1 —p2(1 —
»gdzie To=4nM,[)/3 oznacza stytyczng nosnosé graniczna plyt idealnie plastycznych,
Podstawiajac do (9.4) wyrazenie na energie (9.5) oraz na 4* otrzymujemy

{9.11) @S, LPEIHBp-D)-pp—1D—pi=0 dla 1<p<oo,
gdzie bezwymiarowe wielkodci zdefiniowane sg nastepujaco:

M, u 16M, 1, Y3T* 116 Voh

R V7 e P T ARl =S VAR B W O

Dla kazdej warto$ci parametrn p krzywa graniczna jest na plaszczyznie &, ¢ linig
prosta. Réwnanie & (4, f, p)=0 przedstawia wigc jednoparametrowa rodzine linii
‘prostych. Eliminujgc parametr p w zwykly sposéb przez przyjecie ddjdp=0 otrzy-
mujemy granicg obszarn dopuszczalnych deformacji: -

& 1
7+2§¢+ﬁz2+25~2(2+ﬁ)t+ﬁ=0 dla Ogrgl—l—F,
9.13) -
6=1 dla t>1+—.
. ]
G4 .
B=1  f=05 p=02
d ————————— 7_ - Tt = .

B=01
S - L
=0 _
1 t
3
il
ax Xy

" Rys. 33 Obszar dopuszezalnych deformacji dla materiahu lepkoplastycznegé przy réinych
wartogciach parametrn § &

Réwnanie (9.13) przedstawia parabole, ktéra jest zawsze styczna do prostych 1=0
i1 6=1. Punkty styczno$ci oraz obrét osi symetrii paraboli i jej rozwarcie zaleza od
‘wartosci parametru 8, czyli zgodnie z definicja (9.12) od lepkich wlasnodci materia-
tu. Krzywe graniczne dla kilku reprezentatywnych wartosci § pokazane s na rys. 33.
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Dla y=f=0 réwnanie (9.13) degeneruje si¢ do réwnania linji prostej §=0. Dia
y=fiwoco otrzymuje si¢ rozwiazanie (9.9) dla materiahu idealnie plastycznego.
Dla pofrednich wartoéci parametru § nieréwnoéé (9.13) nie daje bezpoéredniego
oszacowania na warto§¢ trwalych ugicé, ale uzaleznia te wartos¢ od czasu trwania
procesu.  Dlatego przedstawiona '
metoda moZe by¢ wykorzystana do 4}
znajdowania jednej wielkodci, kiedy
znana jest druga wielkosé. Tak wigc
pozadana jest znajomo$é lub po-
miar J lub ¢, co pozwoli przewi-
dzieé z (9.13) odpowiednio # lub 4.
Na przykiad stosunkowo latwo
jest zmierzy¢ trwale ugiecie kon-
strukcji 4. :

Metoda oszacowan pozwala na
szybkie podanie dolnej granicy na Rys. 34. Poréwnanic oszacowah wg roznych roz-
czas trwania procesu, ktéry w prze- e wigzan: _
ciwnym przypadku m(')glby byé I—krz.ywa :Jgraniczajq?ﬂ Mart‘ina; 2-obecne czszaco-wanie', S—écis!.e

. . . rozwigzaniec Wanga i Hopkinsa dla plyty idealnie plastyczaei,
zmlerzony przy uZy(:lu Skomphko" . 4-4cisle rozwiazanie dia piyty lepkoplastycznej
wanej aparatury elektronowej.

Osobne oszacowanie na § i ¢ uzyskaé mozna tylko dla materialéw idealnie
plastycznych, _

Poréwnanie dokladnosci obecnej metody z wezedniejszymi wynikami MARTINA
[45] i doktadnymi rozwigzaniami (6.17) przedstawione jest na rys. 34 dla f=1,
co odpowiada $redniej wartosei parametréw uzytych w dogwiadczeniach FLORENCE A
" [92]. Widaé, ze znalezione z (9.13)
oszacowania przewyzszaja prawie
dwukrotnie dokladne wartosci. Jest
to wysoka cena, jaka placimy za
uzyskang pewnodé, ze Scisle rozwia-
zanie znajdzie si¢ zawsze ponizej
) znalezionej goérnej oceny ugiecia.
0z Wplyw lepkoSci materialu na

% zmniejszenie sig ugieé érodka plyty
g d z K] 4 5 op  zbada¢ mozna latwo ustalajac
w (9.13) warto$é 1. Dla t=1 otrzy-
muje sie

Fpr

10

'

\
08

a6
o4

Rys. 35. Wplyw lepkosci materialu na ugiecia srodka

plyty: ) :

I-obecna teoria, réwniez osz::::;:;anie Martina, Z-rozwiazanie (914) d= Tfﬁ( -1+ ]/l 41 / ﬂ) .

Pordwnanie dokladnego rozwiazania (6.17) z oszacowaniem (9.14) przedstawione
jest na rys. 35. Jakodciowy charakter obu wykreséw jest podobny.

We wspdlrzednych bezwymiarowych zdefiniowanych przez (9:12) oba WZOry

(6.17) i (9.14) pokazuja zaleznosé ¢ odpowiednio od parametrow { i f. Poniewaz
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1/{=21/n=4,9/3 Vo hfyR z dokladnoscia do mnoznika definicja parametréw ¢ i §
jest taka sama, Swiadczy to o praydatnosci proponowanej metody oszacowan przy
jakodciowej analizie efektéw lepkich. Metoda ta identyfikuje we wlasciwy sposdb
szereg podstawowych parametréw procesu dynamicznego i pozwala na przyblizone
wyznaczanie wartoéci maksymalnych ugie¢ konstrukcji, pomocne przy wstepnych
projektach inZzynierskich.

10. OSZACOWANIA W TEORII UMIARKOWANIE DUZYCH UGIEC

Skonczone odksztalcenia. Punktem wyjscia twierdzefi udowodnionych w poprzed-
nim rozdziale byl postulat stateczno$ci Druckera i zasada mocy wirtualnych dla
infinitezymalnych odksztalcefi. Podezas gdy formalne uogdlnienie tych pojeé na przy-
padek skoficzonych deformacji nie przedstawia trudnosei, powstaja kiopoty przy
wlasciwej interpretacji procesu dynamicznego i poréwnawczego procesu statycznego,

Jesli przez T, F i o;; oznaczyé dowolny ukiad sit powierzchniowych, objetoscio-
wych i naprezefl, znajdujacy sig w réwnowadze w chwili ¢, a przez v i ¥, ; uktad pred-
kosci i predkoéei odksztalced spelniajacych warunki zgodnosci, to- zasada mocy
wirtualnych, odniesiona do ciala odksztalconego, ma postaé:

(10.1) [ rOuas+ [ FhePav= [ oPvRav,
’ S0 ¥ (1) 126G
gdzie T; sg sktadowymi sit powierzchniowych na jednostke aktualnej powierzchni S,
F, sg skladowymi sil masowych na jednostke aktualnej objetosci V.
Gradient deformacji V;; wynosi:
i (8@‘.2) dot?)
(2) — — u J

(10.2) i e )

gdzie x; oznacza aktualne (przestrzenne) WSpéh‘Zane;

W rdéwnosci (10.1) uktady statyczny i kinematyczny moga byé wybrane Zupejnie
niezaleznie od siebie. Z dowolnosci tej korzystato sig w istotny sposdh przy wypro-
wadzaniu nieréwnosci szacujgeej dia nieskoriczenie malych odksztatcen. Jako uklad
T}, Fy, 0y; przyjmowano np. rozwigzanie poréwnawczego problemu statycznego,
natomiast stan #;, V;; odpowiadat rzeczywistemu rozwigzaniu problemu dynamiczne-
go. Zasada mocy wirtualnych (10.1) napisana zostala dla pewnej ustalonej chwili #.

Twierdzenia dotyczace oszacowafl maja charakter energetyczny i wystepuje
koniecznodé catkowania funkeji (10.1) wzgledem czasu w granicach (0, ). W ba-
danym procesie dynamicznym i niezaleZnym, poréwnawczym quasi-statycznym
wystepuja w przypadku skofczonych odksztalcen dwic rézne od siebie funkcje
rachuy x=yW (X,1) i x=x? (X, ). Granice obszaréw calkowania Vi) i SO
zalezg od czasu i zmieniaja si¢ w obu procesach inaczej. Metoda Eulera jest zatem
niewygodna przy poszukiwaniu oszacowanl, poniewaz nie w1adom0 po jakich gra-
nicach przeprowadzaé nalezy calkowanie.

Wady tej nie posiada metoda Lagrange’a, gdzie calkowanie odbywa sig po
nicodksztatconej powierzchni S° i objetosci ¥°. Stan wyjsciowy moze byé w procesie
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statycznym i dynamicznym taki sam. Istnieje jednak w dalszym ciagu niejednoznacz-
nos¢ przy transformacji (10.1) z opisu przestrzennego do materialnego. Aby wyjaénié
te sprawe blizej ustalmy najpierw, Ze calkowanie w’(10.1) dotyczy powierzchni
SU () 1 objetosei V9 (1) w procesie statycznym. Ze wzgledu na zaleznosci

: dv ds
: (ol A O —
(10.3) | F=Fipy. TP =Tie,

lewa strona (10.1) transformuje si¢ do uktadu materialnego natychmiastowo:

(104) [ TMe2as+ [ PP ay= f TN d§04 f Fog de"
5(1) (e} L4010

Pozostaje jeszeze przetransformowad prawa strone. Zaleznodé pomigdzy aktualng
wspotizedna x;, poczatkowa wspdlrzedna X, oraz wektorem przemleszczenla U
w problemie statycznym ma postaé

(10.5) AV =XD g,
Dla materiatu niesci§liwego tensor naprezenia Pioli-Kirchoffa i tensor Cauchy’ego
g, Zwigzane sa formula
oxX; 0X,
[ .
.rs axr axs

{10.6) ' Si=

Podstawiajac (10.6) do prawej strony (10.1) otrzymujemy 7

(10.7) f oD AV = f SDEL2) dVo
v}
gdzie
1
(10.8) ES 2)-—*(u(2)+zt(2)+uf2’ A ul)

jest pewng miarg predkosel odksztalcenia, w ktdrej wystepuja wielkoscl zarédwno
Z procesu statycznego (1) jak i dynamicznego (2). Wzor (10.8) nie da sig otrzymac
przez materialne rdzniczkowanie jakiejkolwiek dobrze zdefiniowanej miary odksztal-
cefi Greena. Ostatecznie (10.1) w opisie materialnym przyjmie postaé

(10.9) [ TWedset [ FRWOu@apro= [ SPEGDave.
Sﬂ e VD

“ Podobnie jak w opisic Eulera uktad FPV, 77V oraz s'% jest w réwnowadze, tzn,
(10.10) (Sﬁ)“{“sﬁ}u?; ,j:FiD(I): (S(l)—i—s(” (1)) TO(l)

gdzie n; oznacza jednostkowy wektor normalny do niezdefiniowanej powierzchni S°.
Uldtad kinematyczny £32 i o zalezy od uktadu statycznego za posrednictwem
definicji (10.8).
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Jedynie w przypadku, kiedy oba uktady (1) i (2) odpowiadaja temu samemu
procesowi, tensor F, staje sig pochodna materialng tensora Greena

1 '
(1o0.11y . _ Eij=?(ui’j+uj,i+ui,kuk,j)'

Wyprowadzenie twierdzenia o mocach wirtualnych (10.9) w opisic Lagrange’a
podali w tym szczegbtnym przypadku HAwsrrT, MarcaL, Rice [21] oraz LaNcE
i SOECHTING [37].

Przypuéémy obecnie, Ze w granicach calek (10.1) wystepuje objetosé i powierzchnia
ciala deformowanego w procesie dynamicznym. Otrzymamy wéwcezas nastepujacy
odpowiednik (10.1) w opisie Lagrange’a: :

¢ (10.12) [ Ty 4o+ [ @2 ayo- [ sPe@dpe.
. 80 . . vt vo .
W réwnaniach réwnowagi dla procesu (1) wystapia gradienty przemicszczef
W procesie (2)

(10.13) (5P +s50ulD ,=FPY, (D5 D U p, =T,

Sprzggnigeie procesu statycznego i kinematycznego nastgpuje tutaj przez réwnania
réownowagi (10.13). Ze wzgledu na to sprzezenie nie wiadomo, jakie wiclkosci maja
wchodzi¢ do postulatu statecznoscei materiatu. Sama definicja stateczno$ci materiaty
sztywno-plastycznego w zakresie duzych odksztalcen jest jeszcze niedostatecznie
zbadana i spotyka si¢ w literaturze szereg nieporozumien na ten temat, np. [72].

Z wymienionych powoddw wynika, e uwogdlnienie twierdzest szacujacych na
przypadek skoficzonych deformacji nie wydaje sie w obecngj chwili mozliwe.

Umiarkowanie duze ugiecia. Zgodnie z zalozeniem (rozdziat 2 i 7) w kazdym
przekroju Scianki konstrukeji odksztalcenia sg male; mozna zatem stosowaé szeze-
g0lng postaé postulatu statecznosci Druckera dla infinitezymalnych deformacji
ciata sztywno-idealnie plastycznego '

(10.14) ) (a&ﬁ—a:ﬂ)é,ﬁz(), a, =12,

gdzie stan poréwnawczy o, najduje sie wewnatrz lub na powierzchni plyniecia
(4.3). -

Catkujac (10.14) po grubodci elementu przy zachowaniu hipotezy Love’a-
Kirchhoffa (4.2), otrzymuje sie

(10.15) (Mg~ M 3) Keg+(Nog—N7p) Aap 2 0 .

Jest to warunek statecznoéei w dowolnym punkcie powierzchni érodkowej uplastycz-
nionej konstrukcji. '

Rozwazmy przypadek impulsowego obcigzenia konstrukcji. Warto$é energii
kinetycznej wprowadzonej do ukladu oznaczmy przez Ey. Niech M,, Naﬂ, Jc',zﬂ
i A oznaczaja odpowiednie wiclkoéci statyczne i kinematyczne w procesie dyna-
micZnym oraz M:ﬂ i N; niech odpowiadajg rozwigzaniu poréwnawczego problemu
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quasi-statycznego. Calkujac nieréwnosci (10.15) po objetoici konstrukcji i czasie
trwania procesu otrzymuje sie:

Iy tr

(10.16) [ dA [ (MypteatNegheddi = — [ dA [ (MEyiesg - N2 dep) dit
' A [+] A 0
gdzie 4 jest polem powierzchni é$rodkowej konstrukcji, a2 ¢ oznacza czas trwania
deformaciji plastycznych. Lewa strona (10.16) okresla catkowita prace plastyczng
w procesie dynamicznym; réwna jest ona dostarczonej energii kinetycznej Eg.
Prawa strong nalezy dalej przeksztaleié wykorzystujac réwnanie réwnowagi | zwiazki
geometryczne dla danego typu konstrukeji,

W celu uproszczenia zapisu dalsze rozwazania dotyczyé beda umiarkowanie
duzych ugigé ptyt. W tym przypadku réwnania réwnowagi przyjma postaé

Naﬁ,g(:o; rxﬂ' o0 Qﬂs
Qu, m+Nsz LS aﬁ+ﬂp =0 ’
zwigzki geometryczne beds nastepujace [99]:

(10.17)

1 ., . . .
Ao =?(ch,8+ Us,arbW, e W, g+W, 4w g),
(10.18) '

) I;:aﬁ = _H.’, af -
Wyrazenie pod catka czasowg po prawej stronie (10.16) przeksztalei sig:

(10.19) f (MﬂﬁxmﬁNa,,Aaﬂ) dd = f (M 34+ WN ) Wy oy dAd =
= f(M:ﬂ+w*N:ﬂ)wﬁ_mdA+ f(w—w*)Nfﬁn}' apdA =
d . A
= fp(wg) u‘rdﬁ—i— f(wWw*)N:ﬁ W, p dA .
Podstawiajac (10.19) do (10.16) otrzymujenjy ’
(10.20) By frfdt [ pipyvida-r ftfdr [ ov=w*) N2, g,
5 4 8 4

gdzie p (w}) jest obcigZeniem granicznym w poréwnawczym problemie statycznym.

Dla danego rozkiadu ciénienia wartoéé mnoznika zalezy od wielkosci ugigcia
w danym punkcie plyty wy. Wielkosci ugieé w procesie statycznym w* i dynamicznym
w sa 0d siebie niezalezne, Nalezy teraz tak dobraé w*, aby druga calka w (10.20)
byla nieujemna. Ogodlnie rozwiazanie tego problemu jest nicjednoznaczne i nie
zawsze jest mozliwe bez dodatkowych zatozen, poniewaz zaréwno w jak i w¥ zmie~
nia si¢ w trakcie procesu. W wiclu waznych problemach inzynierskich mozna tak
znormalizowac w*, aby druga calka w nieréwnosci (10.20) byla nieujemna. Mamy
WOWCZas

tr
{10.21) . Ex= f dt fp(wz) wdd , W =wg(Ws) .
0 A ‘
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Zmieniajgc porzadek catkowania i zauwazajac, Ze W dr=dw, otrzymujemy

wi

(10.22) Ex> [dd4 [ pOvo)dw,,

A Q
gdzie w=w{(t)],_ 1,- W przypadku dzialania sity punktowej wzér (10.22) redukuje
sie do '

o wi B

(10.23) Egz [ plwo)dw,.

. Q

W celu znalezienia oszacowad na trwale ugiecia konstrukcji powstale w wyniku
dziatania obciazenia impulsowego potrzebna jest zaleznoéé sily od ugiecia w odpo-
wiednim problemie statycznym.

Przykiad. Rozwazmy swobodnie podparta plyte kotowa, ktérej wszystkie czastki
z wyjatkiem brzegu posiadajg w chwili =0 jednorodna predkosé ¥V,. Calkowita
dostarczona energia kinetyczna wynosi

’ 1
(10.24) oo EK:E_ TuR*VE .

Jako poréwnawczy problem quasi-statyczny przyjmijmy sile punktowg P dziatajacy
w Srodku plyty. LANCE i ONAT [36] i ostatnio CALLEDINE [8] podali nastepujaca
zalezno$¢ nosnosci granjcznej od ugiecia:

(1025 - p(wo)= 2”M°[‘+ (;)]

zaktadajgc pole predkodci plyty w formie stozka w (r)/w (0)=1-r/R.
Odpowiednikiem drugiej catki w (10.20) jest calka

R
(10.26) j [(w—w*) sN]wdr.
. 0

Mozna tatwo wykazad, Ze calka ta jest w przypadku swobodnie podpartej plyty
nieujemna, jesli wprowadzié nastepujaca normalizacj¢ ugiecia w* [89]
wH(r, 1) ]

(1027 SR
Podstawiajac (10.25) i {10.24) do (10.23) i calkujac otrzymuje si¢ oszacowanie na
ugigeie Srodka plyty

: wh 1 (wh)? - URZVZ
2h 09 (2R T 8M,h

£10.28)

Przyjmujac, tak jak w doswiadczeniach FLoRENCE'A [18], Rf2h=16 i oznaczajac
K=uV3 R*8M,, S=w{{2h, otrzymamy z (10.28) nieréwnosé

I
(10.29) , +5 8 < 32K,
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Poréwnanie naszych oszacowafi dla umiarkowanie duzych ugie¢ z poprzednimi
rozwigzaniami tego samego problemu i rezultatami doswiadczeni przedstawione jest
na rys, 36. Wida¢, 7e krzywa ograniczajgca (10.29) przebiega blisko punktéw
doswiadezalnych w calym badanym przedziale ugig¢ 0<d<6, Ponadto dokladnosé
oszacowan rosnie ze wzrostem deformacji.

14 -
1 . p
7T
42 [— -

,H'] = V=16 -
P B, ' 7h
o 7
§ H i ll/ -
¢ s
i s ____._-—5:-—'5"'"
o B ~

e
ran A2 o]
4+ ——— o= -

?\
5\
\

g 10 25 a0 a0
/37 ’
Rys. 36. Ugigcie §rodka plyty w funkeji bezwymiarowego impulsu:

I-oszacowanie Martina, teoria momentowa, 2-rozwigzanie Wangn, teoria momentowa, J-obecte oszacowanie, teoria
mementowo-membranowa, 4-rozwigzanie Jonesa, teoria momentowe-membranowa, 5-punkty dedwiadczalne dla alumi-
- nium (Florence) :

Uwagi koticowe. Przedstawione w dwdch ostatnich rozdzialach metody przybli-
zone pozwalaja na proste i zarazem efektywne oszacowanie podstawowych para-
metrow procesu dynamicznego. Zaleta tych metod jest opolnodé; udowodnione
twierdzenia stosuja si¢ do ofrodka tréjwymiarowego i do cienkosciennych konstruk-
¢ji, a ponadio uwzgledniaé mozna zaréwno wlasnodei plastyczne jak i lepkie mate-
riafu. W celu uzyskania oszacowafi na trwale przemieszezenia oraz czas trwania
procesu dynamicznego wystarczy znajomodé poczgtkowej energii kinetycznej w da-
nym problemie dynamicznym oraz kompletnego rozwiazania pdmocniczego pro-
blemu statycznego.

Ogolnoé¢ proponowanej metody oszacowan posiada réwniez pewne wady.
Zaliczy¢ do nich nalezy przede wszystkim niezaleznodé rozwiazania od rozkltadu
poczgtkowej predkoéci przemieszezenia w ciele przy stalej warto$ci energii kinetycznej.
Nie mozna si¢ zatem spodziewad duzej doktadnosci wspomnianej metody, W rze-
czywistoici we wszystkich znanych przyktadach warto$é oszacowan przekraczala
prawie dwukrotnic rozwiazanie éciste. Wyniki te posiada¢ moga jednak duze znacze-
nie praktyczne we wstepnych projektach inzynierskich, Dokladniejsze rezultaty
daje zaproponowana metoda linearyzacji, oméwiona szczegdtowo w T czgéei pracy.

Dalsze badania nad dynamika konstrukeji niesprezystych sa konieczne w celu.
uwzglednienia bardziej realistycznego modelu materiaty i podania dokladnego
opisu rzeczywistego ruchu cial,

Rozprawy InZynierskie — 13
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) Pesrome
NMHAMUKA BS3KO-IUIACTMYECKIEX OBOJIOYEK

Ilpencrapiaessl B2 DPAOIKEHHBIX METOHZ AHANK3A HAHAMWYSCKAX HPOIECCOB B TOHKO-
CTEHHSIX KOHCTPYKOAAX. IIpusara KecTKO-ueanbue IENacTHYecKas A MECTKO-BA3X0 HIACTHUCCRan
MOSERU MATEPHATA, 1

MeTom, muHeapw3anyH OUPSHEIAINEX YpasHenulf Ha OCHOBE HCACCOLEPOBAHAOTO 3AKOHA
TEKYZCCTH, HaeT BOIMOMHOCTEL OMNPEACAATL TEPEMEHRLIE BO BPeMeHE Opoduias npornbos obo-
JOY9KW ¥ HAHTH KOHCYHYIO d)opivry AehopMEPOBANEON KOHECTPYKIAA. B CBOKY O4Yepelt, MCTON
OLEHKE JaeT OBICTPYR OLESHKY BEJEYHHL MaKCHMANEHOIO nporuba ¥ BpeMery paboTEL KOHCTPYK~
mHE. O6a METONA MINIOCTPAPYROTCH HA TIPHMEPAX DEMEHKH KPAEBHIX 3471a4 s ILIACTEHOK B 060~
nouex. TOUHOCTE NONyYEeHHEIX PEINEHE ONPENEIdeTes yTeM CPABREHAA ¢ SKCICPIMEHTAILHBIME
JBHHBIMH,
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SUMMARY

DYNAMICS OF VISCOPLASTIC SHELLS

Two approximate methods of analysis of dynamical protesses in thin-walled structures are
discussed in the paper, The rigid — perfectly plastic and rigid — viscoplastic models are
considered,

... The method of linearization of the constitutive equations based upon the non-associated flow
'1aw takes it possible to determine the time-dependent profile of the shell defection and to establish
the final shape of the deformed structure, The method of estimation, on thé other hand, allows for
a quick determimation of the maximum deflection and the response time of the structure. Both
methods ave illustrated by examples of solutions of a number of boundary value problems for
plates and shells. The accuracy of the solutions. derived is determined by compatison with the
experimental data. '
s "
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