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STATECZNOSC SPREZYSTEGO PASMA Z WIEZAMI WEWNETRZNYM

ALEKSANDER R A CZEW (SOFIA)

Zagadnienie statecZnosci diugich, sprezystych pr@tow i pasm bylo juz przedmio-
tem szeregu prac,

W najogdlniejszym przypadku skoriczonych, tréjwymiarowych odksztalced
zagadnienic to zostalo rozwigzane dla ortotropowego materialu spreystego [1].
Wydaje sig 1zecza interesujaca poszukiwanie rozwiazan dla innych klas materialéw.
W szezegolnosci duze znaczenie teoretyczne i praktyczne maja przypadki, w ktdrych
sktadowe tensora odksztalcenia nie sa niezaleine, lecz zachodza migdzy nimi pewne
zwigzki. W przypadku materialu izotropowego zwiazki te wynikaja z zalozen o jego
wiasnoéciach fizycznych.,

Dla materialoéw anizotropowych sa one wynikiem zaloZefi o strukturze materialu,
Zaleznosci migdzy skladowymi tensora odksztalcenia moga wreszeie byé wprowa-
dzone w. celu uproszezenia rozwigzania danego problemu. Przykladem pierwszej
z wymienjonych mozliwosci jest zalozenie niesciéliwosci materiaty, Konsekwencja
tego zaloZenia jest stalo$¢ trzeciego niezmiennika tensora odksztalcenia. Przykla-
dem materiatu 7z wigzami wewnetrznymi drugiego rodiaju jest oérodek sprezysty
zbrojony gestq siecia’ nierozciagliwych nici. Wreszcie jako przyklad trzeciej z wy-
mienionych mozliwosci mogg shuzyé hipotezy stanu odksztalcenia, stosowane
w teorii cienkich plyt 1 powlok.

Wszystkie omSéwione powyzej zalozenia sa w istocie ograniczeniami na sktadowe
tensora odksztalcenia. Przy rozpatrywaniu zagadniefi statecznosei wydaje si¢ wiec
najbardziej celowe zastosowanie teorii wigzéw wewnetrznych. Stosowane czasami
inne podejécie, polegajace na rozdzieleniu wielkoéci na podstawowe i drugorzedne,
prowadzi do niepotrzebnych pieécistodei.

Zagadnienie statecznofci dhigiego pasma z materialu neo-hookean zostalo
rozwigzane w pracach (2, 3,4 i 5]. Rozwigzanie zagadnienia statecznodci diugich
pretow, otrzymane przez zastosowanie zalozed upraszczajgeych klasycznej teorii,
jest przedstawione w pracy [6]. W pracy tf:j rozpatruje si¢ material jak ofrodek bez
wigzéw wewngtrznych.

Niniejsza praca zawiera fciste rozwigzanie zagadnienia statecznodci diugiego
pasma o przekroju prostokatnym z nieliniowego materiatu sprezystego. O materiale
zakladamy, Ze jest nicodksztalcalny w kierunku poprzecznym. Warunek utraty
statecznosci zostal wyprowadzony przy uZyciu metody nalozenia malego odksztal-
cenia na wstepne odksztaleenie skonczone.
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1. WSTEPNY, SKONCZONY STAN ODKSZTALCENIA

Przedmiotem rozwazaf jest diugie pasmo o przekroju prostokatnym. Niech B
oznacza stan nieodksztalcony pasma, a B stan odksztalcony.

W stanie B pasmo ma wysoko$s h, i szeroko§é 2b (rys. 1). O materiale pasma
zakladamy, Ze jest hipersprezysty i jednoroedny. Zaktadamy ponadto, Ze na material
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sa nalofone wigzy wewnetrzne, uniemozliwiajace od-
ksztalcenie w kierunku poprzecznym. Tak wigc pod
wplywem obcigzenia P pasmo przechodzi w stan B,
w ktérym ma wysoko$é i i niezmieniona szerokosé 25,
W B wprowadzamy wspélrzedne kartezjanskie x, y, z, °
ktore bedziemy uwazaé za wspolrzedne konwekeyjne
{6, 62, 0°}. Wspotrzedne kartezjaniskie x; dowolnego
punktu w B i wspdtrzedne kartezjanskie y, tego
samego punkiu w B wyraZaja si¢ przez wspolrzedne
konwekceyjne w nastepujacy sposéb:

=, Xa=2Z
(1.1) A

yl:x) y2=y: yi‘l:Zs

gdzie A jest parameirem odksztalcenia.

Okreélenie stanu odksztalcenia 1 napreZzenia pasma
opieraé sig bedzie na teorii skoniczonych odksztalceit
materialéw z wiezami wewnegtrznymi [7].

Tensory metryczne g;; w stanie B i GV w stanie
B maja nastepujace kontrawariantne i kowariantne
wspohrzedne:

1 0 0

1
g=detgij:15“, szet Gijzl.

Tensor odksztalcenia ma wspélrzedne

0 0 0

: 1 1
(L.3) Yij:E(Gij_gij): 0 7(1_27) 0},

O 0 0
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a jego niezmienniki s rowne

(1.4) I=g"¥ Gy=2+4% L=g,;CG" =127, L=-—=}%

Jak wykazano w pracy [7], wystgpowanie wi¢zow wewnetrznych w ofrodku
opisuje si¢ przez podanie zaleznodei migdzy wspotrzgdnymi tensora odksztalcenia.
w odpowiednim ukladzie wspdlrzednych krzywoliniowych ¢, na ogdt réznym od &, tj. .
(1.5 o fu:)=0, m=1,2, .., n, n<b,

W naszym przypadku najbardziej naturalne jest przyjecie §'=6", tj. &' sa wspdl-

rzednymi kartezlanskiml w stanie B. Wowezas zadany warunek niecdksztalcalnosci
w kierunku poprzecznym ma postaé

(1.6) y11=0.

Jak wynika z (1.6) dla przyjetego odksztalcema réwnosé (1.9) jest spelniona
tozsamosciowo. _
Kontrawariantne wspdlrzedne tensora napregZenia sa nastepujgce:

o (aaf 209 a0 oaf)
éﬁjz agr ags_l_ags aar ?

a.n v = BgH -y BH L pGH + 2 G
gdzie m=1

(1.8)

2 oW 2w C_ew
P:'-/Ts '(,E, W:]—/“Tg E: P:zl/Is“é‘};:
BY=1, g —g" £ G,
a W (I, f,, I;) jest funkcjg energii odksztatenia dla rozpatrywanego spreZystego
materiatu. Funkcje skalarne g, (m<6) nalezy okreshc z warankow brzegowych

1 warunkow rownowagi,
W rozpatrywanym przypadku stosujac (1.7) i (1.8) otrzymujemy

U= (10w tp+2q,
=12 p 21 wtp=—P,
P=P+(1427) ytp,

1272313 _q

(1.9)

Przy braku sit masowych réwnania rozniczkowe rdwnowagi maja postaé
(1.10) _ . Tij,r+rii kJ_}_lr'J %), ‘

‘gdzie I'j, sa symbolami Christoffela drugiego rodzaju, ktére przy naszym wyborze
wspotrzednych sg réwne zeru. Po podstawieniu (1.9) do (1.10) stwierdzamy, Ze
réwnania (1.10) sg spelnione tozsamosciowo, wtedy gdy ¢, =const. Niewiadomy
skalar g, mozna wyznaczyé z warunkow brzegowych na §cianach x=-b, gdzie
¢11=0. Z warunkdéw tych otrzymujemy '

1 .
(.10 : Gi= [D+(1+2%) w+p].-
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650 - ALEKSANDER RACZEW

2. DODATKOWE MALE ODKXSZTALCENIE

Pasmo odksztalcone w sposéb skoficzony poddajemy dodatkowemu malemu
odksztalceniu, okreslonemu przez pole wektora przemieszezenia ew, gdzie & jest
malym parametrem. Ciato przechodzi w nowy stan, oznaczony przez B’, i wszystkie
wielko$ci zwigzane ze stanem napreZenia i odksztalcenia doznaja przyrostow, kté-

tych liniowa cz¢éé wzgledem e bedziemy oznaczaé «primem». Dalej oznaczaé be-
‘dziemy fizyczne skladowe wektora w w- wybranych wspohzednych konwencyjnych

przez u,v i w. Rozpatrujemy przypadek plaskiego dodatkowego odksztakeenia,
kiedy u=u(x,y) v=v(x,y), w=0. .

Stosujac teorig malych odksztalcer, nalozonych na odksztalcenia skonczone
otrzymujemy nastepujace wyraZenia dla liniowych przyrostéw wielkodei charakte-

2u, wu,tv,0
f P . : .
Gij=‘vi,j+}vj,iwzrijwk= u'y—i_'le 21?,}, 0 N

G o 0
G:U.,,_ Gtr’ G.l's G G” X '

. 1 _
U ? (u, y+7), x) 0

1
@n Vi = Guy= %(u;y ey 2, of
I 0 0o 0
I =g" Gl=2(u +A?v,),
L=g (G L+G" I)=2 (1A% u ,+44%0 ,,
L=1, GY G,=24 (u v ) |
W ogblnym przypadku réwnania wiezéw wewnetrznych (1.5) dla stanu B’
przyjmuja postaé
(2-2) j;n (};ij +81“’; j) =0,
Rozktadajac lews strong (2.2) w szereg Wzglf;dem ¢ stwierdzamy, Ze musza byé
spetnione nastgpujace warunki:

3)”,,1 o0t 89J .,
3)’;—: aer 363 yl.f
W przypadku rozpatrywanego w mmejszej pracy warunku (1.6) z (2.3) wynika,
ze dodatkowe odksztalcenie powinno speliaé réwnanie
2.4 : 7=t =0,

Liniowe cz¢dei przyrostéw wspolrzqdnych tensora napr@zema sa okreslone
przez wyrazenie

(2.5) T’”=‘P’gi’+w’ BYA+yB Y 4pG'litp’ GYA- .
1 jeg" a¢b a6t oof am e0r , 7 f, , O
v \aar —'3+—:fs 7’:‘) qup ATq}'uv " nt +qm o ?
og" 26° " 05° 0d 997 00" 0%es O¥pg " OYrs

(2.3) 0.

@
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gdzie :
B (gij grs_gir. gjs) G;r’
' ) . r ¢ ’
@ z1411 11+A1212+ Aijy— - Ig,
: TN
{2.6) o . A
WI=A21 II+A22[2+ Aza__ IB’
. 21,
, o o e D
p'=(ds, I;‘lfAsz Iz+_A33 1) 13+ﬂ~[3
) 2 &W i, j=1,23 |
2.7) A,-J-—]/-i; Lol i,j=1,2,3.

Po wykorzystaniu {2.4) i podstawieniu - odpowiednich zwigzkéw do wyrazen
na skladowe tensora naprezenia otrzymujemy
H=cy, ‘v,ﬁ“CI;,
r1'22 = 62_2 'Zl’ P

(2.8) 3

30y 0,,
ey, TP=0"?9=0.
gdzie | | |
L Cia=—DH(A2— 1) Wp4-222 (Ay A2 Aa3) 4222 (14-47) (245, + 413+
22 (3+22) A1 +222 (1 1332) Ays,
2.9 Caa= —TH2424% (A11+2A22+A33 —|—4A12—|—4A23—|—2A13)
coe=—A>y—p,

a ¢, jest niewiadoma funkcja skalarna.
Dodatkowy tensor t'!/ spetnia nastgpujgce réwnania rézniczkowe:

(2.10) TV A rL e r T R R =0,
gdzie I}/ sa liniowymi czesciami przyrostéw symboli Christoffela. Dla wybranych
wspétrzednych konwencyjnych I/=w' ,.

Po wstawieniu odpowiednich wyrazéw z (1. 9) i(2.8)do (2. 10) i uwzg[qdmemu'
(2.3) otrzymujemy
(ces+712%) u, wt-(CLa-tCes) v, xy“l‘CI;,x:O,

@.11)
Co6 ¥, xxt (22212 v )=

- Réwnania (2.11) wraz z (2.3) tworza liniowy jednorodny uklad réwnan réznicz-
kowych na trzy niewiadome funkcje u, » i ¢;. Wspdlczynniki ukiadu sé;c niezalezne
od x oraz y; a zaleza jedynie od poczatkowego stanu odksztalcenia, okleslonego )
przez parametr odksztalcenia 4.
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Dodatkowe male odksztalcenie musi spelniaé warunki brzegowe naloZone na
badane pasmo. Poniewa? §ciany x=--5 sa nicobciaZone, musza zachodzié zwiazki

2.12) =0, 12=0, x=:lb.
Po skorzystaniu z (2.8) warunek (2.12) brzyjmuje postaé
€129, +q,=0,
u,+o =0, gdy x=-+b.

Przyjmujemy, #¢ pasmo jestAéciskane migdzy dwiema gladkimi sztywnymi
plytami, tak 7e na plaszezyznach y=0 i y=h s3 spelnione warunki

(2:13)

=1,
((2.14)
: T 2= (u,+2,,)=0, gdy y=0, y=h

3. WARUNKI UTRATY STATECZNOSCI PASMA

Przy ‘badaniu stateczno$ei pasma przyjmujemy kryterium, zgodnie z ktérym
zachodzi utrata statecznoS$ci, je$li istnieje niezerowe -dodatkowe odksztalcenie,
spelniajace odpowiednie réwnania rézniczkowe wraz z warunkami brzegowymi.
Tak wige zagadnienie wyznaczania wartosci krytycznych parametru odksztaleenia A
sprowadza sig do poszukiwania warto$ci wlasnych ukladu réwnan rézniczkowych
(2.11) i (2.3) przy jednorodnych warunkach brzegowych (2.13) i (2.14). ’

Poszukujemy rozwigzania zagadnienia w postaci

: (o)
1 )
W= Z A, cos o, p,

u=1

(31) W:Zfln(x) sin o, »,

=1
oo

Cgi= D Fa®) cos o,
n=1

gdzie 4, 1 a, sq niewiadomymi stalymi, a fy, (x) 1 f,,(%) niewiadomymi funkcjami,
ktére okreslaé bedziemy z réwnafn réwnowagi i warunkow brzegowych.

Po podstawieniu (3.1} do réwnan rézniczkowych (2.11) i (2.3) otrzymujemy
nastgpujacy uklad réwnaf rézniczkowych zwyczajnych:

flr:;_kz Otﬁ flnzoa

(3.2) L
‘ O €12+ Cs6) frut an = Ay (661772,
gdzie _ ’
C . - ypk2r22
@3y R

Coe
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Rozwigzanie ogélne ukladu (3.2) ma postaé
flu (x): Cln Sh p kx+ CZH Ch oy kx,
. fZl‘t (X)“—“ oy (612+666) [C_ln sh o, kx+ Cz;: ch oy kX}—l—
) 2 22
gdzie Cy,, Cyp 1 B, sa stalymi catkowania. T A (Cos+77%) x4B,,

Jesli (3.1) podstawimy do warunkdw brzegowych (2.14), to stwierdzamy, ze para-
metry o, sg pierwiastkami réwnania

(3.4)

’ . . nw
(3.5) sin o, h=0, % =7 n=1,2, ...
Po podstawieniu (3.1) do pozostalych czterech warunkdw brzegowych (2.13) otrzy-
mujemy : : )
. (36) Gy ClZfln (:l:b)+f2n (ZI:b)ZO:

flrn (ib)_ oy An:O-

Jedli catki ogdine (3.4) podstawimy do (3.6), to otrzymamy jednorodny uklad
algebraiczny na cztery state Cy,, Cy,, 4, 1 B,. Uktad ten ma rozwiazanie niezerowe,
gdy jego wyznacznik jest réwny zeru.
Odpowiada to obojetnej réwnowa-
dze pasma. Po prostych obliczeniach
réwnanie statecznodci otrzymujemy
w postaci :

b

thir cgqt t22 B

?

Fere Cog

3.7
: nub

K= Ty

Otrzymana z (3.7) najmniejsza
wartos¢ parametra A dla okre§lonych
wymiaréw pasma i potencjaty spre-
zystego W wyraza poszukiwane od- )
ksztalcenie, przy ktérym zachodzi
utrata statecznoscel. Po wyznaczeniu

krytycznego A z (1.9) moina wyzna- . Rys. 2.
czy¢ krytyczne obcigZenie:
(38) ' . Pkrz - dj (Akr) - (1 4E’?’l%r) v ()“kr) -7 ()Lkr)'

Ksztalt pasma przy obcigzeniu krytycznym dla n=1 pokazany jest na rys. Za,
adla n=2 - na rys. 2b. Przypadek n=2 odpowiada wyboczeniu pasma utwierdzo-
nego, przy czym warunek u (0)=u (h)=0 mozna spetni¢ przez dodanie do znalezio-
nego rozwigzania sztywnego przentieszezenia ciata.

Zbadamy niektdre szczegSlne przypadki réwnania statecznodci 3.7.
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Niech stosunek #/h—oco; wiedy x—oo 1 thkx—1. W tym przypadku pierwszy
wyraz w warunku (3.7) dazy do zera i warunek przyjmuje postaé

(3.9 3 72 = — g
Po podstawieniu odpowiednich wyrazefi na 'c“ i C66 otrzymujemy
aw oW
-\(3.10). E}TE=

Dla danego potencjatu sprezystego W pierwiastek réwnania (3.10) [gdy nie-
zmienniki odksztalcenia maja postaé (1.4)] jest poszukiwanym krytycznym odksztak-
ceniem. Jest to przypadek utraty statecznodci przez nieskoficzone, grube pasmo
poddane $ciskaniu. : : .

: W przypadku fizycznie Ilnlowego materlalu i malych gradientéw przemieszczen
Cos=G, gdzie G jest modutem sprezystosci postaciowej, Z warunku (3.3) wynika,
Ze graniczne $ciskanie (takie, ze dla kazdego mmiejszego smskama pasmo nie traci
stateczno$ci) nie przekracza modulu spreZystosci G.

Zatrzymamy si¢ teraz na przypadku stosunkowo waskich pasm, gdy x<1,
Spelniona jest wowczas asymptotyczna rownosé :

31D th kresekx —— (iac)3 -I- (k:c)5

Po podstawieniu (3.11) do (3.7) réwnanie statecznoscl_z dokladnoscig do wielkosci

rzedu O (1c®) przyjmuje postaé ' - . '
: @ 1 212 2 4 14

(3.12) ;;;—i-?rc k T k*, :

Przy malych odksztalceniach i liniowej fizveznej zaleznosci miedzy tensorem na-

prezenia i odksztalcenia mamy [6] can=A+2u, Coe=p=G, x=nnblhy, gdzie 1

i u sa stalymi Lamégo. Poszukamy rozwigzania dla 722 w postaci

3.13) 22— P, = ZP .

Po wykorzystanin (3.3) i prostych przeksztatceniach z (3. 12) otrzymujemy
(A+2pm)n? 7% b? nrat b A4+2u
3n2 [l_ 1542 ( +5)]
Site P, mozemy rowniez Wyrazié za pomoca stalych technicznych E- (modut
Younga) i v (wspdlczynnik Poissona):

315) P E__nm bz[l L (12 - +5)]

G.15 T v (1-2v) 343 - 15K2 1-2v

Dla poréwnania przytoczymy przyblizone wyrazenie na krytyczne napreZenie otrzy-
mane dla sprezystego oérodka liniowego bez wigzéw wewngtrznych [8]:

316 N E nznzb""[l nzxzbz(zéwv_i_s)]
(16) Pu™T07 T3 1552 \"1—v .

(.14) Py=
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Odpowiednie wzory dia odksztalceri krytycznych sprezystego materlaiu liniowego
Z wxegzaml i bez w1gzow sq nastgpujgce

R ﬂ'zbz[l n*n bz(lZ 1—v )]
L 1572 =2, T3

. nemth? [1 n? g? b2 (2 6—vy L )]

T TisE \To O
Na rys. 21 3 sa podane wykresy P /P> i ekr/ekr w zaleznodci od b/ho dla waskich,
sztywno zamocowanych na koficach pasm (n=2) dla lmlowego materialu sprezystego.

(3.17)

Ser g
o
fer -
12+ -
w0 . v=01
08 : y=02
ag - ‘
04— . . ‘ ‘ v=03
02+ N
i 1 ! ! ! [
g . 0e2 004 006, 008 010 e b
. hy
Rys, 3.
P g
Pir
-1’4 |
12
wr —— =01
08 \V'ﬂ,z
06 . ) v=03
04 =
62~
| 1 1 1 N 1 -
0. . om 0,04 006 gos - 00 oz b
_ hy
Rys. 4.

Z dotychczasowych rozwazafi wynika, Ze wystgpowanie wiczow poprzecznych

zmniejsza krytyczne odksztalcenic ey, i powoduje zwigkszenie Py, gdy b/h, spelnia
nieréwnosé

18 b 1,235y (1= (1—-2v)
(3.18) he = (—vp (IT—220)— (1 — 202 (1T—T) °

Dla wigkszych bjh, lecz takich, ze wyrazenia (3.15) i (3.16) sa wystarczajaco
Scisle, krytyczne obciaZenie sciskajace dla materialu z wigzami wewnetrznymi
rozpalrywanego rodzaju maleje w poréwnaniu z przypadkiem klasyczaym.
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Peswome

VCTOMUYNBOCTE [IONOCEl U3 YIIPYTOTO MATEPHATIA
C BHYTPEHHVIMW CBA3ISMU

Pemera 3aa9a 06 yCTOHYMBOCTH JIHHHOH DONOCH H3 HemrAeRHOT0 YOPYIoro MaTepHana,
KXOTOPBI W33 HANAYMSA BHYTPEHHWX CBA3CH H¢ MOXET HeopMAPOBATECH B NONSPEYHOM RHANPAB-
JNEHAH. YCNOBHE DOTEPE YCTOHYHMBOCTH BRBEACHO B3 TpeDOBAHMS CYIIECTBOBRHAH HEHYNCBOTO
pelueHns pis FOTIONHETENLHOH BO3MOKHOCTH medopmManyy, HajoxeHHOR Ha HAYadbHYIO KOHEY-
Hyio medopManmo, PAacCMOTPEHEL Clyiay GeCKOHSTHO MEPOKON I OMEHE Y3Ko#H monockt. B mocren-
HeM ciiydae, kKorpa medopManEd Majki, a MATCPUAn NAHEHHEI—KPATHICCKAS JeopMaliy B Ba-
TPY3KH CDABHEHLI C ITHMH COOTBETCTBYHOTIHMM JITA JHHelHOTO MaTeprana 0e3 CBA3EH,

SUMMARY

STABILITY OF A BAND OF ELASTIC MATERIAL WITH CONSTRAINTS

The problem of stability of a long band made of nonlinear elastic material, which possesses
constraints and cannot be deformed in transverse direction is solved, The condition of stability
loss is deduced from ¢he requitenent of existence a nontrivial solution for the small additional
possible deformation superposed on the initial finite deformation. The limiting cases of ah infinite
wide and very narrow band are considered. Tn the latter case when the strains are small and the
material is linear the critical deformations and loads are compared with those corresponding to

linear material without constraints,
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