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NIELINIOWE ZAGADNIENIE STATECZNOSCI SPREZYSTEJ
TROIWARSTWOWEJ OTWARTEY POWLOKI WALCOWEJ

 WACLAW SZY C (POZNAN)
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Powierzchniowe konstrukcje noéne tréjwarstwowe i wielowarstwowe znajduja
ostatnio coraz szersze zastosowania w budowie pojazdéw (ghéwnie w konstrukcjach
lotniczych) dzieki swym niewatpliwym zaletom, wéréd ktdérych najwieksze znaczenie
posiada stosunkowo duza sztywnosé przy malym ciezarze wlasnym. Ma to réwniez
swoje odbicie w rozwoju prac teoretycznych z dziedziny plyt i powlok wielowarstwo-
wych. Wiréd wielu problemdw poruszonych w tych pracach wazne miejsce Zajmuja
zagadnienia statecznoéci. Metoda rozwigzania tych probleméw zostala opracowana
przez M. STEINA i J. MAavErsa [1]. Dostosowali oni klasyczna teorig Donella w ten
sposob, aby mozna bylo uwzglednié deformacie powloki tréjwarstwowej, uwarunko-
wane $cinaniem. Réwnania nieliniowej utraty statecznodei sformulowane zostaly
przez C.T. WANGA [2], natomiast nieliniows analizg utraty stateeznosci przepro-
wadzili C. T. WANG i G. V. R. Rao [3]. Wplyw wstepnych odchylen od geometrycz-
nego ksztaltu powloki przeanalizowali H. W. MarcH i E, W. Kuenzi [4]; natomiast
pizebieg utraty statecznodei i Stany zakrytyczne badat R. J. SyLvisTER [5]. W ostat-
nich latach zagadnienia statecznosci powlok tréjwarstwowych rozwijane byly
szeroko przez uczonych radzieckich. Wérdd wazniejszych pozycji nalezy wymienic
przede wszystkim monografi¢ E. I. GricoLuka i P. P. Czurkowa [6], poswiecona
rozwigzaniu zagadnied stateczno$ci sprezystej powlok walcowych i stozkowych
niesymetrycznej budowy z tzw. «sztywnym» wypelniaczem przy malych ugieciach.
Na podstawie réwnania wariacyjaego Lagrange’a wyprowadzono réwnania réwno-
wagi oraz rozwigzano szereg liniowych zagadnief statecznosei przy roznych obcia-
Zeniach. Wartosei obcigzen krytycznych uzalezniono od szeregu parametréw fi-
zycznych 1 geometrycznych, przedstawiajac wyniki obliczen w formie wiclu wykreséw.
Zagadnienie lokalnej utraty statecznosci powloki walcowej rozwigzano dla réznych
rodzajéw obciazenia w pracy L. M. Kurszma I7] przy jednoczesnym okresleniu
warunkéw umozliwiajacych stosowanie w tych zagadnieniach uproszezenia polega-
Jjacego na nieuwzglednieniu sztywnodci zginania warstw nosnych. Rozwiazaniu
podobnego problemu z uwszglednieniem poprzecznej $cisliwoéci  wypelniacza
poswigcona jest praca N. K. GALiMowA [8].

' W niniejszej pracy podjgto analizg statecznosci otwartej tréjwarstwowej powloki
walcowej pod wptywem sif §ciskajacych, przylozonych do jej swobodnie podpartych
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brzegéw. Zagadnienie rozwigzano na podstawie zwigzkow teorii nieliniowej i poza
wyznaczeniem obcigzetl krytycznych przeanalizowano rowniez przebieg utraty
statecznoéci. Gtéwnym celem pracy jest analiza wplywu wstgpnych odchylet od
geometrycznie idealnego ksztaitu, a takze podstawowych parametréw geometrycz-
nych (grubo$¢ warstw) i fizyeznych (sztywnosé) materiafu powloki na przebieg
.. utraty statecznoéei. Jedynym zalozeniem upraszezajacym dla modelu izotropowego
wypelniacza jest przyjqoie’ jego niescisliwosei w kierunku normalnym do powierzchni
powtoki. Uproszezenie to, jak wykazal L. E. BRIUKKER [9], jest dopuszczaine
w szerokim zakresie praktycznie wainych przypadkow konstrukeji trojwarstwowych.

1. ZALOZENIA I PODSTAWOWE ZATEZNOSCT

Rozpatrzmy trojwarstwows otwartg powloke walcowa skladajgea sig. z dwu
cienkich warstw nosnych (zewnetrznej i wewnetrzne]) o jednakowych izotropowych
whasnofciach sprezystych i tej samej grubosci oraz z warstwy $rodkowe] (wypelnia-
jacej) o.odpowiednio mnigjszym module sprezystosci. _

Na powierzehni $rodkowej powloki przyjmujemy ortogonalny uklad wspol-
rzedayceh x, p, z, Przy czym érodek ukladu znajduje sie w jednym z narozy powloli.
0% x przebiega wzdhz tworzacej powloki, prostopadia do niej oé v lezy na powierz-
chni érodkowej, of z skierowana jest prostopadle do powierzehni §rodkowej z dodat-
nim zwrotem ku $rodkowi kezywizny. Wymiary powloki w kierunku osi x 1 y ozna-
czymy odpowiednio przez a i b, grubosé warstw nosnych przez d,, a grubosé warstwy
wypelniajacej przez 24. Promied zakrzywienia powierzchni érodkowej powloki
wynosi R (rys. 1). Zalozymy ponadto, Ze ' .

— brzegi powloki sa swobodnie podparte tak, ze mozliwe jest jedynie wystapie-
nie reakcji w kierunku prostopadiym do powierzehni §rodkowej;

Warsiwa nosna zewnefrzng

warsiwa nosna
. wewnetrzng .

el B
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— powloka obcigzona jest wzdtuz brzegéw sitami ciaglymi p,, dziatajacymi
w kierunku tworzacych oraz stycznie p, do powierzchni srodkowe]j powloki w kie-
runku obwodowym (rys. 2); - C

— obciazenie to nie zalezy od zmiennych x i .

Zaleznosei geometryczne pomigdzy skladowymi stanu przemieszczenia u, v, w
dowolnego punktu powloki, a przemieszczeniami punktow lezacych na powierz-
chniach $rodkowych warstw noénych Voo
wewngtrzne] w,, v;, wy 1 zewnetrznej
Ua, ¥y, Wa, okreflimy opierajac sig na
zatozeniu tzw. linii tamanej [10]. W my$l
tego zaloZenia proste prostopadle do .
powierzchni $rodkowych poszczegdl-
nych warstw przed odksztatceniem po-
zostaja prostymi i po odksztalceniu, ol
Jednak w przypadku warstwy wypeinia-
Jacej nie sa juz one prostopadle do ' Rys. 2.
powierzchni Srodkowej powtoki. Zakla- . _
da si¢ ponadto, Ze przemieszczenia promienjowe w punktéw poszezegdinych warstw
nie zaleza od wspchrzednej z. ' ‘ '

W zwigzku z tymi zaloZeniami w warstwach nosaych panuje plaski stan napre<
zen, natomiast w warstwie $rodkowej pomija sie jedynie naprezenia normalne
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w kierunku promieniowyn. Zgodnie z hipoteza linii tamanej ﬁrzemieszczenia U, T, W
w kierunkach. osi x,y, z wyniosa (rys. 3)
dla warstw nofnych (wewngtrznej i zewngtrzinei)

{.1)

' ( ﬁ]_én) ow,
u=u—\zHhT 5 50
an\ ow,

o=y — Z$f7$? “(7};;

dla warstwy §rodkowej mamy natomiast {rys. 3)

1 z 1 on ow
uﬂj(ul—kuz)—m, m=n, n=i-(u?—'u1)wf P
a wiec k
(1.2 u=l{ul+uz —l—i (ul—u' 44 EE)]
4T h 2T o]}

Dla wszystkich warstw powlokl przyjmujemy W=, =Wy \
Odksztalcenia powloki przy duzych ugigciach okreglone sg znanymi zwigzkami

geometrycznymi: .
8u+ 1 (3}1})2 . do W n 1 (8;-12)2
STy T2 \ox /) “Za R 2 \ayl’
i 3 3v+8u dw Ow B 3w+8w
(1-3) Po= o ey ax dy’ 1 ez oy’
3u+5w
'}sz_:a; o’

gdzie ¢ i y sa wydluZzeniem wzglednym i katem odksztalcenia postaciowego W odpo-
wiednim kierupku lub plaszezyinie.

7. ROWNANIA ROWNOWAGI

Jesli w ciele sprezystym znajdujacym si¢ w stanie réwnowagi pojawia si¢ mate
wirtualne przemieszezenia, to, jak wiadomo, réwnowaga zostanic zachowana pod
warunkiem, Ze przyrost catkowitej energii potencjalnej ulkdadu dn=0, przy czym
n=U-A, gdzie U jest energia potencjalna wewnetrznych sit sprezystosci oraz A
jest pracg sit zewnetrznych (powierzchniowych J masowych): Otrzymamy zatem
zwigzek

@1 SU—34=0,

na podstawie ktérego mozna wyprowadzié réwnanie réwnowagi elementu troj-
warstwowej powloki walcowej. :
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Energia odksztalcenia sprezystego poszezegdlnych warstw wynosi

: 1
(22) Ui =?_ f [o'xi 8xi+ayi ‘S\yiJFTxyi y.\:yi—!—(""‘xzi yxzt—l_ryzi szi)] dV:
L4

i=1,2,3,

przy czym i=1, 2 dla warstw nosnych (wewngtrznej i zewngtrznej), i=3 dla warstwy
srodkowej oraz

2.3) u= 30

Dwa ostatnie skiadniki we wzorach (2.2} pomija sig w odniesienin do warstw
noénych wobec matej ich gruboéei (z zaloZenia). Wyrazajgc napreZenia ¢ i 7 w od-
powiednich kierunkach przez odksztalcenia ¢ i y wg prawa Hooke’a 1 vwzgledniajac
formuly (1.1)-(1.3), catkujac wzgledem zmiennej z w odpowiednich gramcach
wykorzystujac zaleznoei (2.2) i (2.3), otrzymamy

CH  U=BE) » xale) |t
[8% 1 (ﬁw)z] [a@d w1 (aw)z] 1 (r’)vm Gl
2l 2\ e T r g T U ety T

a b .
dw dw 8uﬂ)2 (Bwﬂ) Juy dug
+3\: F ) }dxdy—iBéff[(ax -+ +2v—a-;—a-;+

a b
2z 62‘1)2
il B
m(l v)(—a"— E—)]dxdy—i—D!éf[( ) ((3}1‘2) -+
LEwEw (Wﬂjdd ff“% &%)-
T2 5a 5 2 UG5 xy+h200 2 ol T
+(8faﬂ+§n w ) (Bug J, &7 w) (8*0,5 J, &% w)
a2 ) TP T2 we\e T2 G
a b
duy v, 0w\ G
_(1 )( +3x +(5na—x3y) ]dxdy-l—;f{f{[u,;—i—
R L R R L
S Uy bl IS R G el S

E.h __BR B, aﬁ
T3 (1Y) 1y D~12(1—1;2)

gdzie
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sa sztywnosciami rozciagania i zginania warstw $rodkowej inoénych; I i E, sato

moduly Younga materialu warstw, G oznacza modut sprezystodei postaciowej ma-

terialu warstwy érodkowej oraz v wspGlezynnik przewgzenia wzglednego (Poissona).
Przemieszczenia sprowadzone -oznaczono W sposéb mastepujacy

1
10, = -i- {1y {uz) .

1 1 1 o
Hg =?(u1-—u2), ‘l’)azj(‘% +v3), 'Uﬂ:?(’fh—’”z)-

Wprowadzajac funkcie (2.4) do réwnania (2.1), przyjmujac na prace sit ze-
wnetrznych [obeiaZzenia powierzchniowego g (x, )] catke

\'A= ffb qw dx dy

i wykonujac okreslore wariacje, otrzymamy réwnanie wariacyjne, 7 ktérego zgodnie
7. lematem podstawowym rachunku wariacyjnego [11] dostaniemy réwnania réz-
niczkowe réwnowagi elementu powloki tI’OJWaIStWOWE_}, a takze zespol warunkdw
" brzegowych zagadnienia. Réwnania ro\wnowagl uzyskamy z przyrowndnla do zera
wyrazen zawierajacych wariacje tego sariego argumcntu i spelnionych na calej
powierzchni powloki, tj. Wystqpujqcych pad znakiem calki powierzchniowej.
Warunki brzegowe. otrzymamy-w podobny sposob z funkcji dotyczacych brzegu
powloki czeiciowo scalkowanych, tj. wystgpujacych’ pod znakiem calki pojedyncze;.
W my$l powyiszego otrzmeJe sig nastqpugace rownama réwnowagi wyrazone
w skiadowych stanu przemleszczema

s Pu, 1—-v 82ua+l—l—v 2w, v Bw_'i'_av-v Bzw_l_l—v dw 321v+
@ ) . ax® * 2 @ 2 Bxay, R Ox  ox Ox* 2 dx dy*
: B LT S 1+v 3w ow

T2 axdy oy =0,

1+v 8%u 1 —v-8%0, 8o, 1. 3w+1 v Pw dw
2 dx ay_ 2 ox? + o2 Rdy | 2 ax2 dy.-
T4 Pw ow dw Pw

=0
2 axdy dx By F
g

' h( | D;)( 2y, 1-v 0%uy 14 azwﬂ) D5, @ (32w+'32w)
T\ \Ge T o T o Gh ax\axr " ay?

: 8\ aw
L —t=\E g g =0

5“*%(;ﬂvﬁm@jﬂm%am)mmaﬁmﬁﬂ
Bt i\ ey T 2w g ax? | oy

2Gh dy

- O\ dw
— = k—i-? o ={,
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{ [3% w1 (aw)z du, v (311’)2]
@3 2GR w2 G P e T
’ ow (82% 1—v 2u, 14v o, v 8w+3w &w 1—v owd?w
ax \ox2 2 o2 F Ehcc?y Rox Tox o2 2 ox ay>
14v 22w 5w) BW(H—V ?u, 1—vy d’v, 8z, 1 ow
2 oxdy dyl ey \ 2 3x3y+ 2 e T TR ay
1—v &w 0w 1+v &*w dw  ow 2*w\ &*wldu, v, w
T nta wh w e ) T a e '
2 ox* oy 2 dxdy dx  dy dy ax?léx

ay R
1(3w)2 v(@w)Z] 32)1’[3?),1 w dut, l(ﬁw)z_{ v (311))2]
ol TG 1Ter s TR et e T e [T

% w (3% {Faua dw 3}1?)} ( D, 5,,) y
LA™ TA VR M Y | R S TT)

D, é, (Buﬁ+ 5‘05) ) G (th 5,,){ d [ (h 5,!) Bw]
thda By% 2 2 3xuﬂ+ +?3x+-
Fop e ) a0
a +ih+ Ee g=0,

Roéwnania te w podobny sposdb uzyskat L. M. Kurszmv [12]. Réwnania (2.5)1,2
odpowiadajg réwnaniom rzutow sif na kierunki ost x i y. Rownania (2.5); 4 stano-
wig warunki réwnowagi momenow wzgledem osi x Iy Natomiast réwnanie (2.5)
jest rownaniem rzutu sit na o =z

gdzie A jest operatorem Iaplace’a.

3. FUNKCIE NAPREZEN I PRZEMIESZCZEN. ROWNANIA WYISCIOWE

Otrzymane réwnania réwnowagi (2.5) odpowiednio przeksztalcimy sprowadza-
jac zagadnienie do ukladu trzech réwnan rozniczkowych zwanych réwnaniami
wyjsciowymi. Sily normalne N, N, i styczne S, dzialajace w przekrojach x =const,
y=const powloki otrzymamy calkujac odpowiednie naprezenia oy, 0, i 7, Po
obszarze jejsgrubosci. Opierajgc si¢ na prawie Hooke’a i zwigzkach (1.1)-(1.3) sily
te wyrazié moZna przez skladowe stanu przemieszezenia:

. u, 1 {ow\®> v, w 1 [ow\?]
N,=2(B+B,) "5?4——2* +v -E—*v

ax oy R (?y
11 s [37} w1 (Bw)2 an, 1 (c'iw)
3.1 Ny=2(B+B,) _E‘f‘? ‘gy +v o +?v o |

‘f)a du, c’)w 3w)
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Wprbwadzajqc funkcje naprezen F przedstawimy sily normalne 1 styczne w postach

0 F _@*F a* F

(3.2) N,\.:—‘g)i, N, FRe Sy ™ —E«B} .

.. Ponadto przyimujemy funkcje przemieszezef ¥ okreslong zaleznofcia

33 Oy dug
(3.3) vty

Po odpowiednich przeksztatceniach -z wykorzystaniem wzoréw (3.1), (3.2}
i (3.3) z réwnah réwnowagi (2.5) otrzymamy nastepujacy uklad trzech réwnan.
rézniczkowych:

( Dsa,,) LEE 2[3( ic%.)+1 i]d 0
| adw = = LOn F)=2{B B oy Bl ¥+g=0,

51!
G(Iri“i—) pos,
—=Aw—

T AT T L AT
h (B—{—';J;“ Bs) h (B—I’?BS) 2R (B—l-—é*B_,)

G

(34)  dy— Adw,

_ I a*w 1
AAF+-2(B+B) (1—v?) Rz ECTJF“Q_LU‘V: w) [=0.

Dia skrécenia zapisu wprowadzono tu nieliniowy operator réiniczkowy

P f 0 fa 3fy P*fL Pforfh
L(fi"'fz)_ié?x—z ayr ' axt oy* _Zaxay' dxady’

Réwnanie (3.4); jest réwnaniem réwnowagi, a réwnanie (3.4), rdwnanien
zgodnosei odksztaleen powtoki tréjwarstwowej. Odpowiadajg one swg postacia
znanym rownaniom powlak jednowarstwowych. Dodatkowe rownanie (3.4); jest
réwnaniem zgodnosci przemieszezen powloki tréjwarstwowel.

4, WARUNKI BRZEGOWE

~ Poza réwnaniami rownowagi otrzymamy ze zwiazku (2.1), jak to opisano wozg-
$ci drugiej niniejszej pracy, uklad warunkéw brzegowych zagadnierfia, Warunki
brzegowe maja charakter alternatywny, tj. zalezny od sposobu podparcia i obcia-
zenia brzegéw powloki. Zgodnie z zatoZeniami przyjetymi w czescl pierwszej przyj~
ma one postaé:

dla brzegéw krzywoliniowych x=0, x=a

> F &* F 0
ayz = —Px axay_ 3

( D,) ( dug 3'05) i D, d, (52 w02 w) o
B_i_i? Bx"i—vay Zh? _Efim%ﬂ) a2l

4.1)
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(4.1) 7,=0, w=0,

[e-d] O\ (2w 8w\ Dy é)',, duy,  duy
" (21” 2 )(axz +”W)+ i (ax+ ay) 0
dla brzegdw prostoliniowych y=0, y=b
8% F & F
axay O e e

40 ( )(31:,3. c'}u,,) D6, (32 w92 w)
4.2) B+"”‘ +v Ew +== P +Vﬁ =0, w=0,

. (2 D, 5§) (Bszr a2 w) D_‘J,[(Bvﬁ &uﬂ)
Do o Ve T o T

Przy formulowaniu powyiszych warunkow wzigto pod uwage réwniez zwigzki
(3.1 (3.2). .

Warunki (4.1), i (4.2), okreflaja brzegowe wartosci sit normalnych N, i N,,.
ktére musza by¢ oczywiScie réwne przylozonym do brzegéw powtoki sifom ze--
wnetrznym. Warunki (4.1); i (4.2); oznaczaja zerowanie sit stycznych S, na swo--
bodnie podpartych brzegach powloki. Zaleznosci (4.1)s i (4.2)s sa warunkami
oznaczajacymi zerowe ugiecie brzegéw powloki. Réwnania (4.1), i (4.2), przedsta--
wiaja warunki, w mysl ktorych na brzegach powloki nie zachodza obroty w plasz—
czyznach prostopadiych do powierzchni §rodkowej powloki, a styczaych do jeh
brzegéw. Poz)stale warunki oznaczaja znikanie momentéw zginajacych na brzegach.,

uﬂ=0,

5. FUNKCIA UGIECIA. ROWNANIA ZGODNOSCI ODKSZTALCEN ORAZ PRZEMIESZCZEN:

Poniewaz wiadomo, %e na przebicg utraty stateczno$ci powloki duzy wplyw maja.
ewentualne poczatkowe odchylenia od geometrycznie idealnego ksztattu powloki
(tzw. wstepne ugigcie), wprowadzimy do réwnar podstawowych (3.4) na miejsce-
ugigeia (w) wyraZzenie w postaci w-+w,, gdzie w, (x, y) oznaczaé bedzie wstepne-
(poczatkowe) przemieszezenie punktéw powloki w kierunki osi z. Zaktadamy,
e przemicszezenie to pojawito si¢ w powloce jeszeze przed jej obeigzenjem. Ugiecie:
wstepne wprowadzimy tylko do wyrazdw nieliniowych réwnan (3.4) i przy zalozeniu,,
ze wo jest male w poréwnaniu z w, a zatem Ze

L {wtwe, wrwe)mL (W+2w,, w).

Po tych przeksztalceniach otrzymamy nastepujacy uklad réwnaf rézniczkowych =

D.éd, 1 *F
. )A wH"‘E (—9—5-_—L(w—£—WO,F)-2 h—l— + Bh Ay+q=0,

(5.1} _ Sa
Gy B G (h +7)

3 6?1

D
i = i Aw+ [ Adw=0,
h (B-I—“é— Bs) h (B+§~Bs) 2K (B+“§Bs)

Ay —
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a2

‘ 1 p 1
(5.1) AAF42(B+B) (1_"2)[} '—i-—EL(erZwo,w)]:O.

[e.d] aTCZ
Przyjmiemy, ze funkcja aproksymujaca ngiccie ma postaé podwojnego szeregu:
2] \ [e.e]
wix, yy= Z 2 W, 510 max sin nffy,
fromy Qg

przyjmujgc w pierwszym przyblizeniu [13] jeden wyraz szeregu 1 zakladajac, ze przy
deformacji powtoki zachodzi zjawisko tworzenia sig jednej poHfali ugigeia zardwno -
w kierunku podhuznym jak i obwodowym, otrzymamy

{5.2) w (x, y)= W sin ax sin fy.

Podobnie funkcje wstepnego ugigcia obierzemy w formie
(5.3) ' wo (X, ¥)= Wy sin ax sin fy.
W formufach (5.2) i (5.3) wprowadzono nastgpujace  oznaczenia: W, W,
0ZNACZAJY odpowiednie ugigcia $rodka powlcki, punktn o wspotrzednych

a b i T
a

Tak dobrana funkeja ugigcia spelnia oczywiscie warunki brzegowe (4.1)s 1 (4.2)s.

Wprowadzenie przyjetej funkeii ugiecia do réwnan (5,1);, 3 umozliwia niezalezne

od siebie rozwigzanie tych réwnan oraz okreslenie funkcji naprezen i przemieszezen

w postaci
- 2 1 p? a2 -
{5.4) F=(B4-B,) (1—v?) 16 W{(W+2W,) FCOS 2mx+zg—z cos Zﬁy) -+
| . 20{2 ‘ W . . ’ px yz py xz
+(052 _hg-Z)z,;E sin ox Sul-ﬁy] — 5 — >

o2 2[( 5") D, 2 2}
o ). G\h+ = 5 @6

= Wéjnocxsiﬁﬂy;_" o

(a2 +5% (B+?Bs) h+G
Spelnione sa oczywicie warunki brzegowe (4.1); i (42)2, a dwa 6‘s:fatnie‘wyra.zy

funkeji (5.4); uvwzgledniaja naprezenia stanu blonowego, pochodzace od obciazert
przytozonych do brzegdw. powloki. T ;

6. ZASTOSOWANIE METODY BUBNOWA-GALERKINA

Rozwigzanie réwnania réwnowagi (5.1), przeprowadzimy metoda Bubnowa-
Galerkina., Réwnanie wariacyjne napiszemy w postaci

{6.1) ' s fafb X w(x, 1) dxdy=0,. :

o0
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gdzie Jw oznacza wariacje ugiecia spelniajaca warunki brzegowe oraz gdzie
82 '

1
{6.2) X=Dq AA4w "z E;ﬁL {(wdwy, F)—28, Aw{q -

Jestlewa strong réwnania (5.1) . Wprowadzono tu nastgpujace oznaczenia: SpI'OW:L-
dzona sztywno$é zginania :
'DS 51!

h

. D0=2D__—

sprowadzona sztywno$é rozciagania
By,=B (k-l— )—l— B h

Na podstawie zwiazku (5.2) przyjmuj'emy
6.3)  Sw=0W sin axsin fy.

Podstawiajac (6.2) i (6.3) do réwnania (6.1) oraz wykorzystujac zwigzki (5.2)—~(5.4)
Po wykonaniu calkowania otrzymamy nastgpujace réwnanie algebraiczne:

16 o* B2 .
©4)  WW+w,) 5,,(1+ )(1~—v2) [32 (oe“+ﬁ“)(W+2Wo) IR (a—zj%]*
5( ) - [ﬁ2 % ] 41),,_5,,+
—E 1“|"‘F (1 )W “(W+2WO) 2R( 2+ﬂ2)2 +
l ’ ’ nzﬁ,, 0, 2 232 n* '“ 2, 2
g (= H}_.) Wty | +E% P+
K !
7* 9, Bo (#24§2)? [G(k+§)+ - (’*+ﬁz)]

S i W=0.
2B[(o¢2~l—ﬁz) (B+——Bs) h+G]

Porinigto przy tym obquzenle pow1erzchmowe q (x y) ktorego W rozpatrywanym
Lagadmemu nie- wwzglednia st - -
WprowadZmy nastepujace bt_:ZW-ymIaI‘OWC parametry: «:

w Wo ) 5" (74

a
C_iT’ CO*T,- CASSE EEg, - =,
R Gh B p. op,
”—h ) —B > P"_En, px_—gp ny?;
S i px T
é""_— ? >
Px Prr

gdzie p,, oznacza gérng klytycznq warto$é 0bc;qzen1a statycznego powloki geome- -
trycznie idealnej, ktdrej wyznaczenie, zostame oméwione w dalszej czedei rozwazaf.
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Réwnanie (6.4) mozna teraz przedstawié w postaci

Lk (L) (CH2Le) LK (G o) T+ K L.

(6.5) ﬁ*=K—J—_4+K5(c+co) !

. Stafe K, (i=1,...,5) okresione sg przcz bezwymiarowe parametry:

WO M) 16m RO ()

1 32 k* 1T 3k (147)? ’
71:2 1 },2 ] 3'1'6 (1 _;i_,y;l)z
—— e (U S,
Ks " (/H“P) (1 v ) {2 n (1_1_7}2)2 3 K2 2 K2 %

LAWY RIS PR
;5 (1 )+[z(1_+—2—,1)+ 3 p][(a(w 21)+6 Uty )]

“Joe\z ¥ 1
* 2 (1499 (14 = 2 )+ 0
3 A
1 A ,
K4=*“4f?‘, K5=Z";{E(1+'}’ &)

7. rownania (6.5) mozemy uzyskaé gérng krytyozng wartoéé obeigzenia statycznegor
dla powloki bez odchyleft od ksztattu geometrycznie idealnego zakladajac, Ze

CoiO, i:__yo_

Wyznaczymy gome obciazenie krytyczne dla powioki obcigzonej jedynie sitami

roztozonymi w sposéb ciagly p. na brzegach x=0 | x=a. Zatem, wobce p,=0,
N

7
mamy &=0 oraz K,=0, K5=?4—I~c—2. Stad
K;

: 4 - i 1 ]
PR - T 2 R, 2
69 Fu=lim fuemnr =g, (TP | e

! FETATNE O YA AW
Yoo o el s o)

IR q
b J{[n’ (1+y2)(1+—3—~ %)Jrex?]

+2n* (147

Roéwnanie {6.5) mozna teraz przedstawié w postaci

@ Ptas P tas b

6.7 f=
©7 a; {+as

Parametr  oznacza stosunek biezacego obcigzenia do gérnego krytycznego
dla powloki geometryczaie idealnej (6.6),

P B

fm =

Py ﬁkr.
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Wartosci statych a; (i=1, ..., 5) wynoszg
a; =Ky, a,=—K;, a3=-—3K {}K,),
a,=—[CK, {,+K;) Lo+KL),  as=K5 &,

Gérna i dolng warto$é krytyczng parametru obciaZenia #7 i #* dla powtoki posiadaja-
cej poczatkowe odchylenia od geometrycznie idealnego ksztaltu (wstepne ugigcie)
mnozna wyznaczyé jako ekstremum funkeii (6.7), przy czym maksimum w przedziale
(= 0 odpowiada gérnej i, a minimum dolnej #2 wartodei krytycznej.

7. OBLICZENIA NUMERYCZNE 1 WNIOSKI

Obliczenia cylrowe przeprowadzono dla otwartych powlok walcowych $ciskanych
wzdhiz tworzacej 1 wykonanych z nastepujacych materialéw:

1) warstwy noéne z duraluminivm DI16T (E,=7,19.10° kG/cm?, v=0,3},

2) warstwa wypelniaja:ca ze spienionego tworzywa sztucznego typu «Molio-
pren» [14] o wlasnodciach zaleznych od stopnia spienienia {E;=100 do 1100
kG/em?, G=350 do 550 kG/cm?).

Jako stale przyjeto nastepujace wymiary powloki: dlugosé w kierunku tworzacej
@=60 cm, szeroko$é w kierunku obwodowym b=40 cm, $redni promien zakrzy-
wienia R=100 cm.

Rozwiazanie dla przypadku réznych wstgpnych ugieé powloki {, przedstawiono
w formie wykresu na rys. 4. Zestawiono tu krzywe statecznodei {(7) dla réznych

dp=01cm : T
h=05cm . : / %
=540 kG/em” o /
cramieer? | 0| | y

F” ) S S - i

7.1 F—

? 6z 12 T
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wartoécl parametru {o=0 do 0,2. Punkty 4, (i=1, ..., 5) wyznaczaja na osi odcigtych
warto$ci gérne krytyczne parametru obcigzenia f%, a punkty B; dolne krytyczne .
Obszar niestatecznosci, tj. przedzial £ <i<i,, maleje wraz ze wzrostem poczatkc-
wych odchylerh od geometrycznie idealnego ksztaitu powloki i zanika calkowicie
przy wartodei {,=0,116 w punkcie M (rys. 5). Jak widac istota wplywu wstepnego
: : : ugiecia na przebieg utraty statecznosei
jest taka. sama, jak w przypadku powlok
jednowarstwowych. Przebieg wuiraty sta
tecznoéci przy zmieniajacej sig grubosdci
(h=0do 0,75 cm}) warstwy wypelniajacej
ilustruja krzywe W () na 1ys. 6.
'/ przeprowadzonej analizy wynika, Ze
wraz ze wzrostem grubodci h wazrastaja
_nieliniowo wartoéci krytyczne obcigZef,
. przy czym maleje obszar niestatecznofe,
tj. réznica p, —p~. (xys. 7). Krzywa W (5)
dla #=0 obrazuje przypadek powtoki je-
dnowarstwowej. Kolejny wykres (rys. 8)
przedstawia krzywe réwnowagi (p) dla
powlok o zmieniajacej sig grubosci {d,=
—=0,05 do 0,3 cm) warstw nosnych. Zwig-
kszenie grubosdci 8, powoduje zblizony do
lintowego wzrost wartoéei krytycznych ob-

67 iazZenic iestatecznodci poszerza
g 005 610 2, cigzenia. Qbszar niesta e.:c n P Sere
sie wyraznie, wzrasta takze stosunek g, i

Rys. 5. (rys.9). Przeprowadzono takze obliczenia

dla powlok o téznym stopniu spienienia
wypetniacza typu lekkiego (£,=0 do 1050 kG/om?, G=0 do 530 kG/cm?). Rezultaty
obliczen przedstawia w formie krzywych { (f) wykres (rys. 10). Pierwsza krzywa
(E,=0, G=0) dotyczy czysto teoretycznego'przypadku zerowej sztywnofci wypel-
" niacza, §wiadczy jednak o braku nieciaglosci przy przejSciu grapicznym E—0,
G—0. Wzrost sztywnoéci wypelniacza powoduje zwigkszenie odpornodei powloki
na wyboczenie, priy czym jest on szczegdlnie wyrazny w zakresie matych sztywnosci.
Obszar niestatecznofei nieznacznie maleje ze wzrostem sztywnoscl (Tys. 11). Wynika
stad, Ze nie mozna pomijaé sztywnoéci materiatn wypelniacza nawet wowczas,
edy jest ona niewielka. .

Podsumowujgc wyniki obliczed mozna stwierdzi¢, co nastepuje:

1) wplyw wstepnego ugi¢cia na wartodé obciazed krytycznych jest analogiczny,
do wplywu w przypadku powlok je‘dnowars_twowych;

2) efekt nieliniowosci Zagadnienia statecznosel powloki trojwarstwowej jest
wyraznie mniejszy niz dla powlok jednowarstwowych, co potwierdzaja wnioski
szeregu prac; jest on tym mniejszy, im wigksza jest grubosé warstwy wypelniajacej
(rys. 7); ' ' '
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3) doktadne pordwnanie uzyskanych wynikdw nie jest ‘niestety mozliwe ze
wzgledn na to, ze w literaturze znane sa jedynie rozwiazania podajace wartosel
obciaZzed krytycznych w zaleznoéci od ziozonych bezwymiarowych parametréw,
natomiast w niniejszej pracy rezoltaty uzalezniono,od konkretnych wymiaréw i da-
nych sprezystych materialu powloki. . :

Mozna, rzecz jasna, poréwnaé wyniki szezegdlne 7 rozwiazaniami innych auto-
réw. Dla danych przedstawionych na poczatku p. 7 niniejszej pracy przy 38,=0,1 cm,
h=0,5 cm, G=270 kG/fecm?, E,=540 kGfem? ze wzoréw uzyskanych wg teorii
{iniowej, podanych przez STEINA I Maversa [1], otrzymuje sig gdrne obcigzenie
krytyezne pe,= 1098 kG/cm, podezas gdy wg wzoru (6.6) wypada warto$é o 9,5%,
mniejsza. Dla innych danych wyniki sa podobne i tak np. dla A=1cm, a takze
dla G=530 kG/cm? i E,=1050 kGfom? ofrzymano wartoécl obeigzef krytycznych
mniejsze odpowiednio o 11,27 1 7,6 9. Natomiast wg zaleZnosci podangj przez
KUrszINA [12], dia a=b=60 cm i pozostatych danych jak poprzednio otrzymuje si¢
Po=1599 kGjcm. Zwiazek (6.6) daje w tym przypadku warto$é o 5,5 %, wyzsza.
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PcaromMme

HEJIMHEWHA ST 3ATAYA VIIPYTOM VYCTOWYHBOCTU TPEXCITOMHOM OTKPBITOIT
LTHANVHAPUYECKOM OBOJIOUKH

B pabore pemaercd HenmHeiHAs 334343 BHIOYYHBAHM TPEXCHOMROH OTKPHTOR ¥uimajpw-
4ecxoif 0DONOWKH 1I0]| BIMANEEM CHCMAFOTITHY, CHII, IPRICKEHUER X ¢BODONHO OUEPTHIM Kpasm
obonouky, VpaBHeRns PABHOBECHA B KOMINIERC KPACBEIX YCIOBMI BBIBEHEHB!, € YU€TOM THEICTC3hL
«HOMAHOH JIMEAW?, ¥3 YCAOBHA MEHEMYMA IOTCRIMANLHOR SHEPTHE CHCTEMLI. Pemresue 9THX

* ypaBiennit OcyIIecTBAsETCH Ha OCHOBS METOHA Lybuosa-Taneprama, B o6ImeM BEAE, ONPENSImOTCS
BEPXHMIT 3 HEDKHUH TIpeMenss KpRTHYcCKoil marpyaru. B pabore TAOTCH, TAIOKS, Pe3yIBTATE YHCIIEH-
HRIX PAcieToB, WPOBEACHHLX I 0GONOYEK © JETKWM SATORHERTENEM, CRAMASMER 0 Hanpag-
HeHno ofpasyronmx, [aE avanu3s BOHARWS HEKOTOPBIX TEOMETPHYECKHX H (JM3MUMECKAX Tapa-
METPOB OBOIOTIHY, Ha IPONECE HOTEPH YCTOHRIHBOCTH, A TAKKE Ha BHACHAS KPATHICCKHX HATPY30K.

SuMMARY

N'ONLINEAR PROBLEM OF ELASTIC STABILITY OF A SANDWICH
OPEN CYLINDRICAL SHELL

In this paper is solved the nonlinear problem of an efastic buckling of a sandwich open
cylindrical shell under the influence of compressing forces applied to simply supported edges of
a shell, ’

The equations of the equilibrim and boundary conditions are obtained, on the basis of
the hypothesis of a «broken line», from the condition of minimum potential energy of a set.

Solution of these equations is based on the Bubnov—Galerkin method. -

Upper and lower values of the critical load are obtained in a generil manner.

The paper also contains the results of numerical examples made for shells thh a light filling
compressed along the generating lines.

Analysis is made of the influence of certain geometrical and physncal parameters of the shell
on the stability Toss process and on the critical loading values,
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