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TARCZA KWADRATOWA OBCIAZONA NA KONTURZE SILAMI
SKUPIONYMI

KAZIMIERZ RY K AL UK (WROCLAW)

1. WsTEP

Rozpatrzmy izotropowsg 1 sprezysta liniowo tarcze kwadratowa o boku @ i gru-
bosci jednostkowe], obecigzong zréwnowaZzonym ukladem m sit skupionych P,
{rys. 1). Sily P.=X,+i¥, sa przylozone w punktach #,=x.4iy, konturu tarczy.

= ?g
=
) \{
tz OZ:X+iy pjj—&ﬂ
. =
%=X3+{y
Tl |
gt
o

. ! im
J‘—, Y,
R
Rys. 1

Rozwiazanie przeprowadzimy za pomoca funkcji zmienngj zespolonej, wyko-
rzystujac metode N. I. MUSCHELISZWILIBGO [4), rozwini¢ta nast¢pnie dla tego typu
obciazenia przez L. MARTINIEGO [3].

Po odwzorowaniu konforemnym kwadratu, lezacego na plyszezyZnie zmiennej
z=x--iy, na kolo jednostkowe, lezace na plaszczyZnic zmiennej {=¢&--iy, za po-
mocy funkeji odwzorowujacej z=a ({) zagadniénie sprowadza sie do wyznaczenia
dwoch funkcji Goursata ¢ () 1 w({), kidre posiadaja nastepujace postacie [3}:
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gdzie p, jest punktem na brzegu kota jednostkowego |{|=1, odpowiadajacy punkto~
wi # na brzegu kwadratu, a a; sa wspolczynnikami zespolonymi, ktére nalezy
wyznaczyé w zaleznofcl od obciazenia tacczy.

Skiadowe tensora naprezen oraz wektora przemieszezen w biegunowym ukiadzie
wspélrzednych obréconym o kat o wzgledem ukladu Oxy obliczymy ze wzordw
Kotosowa-Muscheliszwiliego:
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gdzie e jest podstawa Iogarytmow naturalnych, {=w™" (z) odwrotna funkcja od-
wzorowujaca, ¢ — modulem Kirchhoffa, a x zalezy od wspdiczynnika Poissona v
i wynosi (3—v)/(1}v) dla plaskiego stanu naprezenia oraz 3—4v dla plaskiego stanu
odksztalcenia,

2. FUNKCIA ODWZOROWUIACA z=a ({) ORAZ ODWROTNA (= ~*(2)

Dla kwadratu funkcja o ({) jest nieskoficzonym szeregiem potggowym:

@0 z=o(O= Y al,

otrzymanym metoda sprzgzonych szeregéw irygonometryczaych f[1 i 5].
Wspotezynniki ¢; oblicza sig ze wzoru rekurencyjnego

@I-1)(4-3)
Carp1 = _“W:
gdzie ¢;=0,53935a. '
Jezeli do obliczedi przyjmiemy skoniczona liczbe wyrazéw w szeregu (2.1), tzn.

(2.2) Z=m(C)=_-Z1 o lt,

to obszarem, odwzorowywanyim jest kwadrat z zaokraglonymi naroZaini promie_:niem
r. Promieri » maleje ze wzrostem 7.
Pole powierzchni obszaru odwzorowywanego za pomocg (2.2) wyn031 [21

@3) |Sul =7 2 Hef?.
I=1

Na tej podstawie obliczamy wzgledny blad odwzorowania:

(24 | | §=(1 _ "E) 100%,
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Do dalszych obliczen przyjmijmy trzy wyrazy szeregu (2.1), tzn.
(2.5) z=w(£)==(0,53935 { —0,05393 {31-0,02247¢%) q.
Witedy }
|S,|=0,973734*, 6=2,63%.

Odwrdcenie szeregu (2.2) w szereg
(2.6) (= > m
I=1

przeprowadzimy metoda nieokre$lonych wspdlczynnikéw [1].
Wspdlczynnik m; wynosi

2.7 my=—,
natomiast pozostale wspdlezynniki m, oblicza si¢ ze wzoru rekurencyjnego

1 -
(2.8) == [y iV + ey mE Y],
1
gdzie
(2.9) mP=c,, mP=cl, mP=c;m VtemiP+e, M P+ tomi.

Na podstawie- powyzszych wzordw obliczymy:

1 1
my=—= 1,85408;,

51
(1)
mymy 5 1
Mg = “-T= —'c?=2,19138*£§-,
1 1
1 1 c 1
M=~ 5 [my miD-|-ms m] =~ (09—50—1)=2,16062?,

przy czym m$’ wynosi
m(ss) =, m(54)+6‘5 m(f'): S5¢}es=~0,022824°.

Zatem odwrotna funkcja odwzorowunjaca ma postac -

. z. z 33 z\2
(2.10) C=CO“1(2)21,85408;—-}—2,19138 - +.2,16062 M E

3. OBLICZENIE WSPOLCZYNNIKGOW a;

Wspdlezynniki a; obliczymy na podstawie pracy [3] z nastepujacego ukladu
rownan:

(3-1) aj"l"kj:O, j::[, 2, e 1,




336 KAZIMIERZ RYKALUK
gdzie
(3.2) kj bulotbums ojost o Hbper diy dy= (J+1)am+2 2 i

a b; sg wspolezynnikami rozwinigeia funkeji o (p)/a)' (¢) w szereg Lauranta wokdt
. punktu {=0, a wicc wyraiaja sig wzorem [5]

12 o)
3.3) b=~ TS

THOdp, el 42, .,

przy czym p=ei®,
Wykorzystujge (2.2) i (2.5) we wzorze (3.3), otrzymamy

Cy 2 Cy 2 Cy { C5 2 .
by=1~5y—] =91—) --25——{—) =0,94484,
¢y 31 €1 \¢y

col 5
(3.4) by = (1— )*=—0,07917,
Cq (1

Cy .
by=-—=0,04166.
Cy

Wprowadzajac oznaczenia

My+ily = = Z P, (bypr-bs o b D),
(3.5) M, +iN, = ——ZPk(bspk“’—i-b plo=ny, p=23 4 5;

1 _
Mp"‘in: _5; Z Pk(bgpit()ip)s P=6’ 79 8! 9

oraz wstawiajac (3.2) do (3.1), dostaniemy nastepujacy uklad réwnan:

by G +5b5 A5+ Do do =M, +IN, ,

a,+4b5 d,+-8bo dy =M,+iN,,
a3+ 3bs5d3+Tho dy =M;-+iN,;,
@4~+2bs d,+6bo ds =M,+iN,,
{3.6} as+bsdy +5byds =M;-+iN5,
dg-+-4bgdy =M¢+iNg,
ay+3bod, =Mq+iN,,
ds1+2bsd, =Mg|iNg,
dot+bsdy ’ =Mg+iNg.
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Poniewaz wspolczynniki a; sa zespolone, tzn.
(3.7) ' ay=ayi-ifl;,
to uklad réwnaf (3.6) mozna rozdzielié na 2 uklady niezalezne — jeden z niewiado-
mymi o; i drugi z niewiadomymi f;. Po rozwiazaniu obu ukladéw obliczamy wspdt-
czynniki @; wg (3.7). Warunkiem jednoznacznosci rozwigzania ukladu z niewiado-

mymi f; jest f,=0 [3], czyli znikanie gléwnego momentu obciazenia [4]. Wspdt-
czynniki 4; wynosza:

a,=0,52540 M, -0,17212 M, —0,19698 M,

a,=1,08697 (M, -+iN,)+0,35913 (M, —iN,)—0,08976 (M +-iNe) —
—0,36226 (M —iN,),

a3 =1,10495 (M3 +iN;)-+-0,27236 (M5 — iN3) — 0,07942 (M-, +iN;) —
-0,32222 (M7 —iN3),

0, =0,17957 (M, —iN;)~+1,10265 (M4 +iN,)— 0,27562 (M —iNg) —

—0,05984 (Mg+iN3),
a5 =0,01721 (M, iN)-F0,01721 (M, —iN))-+1,05100 (M4 iNs)—
(3.8) —0,21210 (M —iN5)—0,00645 (M 5-+iNo)— 0,00645 (M, —iN,),

as= —0,02992 (M, +iN,)—0,18374 (M, —iN,)+1,04593 (M} iNe)-+-
+0,00997 (Mg —iNy),
7= —0,03403 (M +iNy) 0 13810( M, —iN3)+1,04027 (M, +iN-)-+
+0,00993 (M, —iN),
= —0,09056 (M, —iN;} - 0,02992 (M4+iN4)+-0,00748 (M~ iNe) +-
Y 1,03018 (Mg+iNg),
= —0,01094 (M + le) 0,01094 (M, —iN,)—0,00358 (M +iNs)—
—0,00358 (M5 —iN5)+1,00410 (Mo +iN5)+0,00410{ M — iNo).

Obliczenie wspdlezynnikéw a, jest réwnoznaczne z wyznaczeniem funkeji Goursa-
ta, co wynika ze wzoréw (1.1). Funkcje te sa wyznaczone z dokladnodcia do
pewnych stalych zespolonych, ktére nie maja wplywu na skiadowe tensora na-
prezen, co widaé na podstawie wzoréw (1.2).

Do celéw praktycznych nalezy we wzorze (1.1), pozby¢ si¢ osobliwodci pozornej
w punkcie {=0. Polega to na wyodrgbnieniu czgsei regularnej funkeji @ (1/0) ¢ (&)
Joo' (&) w obszarze i{]<1. Wtedy zamiast wzorn (1.1); napiszemy [3]

{
(3.9 V/(C)“"_Zpklﬂ(ﬂk O- Reg{ ( )QEC;]

Przy wyodrebnianiv czg§ci regularnej naleZy zauwazyC, ie

o)) by bs by g:0+grl

Ot T a©

(3.10)
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oraz

Cg m Pk
3.11 (D=dy+d d, 2 dg (84— =
( ) ' () otdy {4dy O +Hdy £ 2”;/’2(}%—0,

gdzie wspé{czynniki by, bs i by sg okreSlone wzorami (3.4), d, wzorem (3.2), wspdl-
cgynnjki 7a8 g3 1 g4 Wynosza

. ga=5s by 1-9¢o b= —0,390024,
(.12

g:=9%9by =0(,191074.
Na podstawie wzoréw (3.10) i (3.11) czesé regularna wynosi

. l_ ¢’(é')]__g353+g7.c’ , = ;
(3.13) Reg[a)(c)w,(o = @ () ¢(€)+}§h;€+

. b1 C8+b5 C4+bg me Prc
i *
27 < (0
gdzie
(3 14) hjmbi dj+1+b5 dj-ll-Ss . j=1= 2,3,
' hy=bid,,, i=4,5,6,7.

Ze wzoréw (3.9) i (3.13) otrzymujemy postaé funkcji w ({) w obszarze [{|<1:

3 3_|_ - 7 )
315 p(O)=-5- ZPkln(pk ¢)+g (:w (éi o' ({)~ Zhjc’—

b {845, C“+bg = Py
2z ; rrlp—0)’

Na konturze |{|=1 funkcja y ({) wyraza sig wzorem (1.1),.

4, PRZYKLADY LICZBOWE

1. Wyznaczy¢ naprezenia normalne po dodatniej stronie osi y w tarczy obcigzo-
nej sitami Py=X 1 P,=—X leZacymi na osi rzeczywistej {rys. 2).

Po odwzorowaniu kwadratu na kolo jednostkowe ze wzoru (2.10) punkty zacze-
pienia sit t; =a/2 1 f,== —gf2 przejda w punkty p,=+1.1i p,= 1.

Na podstawie wzordw (3.5} obliczamy:

X X X
M1+1‘N1=—0,90733?, M3+iN3=0,03751h;~I", M5+iN5=0,03751?,

X - x |
M7+l‘N7=“‘0,04166?, Mg“l“iNg: "“0,04166?, sz“i‘iNzJ:O

dla j=1,2,3, 4.
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L
© Wspolozynniki a;, obliczone ze wzoréw (3.8) wynosza:
X
a;=0,00077 =

: X X
a,=—0,46205—, a;=0,06839—,
¥ T

X X
= '—"0,05022}“ » Qo= — 0,02241 7{" , dhy=di4=Ug=dg =0,

Wspdlczynniki A; obliczone ze wzoréw (3.14) wynosza:

X X X
hy=1,08735 o hy=0,88527 P hs=0,61276 par

X
h7:0,75427-;“, hy=hs=hs=0.

Rys, 2

Rys. 3

Wartoéci liczbowe pochodnych wystepujacych we wzorach (1 .2), obliczone na
podstawie (1.1), (2.5).i (3.15), oraz wartosci naprezefi w pigciu punktach pdlosi Oy
vestawiono w tablicy 1.

2, Obliczyé napreZenia normalne w ukladzie nachylonym pod katem #/4 do osi
Ox w frodku tarczy obciazone) wg rys. 3.

Tablica 1
zfai 0 i — i —4—
8 8 8 8

\C,"i 0,00000 0,23183 0,46567 0,71185 1,00000
o’ {{)fa 0,53935 0,53857 0,52712 0,48344 0,47193
@' (fai 0,00000 0,01339 0,10125 0,49483 0,53924
o' (&} (=[X) 0,53795 0,47598 0,31856 0,13109 —0,01359
e O rliX 0,00000 0,51114 0,77998. 0,67765 0,39964
—w (Y afX 2,12909 1,88355 1,34993 0,72181 0,41268
o nafX 5,94216 5,04970 3,12291 1,16339 —0,11516
—a, nalX 1,95256 1,51458 0,70555 0,07875 0,00000
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Sity P\=X+iY oraz P,=—(X+i¥)=—P, s3 zaczepionc w punktach #,=
={a/2) (1+4-i) oraz t,= —(a/2) (14+i)= —1,. ‘

Po edwzorowaniu na plaszezyzne zmienne) zespoloney { punkty ¢, i ¢, przejda
w punkty po=(14+0)/y/2 i p,=—(1+D})y2=—p,.
Na podstawie wzoréw (3.5) obliczamy

[P L i

'Ml+iN1=—1,065677, Mytily=0,12083 =i, M, +iN;=0,12083-—,

<l Pl
M7+iN7=—0,04166_?ii, Mg+iNg:—0,04166“‘;, M2J+iN2j=0.

 Ze wzordw (3.8) i (3.14) otrzymujemy:

Ll 2 1P|
a; = —0,53090 0 a3 =0,09048 71 , a5 =0,06521 7’
1Pl 1Pl

ar=—003035——1, ay= 001954, ;0 dia j=1,2,34,

[Pl P , Pl
hy==0,95072—i,  hy=—0,70203——,  h;=0,74411 i,
T w . w
[P} ,
hy=0,T7868 —, hy=0 dla  j=1,2,3.

Pochodne funkeji w (), ¢ (&) i w(() w punkcie {=0 wynosza:

w'(0)=¢, =0,53935¢,

“0) : (P1+PZ) Fa, =0.46910-

== |- 4] 4a,=0, —_—

lg!) 2z \ py P2 ! 7

ey L (P1+P2) .

PO S\ 20

v 0= (P ), s 2
¥ ) 271' o pz 1 Q'ﬂ, =1, P .

NapreZzenia normalne wzdhuz przekainych kwadratu, obliczone ze wzordw
(1.2}, wynoszy:

P P
0,=506272—, o,= —1,58372—.
: na T
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Pezowme

KBAJTPATHASL TTNMACTAHKA
3ATPVKEHHASA ITO KOHTYPY COCPEOOTOYEHHLIMW CHUTA MI1

B pafore maercs penlenre yOpyrol # H30TponHoi KBaIPATHON IIACTHHKE CHCTEMOH m rocpe-
HOTOICHHEBX cHn Py = Xp+!Y;, NeBCTBYIOMAX B TOIKAX f; = X+ i)y Kpasd INAaCTHHKH.

Pemenwe ocrosrBaeTcs Ha xuure JI. MapTtram [3], saxmovaronteit passurae Meroma H, ¥, Myc-
xemmmBenE [4] Ha ocHOBNYIO OHrapMOHMYCCKYIC 3a7la4y I1PH paspeiBHBEIX EpacBhlX YCHOBHAX.

TTosyueHHEIE penienus T. e. dyrwmEn Iypea ¢ () 7 w (§) — dopmymst (1.1) w (3.15) coanres
K ONpexenenmo Xoadghrmuenton a; cormacko Gopmyn (3.8) u k; cormacmo gopmyn (3.14). DTm
Ko=hbUIpEEHTE 3ABECIAT 0T 3aTPYRAIOMER CEI Py OTOOPAXEHHEEIX HA EAWHUIHEIN Kpyr TOYeK
HX TIPHFOMSHAA Py,

TIpeo6pasoBanie TOMEX C eEHETHOTO KPyra HA KBafpat NPOECXOAMT COMIACHO {ropMyne
(2.10}.

SUMMARY
SQUARE DISK LOADED ON THE CONTOUR BY CONDENSED FORCES

This papsr contains the solution for an elastic and isptropic square disk loaded by a system
of m condensed forces P,=X,+iY: acting on the points #,=x,+iy. on the edge of the disk.

The solution is based on the book by L. Martini [3], containing a development of the method of
N, 1. Muscheiishvili [4] for the basic biharmonic problem with discoptinzous boundary conditions.

Obtaining of the solution — that is, the Goursat’s function ¢ (£) and w ({) — formulae (1.1)
and (3.15) — involves calculation of the coefficients 4, according to the formulae (3.8} and ky
according to the formulae {3.14). These coefficients depend on the loading forces Py and mapped
on a unit circle of the points of their application .

The transformation of points of the unit ¢ircle to a square proceeds according to formula (2.10).

Praca zosiala zlozona w Redakcfi dnia 12 listopada 1970 v,





