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GLOBALNA ASYMPTOTYCZNA STATECZNOSC PEWNEGO UKLADU
NIELINIOWEGO

STANISEAW KASPRZYK, ANDRZE] LOPATA (KRAKOW)

W pracy bedziemy rozwazali uklad réwnan roiniczkowych zwyczajnych
zy+az;+bo(z) —25)=0,

H . . dz
Zy—cp(z1—z3)=0 (Z’:"E)s

gdzie g jest nieliniowa funkcja taka, Ze ¢(0)=0 oraz taka, ze uklad (1) ma w zerze
jedyny punkt osobliwy; a,b i ¢ sa dodatnimi wielko$ciami stalymi.

Uklad rownad (1) opisuje drgania wiasne pewnego ukladu mechanicznego,
ktérego model obliczeniowy pokazany jest na rys. 1, gdzie z, oznacza wychylenie
masy M, z, wychylenic punktu polgczenia nicliniowej sprezyny o spreZystosci
@ (2125} z liniowym tlumikiem o wspdlezynniku thumie-
nia « oraz k wspdlezynnik sprezystodci sprezyny liniowej.
Stale a, b i ¢, wystepujace w (1) wynoszg

k 1 1

c=—

“<w T T

Powyiszy model obliczeniowy moze przedstawiac np. czujnik
inercyjny do pomiaru drgani z jedng sprezyng nieliniowa.
Dila zapewnienia prawidlowosci pracy czujnika oraz szero-
kiego zakresu stosowalnoéei - drgania wlasne powinny byé
drganiami zanikajacymi, tj. rozwigzanie zerowego ukladu (1) Rys. 1
powinno by stateczne w mozliwie duzym obszarze warun-
kéw pociatkowych. PoniewaZ nie zawsze znamy obszar warunkéw poczatkowych
i nie zawsze znane sa wszystkie zaburzenia, wygodnie rozpatrywag jest statecznodé
rozwigzania zerowego w calej przestrzeni zmiennych pozycyjnych. Stateczno$é w ca-
tej przestrzeni fazowej nazywa sie globalng statecznoscia asymptotyczng.

Uklad (1) jest pewnym szczegllnym przypadkiem ogdinigjszego ukiadu

2 - z=Az-twf(o), o=(d,2),

gdzie z€E", A—macierz stala wymiaru [nxn], w i d sa stalymi wektorami
z przestrzeni E*, () oznacza iloczyn skalarny wektoréw.

Definicja globalnej asymptotycznej stateczno$ci. Rozwigzanie zerowe ukladu
rownan rézniczkowych zwyczajnych nazywamy globalnie asymptotycznie statecz-
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nym, jezeli zero (jedyny punkt osobliwy) jest lokalnie asymptotycznie stateczne
ijezeli dla kazdego warunku poczatkowego rozwigzanie tego ukladu zmierza do zera,
gdy {—o0.

Celem pracy jest podanie warunkéw wystarczajgoych, przy ktérych rozwiazanie
zerowe ukladu (1) jest globalnie asymptotycznie stateczne, tj. podanie klasy charak-
terystyk nieliniowych, zapewniajacych globalng asymptotyczna stateczno$é. Uktad
(1) nalezy rozumieé wowczas jako rodzing ulktadow.

Przy badaniu globalnej asymptotycznej stateczmosci rozwigzania Zerowego
uktadu typu (2) zaklada sig, Ze iloraz f(g)/o nalezy do pewnego skonczonego prze-
dziatu, lub tez, ze pochodna dfjdo nalezy do statego skonczomego przedziahy.

Poniewaz bedziemy badali globalng asymptotyczng stateczno$¢ ukladu (1} przy
zatozeniu, ze dffde nalezy do pewnego skofczonego przedziatu, zastosujemy wigc
pewne twierdzenie Hartmana-Olecha [1]. Dla przejrzystoéci twierdzenie to podane
jest w pierwszej czesei pracy. Réwniez w tej czescl podany jest pewien algebraiczny
lemat [2], ktory stuzy do wykazania, Ze spetnione jest jedno z zatozen twierdzenia
Hartmana-Olecha. W czééci drugiej podane jest twierdzenie autordw oraz jego dowdd.

Twierdzenic Hartmana-Olecha [Il. Rozwazmy uklad réwnan rézniczkowych
zwyczajnych

SO
3 x=f(x) x=-=1

gdzie :

; X7 (X0, Xay e Xa)s S =1 (602 (%), 0 fu (X))
Niech J(x) bedzie macierza Jacobiego funkcji f(x) i niech H (x)=(1/2) (J-+J*)
bedzie sprzezeniem hermitowskim macierzy J (x). Niech f(x) oznacza n wymiarowy
wektor klasy C! w_przestrzeni E". Jezeli

DFO)=0, f()#0, gdy x#0;

2) x=0 jest lokalnie asymptotycznic statecznym rozwiazaniem (3);

3) dla kazdego x warto$ci wiasne 1, (x) macierzy H (x) spelniaja nieréwnosci

R4,  L<i<jsn;

[0

4) [ Tmin | 7Col] dr=oo, i={ 3] )" 5

fIxfi=r i=1
to rozwiazanie x (£)=0 ukladu (3) jest globalnie asymptotycznie stateczne.
LrMAT. Niech wielomian trzeciego stopnia o wspolezynnikach rzeczywistych
@) p()y=x3Fax?+bx+tc
posiada trzy pierwlastki rzeczywiste Xy, X, ¥3.
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by pierwiastki (4) speinialy
nieréwnosci
x,+x;<0 dla 0<Ci<j<3
jest, aby byl spelniony jeden z warunkdw:
{. a>0, gdy b=0;
2. a>0, a*+-p=0, ab—c=0, gdy b<0.
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TWIERDZENIE. Niech a>0, b>0, ¢>0 | niech e(0)=0, peCL. Jezeli
b a
m’(u)?;-—?, gdy b*z=2ac?
&)

a
o' ()= 5 gdy  b*<2ac?,

dla kazdego u, to rozwigzanie zerowe ukladu (1) jest globainie asymptotycznie stateczne.

Dowéd. Przyjmujac z, =x,, z5=x,, z,=x; uklad (1) zamieniamy na réwno-
wazny uklad réwnan

)‘Cl=x3 N
(6) 5€2=C§0(x1‘“x2):
-"-53= —ax;—bp(x —x,).

Dokonujac zmiany zmiennych

b b
(7) Xi=Yi+Vs, Xa=Pi-—Pyt¥s, x3=;J’z_?J’3

w ukiadzie (6), olrzymujemy

. dac ac
S e t
. b b
3) Y2 =?,Vz ”"C¢(yz)_?J)3,
ac b ac—b?

J;az?J‘1+"EY2+—BC—y3-

Z nicosobliwosci przeksztatcenia (7) wynika, ze dia wykazania twierdzenia wystarczy
udowodni¢ globalna asymptotyczng statecznodé rozwiazania zerowego (8). W tym
celu wykazemy, ze prawe strony (8) spetniaja zalozenia 1 — 4 twierdzenia Hartmana- '
Olecha, z kidrego wynika teza twierdzenia.

Z zalozenia ¢ (0)=0 oraz (5) wynika, %e zero jest jedynym punktem osobliwym
'ukladu (8), czyli spelnione jest zakozenie 1 twierdzenia Hartmana-Olecha. Wobec
g € C* dla dostatecznie malych |y,| funkcja ¢ (y,)=¢" (0) y:+o0(y,). Z twierdzenia
Hurwitza otrzymujemy, Ze poczatek uktadu (y,, V2, ¥3) jest lokalnie asymptotycznie
stateczay dla ¢’ (0)>>0. Stad i z (5) wynika, Ze zero jest lokalnie asymptotycznie .
stateczne, a wige zachodzi zaloZenie 2.

Niech J(y( y, y3) bgdzie macierza Jacobiego prawych stron ukladu (8) i niech
H bedzie sprzgzeniem hermitowskim macierzy J, tj. H=(l [2Y (J--JT), JT oznacza
macierz transponowang macierzy J.
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Macierz,
ac ac |
b 0 b
b b
J= - ’ . —_—
0 - cp p
ac b ac®—b?
b c be |
oraz
. ac o o -
) b
0 b ! 0
H= P4
: 0 act—5b? .

Wartosci wlasne macierzy H épelniaja réwnanie

b\? [ac\? b
9) AAtep A2 - < ~\% +be' —E-m“(ac -y l—= "1=0.
Zgodnie z drugim warunkiem lematu suma dwéch dowolnych réznych pierwiastkéw
réwnania (9) jest niedodatnia dla kazdego p, jezeli zachodzg nieréwnofei:

cp’' >0,
2( r)z_l_b .r+ (b)z (ac)2>0
¢ a—\—] —\— 2

bZ

da
PV SN SO S X
be(p”) e " e (ac?—5*)=0.

Rozwiazujac nieréwnosci (10) ze wzgledu na ¢’ i biorac wspdlay przedziat dla ¢,
otrzymujemy

gdy b*=2ac?,

, >b a
cﬂ(u)/-gf 5

a
gp’(u)>?, gdy b« 2ac?,

czyli spelnione jest zalozenie 3).

Wobec zaloZenia (5) i ksztaltu prawych stron ukiadu réwnan (8) wynika natych-
miast, ze zachodzi 4).

Z faktn, ze spelnione sa zaloZenia twierdzenia Hartmana—Olecha wynika
nasze twierdzenie,
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Pezome

OBIIASA ACUMIITOTHUYECKAS VCTOMYHUBOCTE
HEKOTOPOI HEJIMHEAHON CUCTEME]

B paboTe paccMaTpWBAETCH CHCTEMA YDABHCHT (1), OpeAcCTARIMONEX HEKOTOPLI Kiacc
REIAACHARIX CHCTEM COOCTBeHHAIX Xoacbanuit, Ha ocHOBE TEODHH, Kacaromeiics obmeil acrMmTo-
THMCCKOH YCTOHTAROCTY PeIIeREs HyNeBoH crcreMsr guddepenman ypasrenmii XaprMana-Omexa,
Hokaszaza reopema: nyetb a > 0,5 > 0, ¢ > 0 moyers ¢ (0) = 0, p € C'. Ecum ¢’ () =-b/c* — a/b,
xoraa b* > 2 ac® w ¢’ (1) > a/b, xorma b? < 2 ae® FEus XKAKAOTO 4, TOTRA HYICBOC DPEIICHEE CHC-
TemMbl ABnAeTcH (1) o0l ACHMNITOTHYECKE YCTONYHBLIM.

SUMMARY
THE OVERALL ASYMPTOTIC STABILITY OF A CERTAIN NONLINEAR SYSTEM

Iz the paper the foHowing set of equations is considered (1), which represents a certain class
of nonlinear systems of proper vibrations. On the basis of the theorem of overall asymptotic stability
of the zero solution of the P, Hartman-Cz. Olech’s set of differential equations, the following
theorem has been proved.

Let a>0, 6>0, ¢>0, and let ¢(0)=0, peC*. If ¢’ (W)=b/c®—alb, when 5% =2ac® and
@’ ()= afb, when b* <2ac? for every solution #, then the zero solution of the set (1) is overall
asymptotically stable. :
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