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ANNA PABJANEK (WARSZAWA)

1. WsTEP

W pracy rozwaza si¢ quasi-statyczne plyniecie obrotowo-symetrycznej powloki
walcowej, obcigZone] cisnieniem rozlozonym réwnomiernie wzdluz dhugosci powlo-
ki. Przyjeto, ze material powloki jest sztywno-lepkoplastyczuy i zastosowane prawo
plynigeia opiera sie na warunku plastycznosci Hubera-Misesa.

Uwzglednienie wrazliwosci materialu na predkoéé odksztatcenia jest bardzo
istotne w procesach dynamicznych. Zagadnieniem tym zajmowato sig wiclu autoréw
3,4,7,9 1 101

Wplyw predkodei odksztatcenia na chwilowa i koficowa reakcj¢ réwnomiernie
rozcigganego pierscienia i dlugiej powloki walcowej przeanalizowano w pracy [3].
Zagadnienie sprowadzono do jednowymiarowego problemu dla materiatu sprezysto-
plastycznego z liniowa zalezno$cig dynamicznej granicy plastycznodei od predkodei
odksztalcenia. Rozwigzanie podobnego problemu dla powloki sferyeznej dla tego
samego typu obcigZenia i materialu uzyskano w pracy [4]

W [1] podano ogélng metodg numeryczng (tzw. metode elementéw skoniczonych)
rozwigzywania dynamicznych probleméw dla belek, plyt, pierscieni i powlok,
uwzgledniajaca réine modele materiatu. Zamieszczone Jjednoczeénie wyniki do-
Swiadczalne wskazuja na konieczno$é uwzglednienia lepkich wiasnofei materialéw
rozpatrywanych konstrukeji.

Problem lepkoplastycznego plynigcia piyt przy warunku plastyeznosci
Hubera-Misesa przedstawiono w pracy [9].

Dotychczasowe rozwazania probleméw brzegowych dla powlok z materialéw
sztywno-idealnie plastycznego i sztywno-lepkoplastycznego, poddanych obciaze-
niom cigglym, ograniczaly sie do odcinkowo liniowych warunkéw plastycznoéei.
Prowadzilo to w niektérych przypadkach do uproszezenia statycznej badz dynamicz-
nej analizy zagadnied, pozwalajac na uzyskiwanie zamknietych rozwigzaf. Z drugiej
Jednak strony wystepowala koniecznosé rozpatrywania szeregn obszardw, w kidrych
obowigzywaly rézne uklady réwnan. Prowadzito to do niecigglych pdl predkosci
1 utrudniato rozwiazanie wielu probleméw dynamicznych (np. przy zamocowanych
brzegach konstrukgji).

Celem niniejszej pracy jest otrzymanie rozwiazania problemu lepkoplastycznego
plynigeia powloki dla gladkiego warunku plastycznosei. Dzieki przyjeeiu prawa
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plynigcia opartego na warunku plastycznoéei Hubera-Misesa uzyskuje sie jeden
podstawowy uklad réwnaf rdzniczkowych, opisujagcych problem, spetniony dla
wszystkich kombinacji wystepujacych parametrow.

Dalszym celem pracy jest zbadanie wplywu geometrii powloki na charakter
1 wielkos¢ predkodei ugigeia i sit wewngtrznych oraz przedyskutowanie mozliwosci
TéZnych aproksymacji zwiazkéw konstytutywnych dla lepkoplastycznej powloki
*.cylindrycznej,

2. PODSTAWOWE ZALOZENIA 1 ROWNANIA PROBLEMU

Rozpatrzmy powloke walcowg kolowa z materialu sztywno-lepkoplastycznego,
-obeigzona rownomiernie rozlozonym ci$nieniem Zewnetrznym P (rys. 1). Przy zalo-
zenin osiowej symetrii zagadnienia i wobec braku inanych obciazest zewnetrznych
Jedynymi vogdlnionymi naprezeniami wystepujacymi w rozpatrywanej powloce s3:
M, — moment zginajacy wzdhuZ tworzacej walca i N, — sita normalna obwodowa.
Odpowiadajacymi tym sitom wewngtrznym predkodciami uogdlnionych odksztalcen
sa: K, — predkosé krzywizny podhuznej i 1, — predkosé wydtuzenia obwodowego
powierzchni érodkowej powloki. Sita poprzeczna T, nie jest uegdlnionym napreZe-
niem, gdyz pomija sig odksztalcenia $cinania.

Rys. 1 Rys. 2

JeSli przylozone do powierzchni powloki ciénienic P wrzrasta monotonicznie
w czasie od zera, powloka nie odksztalca sie, dopdki P nie osiagnie wartodci Py,
zZwanej no$noScia graniczng danej powloki. Mastepnie, dla stalych juz w czasie
obciazed P> Py, predkods deformacii zalezy od réznicy pomiedzy aktualnym stanem
naprgzenia i stanem statycznie uplastyczniajacym (izn. stanem powstajgcym w po-
whoce pod wplywem obeigZenia P=P,). Przy pominigciu sit bezwtadnosci, w powloce
ustala si¢ wtedy quasi-statyczny stan réwnowagi. Takim wiadnie procesem lepko-
plastycznego plynigeia powloki pod obcigzeniem wigkszym od jej noénodci granicznej
zajmiemy sig W tej pracy.

Sity dzialajace na element powloki przedstawione sa na rys. 2. Odlegloéé X mie-
rZona jest wzdtuz tworzacej od brzegu powtoki; W jest przemieszezeniem radialnym
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skierowanym do érodka walca. Dzigki symetrii zadania wystarczy rozpatrywaé
potowe powloki: 0 <X <L, o

Cala analiza bedzie prowadzona w ramach zaloZett teorii cienkich powlok,
Zaktadamy, ze odksztalcenia sa male. Wielkoéci ., oraz A, okreslone sa wzorami

. aw . W

@1 L BT T e AT TR
gdzie kropka ozpmacza rézniczkowanie wzgledem czasu,

Jeski pominiemy sity bezwiadnoéci, to réwnania réwnowagi dla powloki walcowej
kotowej maja postad

1 dt dm
2@ ax =0 =

(2.2)

gdzie bezwymiarowe wielkoéci zdefiniowane sa w sposéb nastepujacy:

X Mx N@

xﬁ—, m= ) n““"“‘—

23) L M, Ny’
, 12 L _ PR
“TRE TTM, T PTRD

przy czym My=0, H2, Ny=20, H, a g, jest gramca plastycznosci materiatu przy
rozciaganiu.

Zakladamy, Ze materiat powloki moze by¢ opisany réwnaniami konstytutywnymi
dla materiatu sztywno-plastycznego, wrazliwego na predkoéé odksztalcenia [8]:

(2.4) éij=y0 D(F) da..?

gdzie ¢;; jest tensorem predkosci odksztalcenia, y, jest staly lepkodci materiaty,
@ (F) jest ogdlnie nieliniowa funkcja argumentu F= ]/szk— 1, o;; tensorem napre-
Zemia; J, oznacza drugi niezmiennik dewiatora naprezenia i k granicg plastycznosci
przy czystym Scinaniu.

Jako szczegding postaé przyjmujemy funkcje potegowa @ (F)=F?%, gdzie & jest
liczbg naturalng.

W plaskim stanie napreZenia zwiazki (2.4) dajg dwa niezaleine réwnania M:

- ]/}2_ )d 2ax_am " _(]/Jz )5 20'“,—0',‘
—~1 ——,  £,=7 —1

R - =

gdzie

('} W plaskim stanie paprezenia wystepuje jeszeze &, ale nie jest to predkosé uogélmonego
odksztalcena, nie wystepuje wige w dalszej czesei pracy i dlatego nie podano tutaj wzoru g, =
= —(s,,—#eq,) (ktory jest warunkiem niedcisliwosci materiatu powloki).

Rozprawy Inzynierskie — @
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W przypadku powlok interesujg nas nie same naprezenia i pr@dkosm odksztalcen,
ale wielkosci uogdlnionych naprezef i pr@dkosc: uogdlnionych odksztatceri; dlatego
nalezy dokonaé transformaciji réwnati konstytutywnych (2.5) do przestrzeni wielkosci
uogdlnionych, Transformacj¢ te przedstawiono w pracy [6]. Wykorzystamy tutaj
wyprowadzone w [6] wzory okreslajace predkodei nogélnionych odksztalcen i 1ogol-
nione naprezenia w powloce walcowej z maferiatu lepkoplastycznego w zaleznoSci
“od dwéch parametréw ¢ i vy; g stuzy do parametryzacji powierzchni plynigeia, vy
jest parametrem wielko$ci wektora predkosci odksztalcenia. W przypadku d=1
wzory te za,vm:lrajaC proste funkecje elementarne parametrow g1 v

W dalszym ciagn rozwazad bedziemy przypadek d=1, dla ktorego w pracy [6]
otrzymano nastepujace wzory:

1 14-sing V?
n= 40 5 ctgqin sing -+ ) v,ctgg,
- 1 © l-bsin 2 4y
(2.6) m= ;}:ﬁ(ctgqun%inz~ Sinq)q:m?i’
h= v ctgq, fcx=.¥]/T3v1, _
gdzie ' '

—a2<g<n2, 0Ly <o,

Wprowadzmy jeszcze dalsze wielko§ci bezwymiarowe i podstawienia:

w Vi
wl=-1"€‘, v=—y—,
2.7 w=o,, v=~.ﬂi,
) .
do, _ 1y
dx =1Uy, u=—;—.

Wykorzystu]qc (2.7), ze zwiazkéw (2.1), (2.2), (2.6) otrzymamy podstawowy uklad

réwnan opisujacy problem quasi- statycznego plynigcia lepkoplastycznej powlokl
walcowej: :

1 1+sing
nzi?ctgqln—s—i]ﬁ vetgg,
(2.8) L 1 (t I l4sing 2 ) i
- V3 otg*qln I—sing sinq‘:F‘3 :

m'=t, t'=-2%n+p), v=-+2vcigg, o=u, u= T3,
gdzie ( ) =d()/dx.
Bardzo dobra aproksymacja zwiazkéw plyniecia (2.6) sa funkcje (4.18) i (4.19)
zaproponowane w pracy [6]:

2. 4 . —
m= i%:sinqj:?v, n= ZFcoquF]/3 retgyg,
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ktére tacznie z (2.1}, (2.2), (2.6)—(2.7); tworza uklad .

— 2 4
n=¥cosq$1/3vctg.q, m=i7:~sinqifv, m'=t,
2.9 V3 3

t'==2(n+p), ov=4ctgg, v =u, w'=TF)3c,

Opierajac sig¢ na warunku plastycznodei Treski, Bykowcew [2] wyprowadzil
dla lepkoplastycznej powloki wzory odpowiadajace zalezno$ciom (2.6). Prawo
ptynigcia uzyskane w [2} w réznych obszarach powloki opisane jest réznymi formu-
tami; w szezegdlnoéei normalna do aktualnej powierzchni plynigeia (wektor predko-
sci odksztatcenia) w pewnych punktach moze byé nieciagta, co oznacza, Ze krzywa
predkoéei ugigeia nie zmienia si¢ gladko wzdhuz dhugosci powloki.

Nalezy zaznaczyé, ze w przypadku warunku plastyczno$ci Hubera-Misesa
[na podstawie ktérego zostat wyprowadzony wzér (2.6)] mamy do czynienia tylko
z jednym ukladem réwnan opisujacym plynigcie catej powloki.

3. SFORMULOWANIE PROBLEMU 'MATEMATYCZN'EGO‘

Rozwazmy powloke walcowa swobodme podpartg na obu brzegach, dla ktérej
warunki brzegowe maja postaé

(3.1) mO)=0, o@=0; m (1)=0, o' (1)=0.

Poniewaz (3.1) musza byé spelnione niezaleznie od rodzaju materiatu powloki
Iwzory (2.8), 5 i (2.9), 5], to otrzymujemy z (3.1), , réwnowazne warunki -

(3.2) T v {0)= .0, (0) 0,
przy czym v (0) ctg g (0)=0.
Oba uklady (2.8) i (2.9) zawicraja réwnania algebraicznoe i rozmczkowe MoZna
je sprowadzi¢ do ukltadéw samych féwnan rézniczkowych, ktore beda wygodniejsze
do numerycznego catkowania [przy okreélonych warunkach brzegowych (3.1);,

(3.1), 1 3.2
Przeksztalcajac uklad (2.8) otrzymujemy

2u sin®q~3/2t cosgsing

’

q = H \ ’
. I+sm.q)
2 = _ ————— | —
l/30tg.q(281nq. ln [ Tsing 2v
' 2uvigg--3/2tv :
= Tsing tutgq,
3.3 : fctg g ((2 sin-g—In ———;;?) =2

1-k-sing — )
t— a2 _ -
t'=c¢ (ctgqln _sing +2]/3 vetgg—2p},
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Podobnie uklad (2.9) po przeksztalcenin przyjmuje postaé
3

- t cos g sin g~ 2usin’g

- V3 cos®gsing+2v

g’ =

- k!
/'3 usin’q cos q-l-? tv

[gp—

y =

649

]/3_ cos?q sin g2y
t'=2¢* (Y3 vetggteosg—p),

]/? 2

ZCV.

Oba ukiady (3.3) i (3.4) przedstawione w postaci normalnej sa nicliniowymi
uktadami réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktdre lacznie z warunkami brzego-
wymi mozna rozwigza¢ na drodze numerycznej. Dla x=0 w prawych stronach wy-
mienionych ukladéw wystgpuja nicoznaczonosci, ktére mozna okreélié wykorzystu-
jac regule de I'Hospitala:

u=-

v V3 o
3.5 q(O)—TI(O), u'(0)=0,

v(0)=0, 0= —2c(1—-p).

Aby rozwiaza¢ numerycznie oba powyzsze zagadnienia, nalezy przyjaé konkretne
wielkodcl parametréw p 1 2.

Zauwazmy, Zze dla powloki nieskonczenie diugiej (w ktorej realizuje sie blonowy
stan naprgZenia), tzn. dla ¢*>->o0, wprost ze zwigzkéw (2.8) lub (2.9) otrzymujemy
rozwiazaniec zagadnienia:

2
56 g(x)=0, nx)=-p, W(X)=““ﬁ(}7—l),

v(x)=0, Hx)=0, u(x)=0,

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla nastgpujacych wartoéei p (p>1) (3)
ie?(®:
p=L5, p=20, p=30;

3.7 :
¢?=1,5, *=128, *=51;2
(co odpowiada np. powlokom, dla ktérych R/H =80, przy czym L/R=0,15; L/R=
=0,4; L/R=0,8).

Stala lepkodci materialu y nie wystgpuje explicite w danych do obliczed dzieki
podstawieniom (2.7).

(*) Wg Hodgea [3] nodénodé graniczna rozpatrywanej powloki dla warunku plastycznosei
Treski wynosi p*=:]

(®) Wg klasyfikacji Hodge'a powloki, dla ktérych e 2 n/2, nazywane sa diugimi, natomiast
gdy e<nf2, mamy do czynienia z powlokami krétkimi (taki podzial wynika z przyiecia dla mate-
riatu powloki warunku plastycznosci Treski).
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4. METODA NUMERYCZNEGO ROZWIAZANIA ZAGADNIENIA

Rozwiazanie zagadnienia rézniczkowego nieliniowego z dwupunktowymi wa-
runkami brzegowymi nalezy do stosunkowo trudnych zadan numerycznych. Za-
piszmy uktady (3.3) i (3.4) w postaci

dg dv
w“d de =fi(g(x), v(x), ¢ (), u(x)), a—afz(q(x), v (), 1(x), 2 (¥)) ,

a du
—di; “‘fs (q (x): v (X)) 3 E —f4(v (x)) '

Rozwigzania powyzszego ukiadu szukamy w przedziale 0 <x <1 dla warunkéw
poczatkowych

g(0)=0, t(1)=0,
(4.2) (0)=0, u{(1)=0,
v(Q)ctgg () =0.

Znajac rozwigzanie powyzszego zagadnienia wyznaczymy v oraz z algebraicz-
nych zaleznofci okreslimy # i m. Uklad (4.1) catkowaé bedziemy dwukrotnie:
najpierw dla $cistych prawych stron fwzory (3.3)], a nastepnie dla ich aproksymaciji
[podanej wzorami (3.4)]. '

Sprowadzimy dwupunktowe zagadnienie brzegowe do zagadnienia jednopunkto-
wego, ktére bedzie mozna bezpodrednio scalkowaé metoda Rungego-Kutta. Wyko-
rzystamy w tym celu metod¢ Newtona rozwiazywania uktadu réwnat algebraicznych

danych w postaci uwiktanej.
Zaldimy, ze
(4.3) 9. O=t(1), w(E, D=u();
gdzie t(0)=¢, u(0)=¢.
Nalezy znale#é takie wartosci £1¢, ze
(4.4) ¢(&, O=0, (& O=0.

Rozwigzanie ostateczne znajdziemy rozwigzujac zagadnienie poczatkowe dla
ukladu (4.1} z warunkami poczatkowymi:

(4.5) 70)=0, »@=0, 1O=¢, u@=¢

[przy czym v (0) ctg ¢ (0)=0], gdzie £ i { sq rozwigzaniami ukladu réwnaf (4.4).
Uktad (4.4) rozwiagzujemy iteracyjnie. Rozpoezynajac od wybranych wartodci
€os £0s &1y {4, okredlamy proces iteracyjny w sposéb nastgpujacy:

(4.6)
w(én~ 1 n) - @ (érr > Cn) @(5”: gn— 1) —@ (én ’ Cﬂ)

. . ‘fﬂ+1_‘ ‘fn w(éna Cn)
(é én{— )1 'fn(é € ) (é CCR-— ; é’rr( (:’ (: ) + :0 .
WACh_ 15 Gy WSk, Gu) WG, G —¥(Cas Gn
él—-lﬁén g- —11_Cn cn-{-l'" Cu W(én; (n)
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Z ukladu réwnan algebraicznych liniowych (4.6), majac &,_ 1, &u_ 1, & &, okresla-
0y Cortr Guprs #=1,2, ... Tworzenie ciagu &, przerywamy, gdy oS, &)
iy (&, L) sa dostataczme mate. .

Rozwazany uktad réwnar rozmczkowych (4.1) chzme z (3. 5) przedstawié moina
w postaci

dq 1/3 ¢, jeshi ;;=0,
dx
fl(QaV::f,H), jefli x>0
: . dv {0, o jesli x=0,
RCN) de {fz(Q,V, fou), jedli x>0;
@ (2(1-p),  jesli x=0,
Ef{fa(q,l’), jesli x>0
du (0, jedli x=0,
5_{1”4(10 , jebli x>0

Wartosci 'funkcji' p (& O=t(1) i w( C)%u(l) obliczamy, rbzwiqzujac powyiszy
uktad dla warunkdw poczatkowych:

(4.8) - g@=0, y(©=0, (O)=¢, u(@)=(

[wartodei funk0J1 q,7, 1‘ u nalezy rejestrowac dla. ca{ego przedmal‘u tylko w rozwig~
zaniu ostatecznym; w pozostalych przypadkach wystarczy znaé #(1) 1 u (1))
Dla okreslenia ukladu (4.6} potrzebne sa dla kazdego n=1, 2, ... wartodci funkcji

o1y | . :
(a (éﬂ L] gﬂ) Ed W (éﬂ ¥ CH) H]

(49) @(‘fu—l: Cn) L yf (611-—1;(?1) : .
{0(5", gu—l)s l//(fru Cn—l)-

Potrzebne wartofci znajdujemy. catkujac uvktad (4.7) z nastqpuﬁcym1 warunkamr
poczatkowymi: : : :

dla wartosci (4.9),
dO=0, YO=0, (O=L, u®=L
dla wartosci (4.9),
g0=0, v(O=0, (O=Ci-y, u@®=L;
dla wartosci (4.9),
C g@=0, vO=0, HO=&, u®=lmi.

Zatem na kazdym kroku iteracii (4.6) uklad (4.7) naiezy rozwiazywaé trzy razy
[proces (4.6) powinien dawad zbiezno§¢ zblizona do kwadratowei].
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Obliczenia numeryczne wykonano na maszynie elektronowej GIER. Zagadnie-
nia poczatkowe (4.7) i (4.8) catkowano meteda Rungego-Kutta rzedu czwartego
ze zmiennym krokiem catkowania dobieranym tak, aby zapewniona byla dokladnosé,

z jaka liczy procedura RKRZ4-MERSN. Dia rozwigzania ukladu algebraicznego
(4.6) wykorzystano procedure DET-GAUSS. Wyniki obliczeft numerycznych dane
w postaci wykreséw 3-12 omdwione sg w p. 6.

W trakcie obliczen numerycznych zauwazono, ze szybko§é zbieznoéci malala
ze wzrostem parametru geometrycznego. ¢2. Dla ¢2>>51,2 zastosowany proces ite-
racyjny (4.6) nie byt zb;ezny, dlatego dla WIQkSZYCh wartosc1 ¢? nie podano tutaj
wynikow.

5. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA ZE ZLINEARYZOWANYMI ZWIAZKAMI
KONSTYTUTYWNYMI )

W pracy [10] zaproponowano nastgpujaca linearyzacje funkeji plyniecia dia
obrotowo-symetrycznych lepkoplastycznych powlok:
4 He, 3 k

= ¥t = ]
{5.1) m—m 3 Joq Ky n—n 2 7og Ao s

gdzie m* 1 n¥ spe]rniajac statyczny warunek plastycznosei 1 sa w rownowadze sta-
tycznej z ci$nieniem p*.

Z powyzszych wzoréw, rownan réwnowagi (2. 2) oraz rownan réwnowagi dla
stanu m*, n¥ ip uzyskujemy réwnanie opisujgce quasi-statyezne plynigcie rozpatry-
wanej powloki walcowej dla zlinearyzowatych zwiazkéw konstytutywnych

(5.2) . - oW tao=b(p-p¥),

gdzie p* jest bezwymiarowg noénoécia graniczng powloki waicoWej, natomiast stale
wspotezynniki a i b maja wartodci nastgpujace:
{5.3) . . a=-—c*, b'—ﬁ?c"'yocro‘.

Rozwigzanic réwnania (5.2) ma postaé

_43
3

(5.4) o=

{p—p*)(Cyshxchx—C,chxsinx—chxcosx+1),

gdzie state C, i C,, wyznaczone z warunkéw brzegowych

(5.5) 2'(1)=0, <"'(1)=0,
Wynosza '

: chlshl _— coslsinl
{5.6) c, =

sh?1-+4cos?1’ C2=;]171+coszl'
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Majac » z formut (5.1), (2.1) i (2.2}, otrzymujemy wzory na sily wewngtrzne
w powloce:

(.7 n=—1—-n*12(p—p*) (C shxchx—Cychxsinx—chxcosx+1}],

g . 32 . ( B coslsinlshxcosx—{—chlshlchxsinx)
(58) m=m¥ =gz (p=pP) shxsine === shZ 14-cos? | :
32(p—p*
(5.9 rzr*—"——(g—czf—)—[chxsinxui—cosx shx—
(chlshl-4coslsinl)chxcosx + {chIsh!--coslsinl)sinxshx ]
sh?14cos?1 sh? 14-cos? 1 )

Zauwazmy, ze rozwiazanie zalezy tutaj od wielkosci p*, n*, m* i t* znanych
z odpowiedniego rozwiazania problemu nofnosci granicznej powloki z materialu
sztywno-idealnie plastycznego. Wielkoéei te (w postaci analitycznej) znane sa w li-
teraturze tylko dla pewnych aproksymacji krzywej granicznej, wyprowadzonej przy
warunku plastycznoéei Treski. Na przykiad HopGe [5] podaje rozwigzanie przybli-
zone, w ktérym krzywa graniczna aproksymowana jest kwadratem. Rozwiazanie
to ma postaé: :

1
P*=1+T, m*=1_(1_x)23
(5.10) ¢
nF=—1, t*=2(1—-x).

6. DYSKUSIA I PORGWNANIE UZYSKANYCH ROZWIAZAN

Wyniki obliczen numerycznych dla dwdch zmieniajacych sie parametréw p
i ¢* przedstawiono na rys. 3-12.

Rysunki 3-7 ilustruja rozwigzanie zagadnienia dla powloki sandwiczowej
[uklad (3.4)]. Wskazuja one na wyrazng, zalezno$¢ profilu predkosci ugigeia i sit
wewngtrznych od parametry geometrycznego powloki ¢>. W powloce krotkiej
(¢=1,5) realizuje si¢ stan momentowy, przy czym wickszemu obcigZzeniu edpowia-
daja wieksze wartoéci sit wewnetrznych i predkosci ugiecia powloki. Ze wzrostem
diugoéci powloki (tzn. dla wiekszych ¢2) moment zginajacy m maleje w kierunku
srodka powloki, pozostajac whasciwie efektem brzegowym. Dla powloki nieskoncze-
nie dtugiej wykres momentéw pokrywa si¢ z osig x, co oznacza, Ze W powloce reali-
zuje si¢ blonowy stan naprefenia, staly wzdhuz diugodei. Istotnie, sita normalna
obwodowa 7 réwna jest co do wartoéci bezwzglednej stalemu obciaZeniu zewngtrzne-
mn p.

Na rys. 6 pokazano, #e profil naprezenia nie lezy na jednej powierzchni pyniecia
(jak to jest w przypadku materiatu sztywno-idealnie plastycznego), lecz przecina
nieskoriczenie wiele chwilowych powierzehni plynigeia, odchylajac sig od statycznej
powierzchni plyniecia (linia cienka) tym wiece], im wigksze jest obciaZenie zewngtrzne
i dlugoéé powloki. Czystemu stanowi blonowemu odpowiada na rysunkun punkt A.
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Ostatni rysunek z grupy charakteryzujacej geometrig powloki, rys. 7, pokazuje
zmiang profilu piedkosci ugiecia wzdhuz dhugodci powloki. Dia powlok lrdtkich
predko$é ugiecia v roénie monotonicznie w kierunku érodka powloki. W powloce
dtugiej maximum » wystepuje w poblizu swobodnie podpartego brzegu: od tego
miejsca » nieznacznie maleje w kierunku $rodka powloki. Wykres » (x) (w pewngj
odleglosei od brzegu) oscyluje wokét linii predkosci ugiecia powloki nieskoriczenie
. -dhugiej. Z powyzszych uwag wynika, 7e geometria powloki w zasadniczy sposéb
wplywa na rozklad sil, momentéw i predkodei ugi¢cia w powloce. -

-

_3)2 f-

Rys. 5

‘Rysunki 8-12 pokazujé zaleznodé rozwigzania od przyjgtego warunku plastycz-
noséci powloki (dla §rednich wartosei parametréw p i ¢%). Linia ciggla ilustruje rozwia-
zanie ukiadu (3.3), tj. ukladu dla §cistej statycznej powierzchni plyniecia, uzyskanej
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7 warunku Hubera-Misesa. Linia kreskowana przedstawia rozwigzanie dla aproksy-
magcji te] powierzchni elipsa. _

W. pracy [5] wykazano, ze elipsa jest bardzo dobrym przyblizeniem dokladnej
powierzchni plynigcia powloki walcowej. Wyniki przedstawione na rys. 8-12
potwierdzaja ten wniosek, poniewaz wykazujg bardzo matg réznice obu rozwigzan,
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Linia kropka-kreska ilustruje rozwiazanie zagadnienia zlinearyzowanego, przedsta-
wionego w poprzednim punkcie (rys. 12). Widad, ze rozwigzanic $cisle dla powloki
z materiatu sztywno-lepkoplastycznego o liniowej funkeji lepkosci jest bliskie
rozwigzaniom przyblizonym. Bedzie to wskazéwka na przysztos¢ przy rozwigzywanu
zagadniefi dynamicznych dla lepkoplastycznych powlok.

i m
P15 —12
=128
10
. — 08
Aproksymacja ’
Huber-Mises —{ug
— 0,4
/
~{6,2
S N [T VR SR TR N SN N
-n 16 =4 42 —-40° -08 -0  ~04 02 04
Rys. 11 '
[i1] . 02 04 06 08 10 X
i ! P T I T I i T (i
02+
-
04 -
06 -
08 -
. : 4‘(:,#
vix) 1
v{1)

Rys. 12

Linearyzacja zwiazkéw konstytutywnych dla materiatn sztywno-lepkoplastycz-
nego zaproponowana w pracy [10] doprowadzita réwniez do rozwigzania poprawne-
go 1 stosunkowo bliskiego rozwigzaniu Scistemu. Pamigta¢ jednak nalezy, Ze rozwig-
zanie zagadnienia zlinearyzowanego zalezy od wielkoéci charakteryzujacych nosnos¢
graniczna powloki (p*, n*, m*, t*). W literaturze brak jest Scistego rozwiazania
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problemu noénoéci granicznej powloki z materialu sztywno-idealnie plastycznego
dla warunku plastycznosci Hubera-Misesa. Dlatego wykres na rys. 12 podano dla
znormalizowanego - pola predkosci, co pozwolito przedstawic wyniki niezaleZnie
od wielkosci p*.

Przedstawione graficznie rozwiazania nie zaleza od stalej lepkodci materialu p,
gdyz wprowadzono wielko§ci bezwymiarowe. Przejécie graniczne do materialu
sztywno-ldealme plastycznego uzyskuje sic, gdy y—>o00; wielkoscl sit wewngtrznych
daza wtedy do odpowiadajacych im wielkosciom z problemu noénodci granicznej,
natomiast predko$¢ odksztatcenia o dazy do zera.

7. WNIOSKI KONCOWE -

Przyjecie prawa plynigcia opartego na cigglym warunku plastycznodci umozli-
wito zbadanie wplywu parametru geomeirycznego na rozklad sil, momentéw
1 predkoscei ugigeia w powloce w szerokich granicach' zmiennoéci tego parametru:
1,5 <¢? <51,2. W przedziale tym znajduja sie prawie wszystkie powloki spotykane
w praktyce inZynierskiej, od krétkich (plerscnem) az po umiirkowanie dlugie po-
wioki.

Zaproponowana. metoda iteracyjna sprowadzenia zagadnienia dwupunktowego
do zagadnienia poczatkowego okazala sig¢ szybko zbiesna dla ¢®<52 i moze byé
wykorzystana w przyszlosci do rozwiazania odpowiedniego zagadnienia dyna-
micznego dla kolejnych warstw wzgledem czasu. Natomiast samo rozwiazanie
problemu quasi-statycznego jest asymptotycznym rozwigzaniem dla problemu dy-
namicznego w przypadku diugotrwalych obcigzen i dlatego moze stuzyé jako
_sprawdzenie statecznodei i zbieznoSci uzytych metod numelycmych

W pracy wykazano réwniez stosowalnosé aproksymacji jak 1 linearyzacji scistych
réwnag konstytutywnych dla powlok cylindryczaych. Ten ostatni wynik posiadaé
moze duze znaczenie praktyczne, gdyZ wskazuje na iozliwosci sprowadzenia za-
gadnienia dynamicznego do rozwiazania ukladdw. liniowych réwnan rézniczkowych
czastkowych.

Wszystkie powyZsze rozwazania sa p'oprawne tylko dla malych ugie¢ powloki.
Wymaga to wprowadzenia pewnych ograniczen dla wielkosci cignienia i dla czasu
jego dziatania.

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIE

1. E. A. WitMER, H. A. BarMer, J. W. Lesch, T. H, H. P1aN, Large dynamic deformations of
beams, rings, plates and shells, ATAAJ. 1, 8, 1963, . .

2. I'' M, Bomwosnes, T. H. Cempiknna, O gAIRO-NAGCMENECKOM FEUCHI KPY2ABIX. HAGCHINR U 060
aovex epamenua, Vapecrus AH CCCP, Mex. Mar., 4, 68 -76, 1964,

3. T. Dureey, R. KriEG, The effects of strain-hardening and strain-rate sensitivity on the transient
response of elastic-plastic vings and cylinders, Int. J. Mech. Sci., 11, 1569,




LEPKOPLASTYCZNE PLYNIECIE, POWEOKI WALCOWEJ 325

4. T. DUFrEY, Significance of strain-havdening and strain-rate effects ow the transient response

" of elastic-plastic spherical shells, Report SC-RR-69-477, 1969. _

5. P. . Hopas, Limit Analysis of Rotationally Symmetric Plates and Shells, Prentice-Hall,
Inc./Englewood Cliffs, N. J. 1963. .

6. A. PanIANEK, Constitutive equations for viscoplastic rotationally symmetric shells with Huber-
Mises yield condition, Arch. Mech. Stos., 21, 6, 1969,

7. A, Parianek, Dynamic loading of rigid-viscoplastic cylindrical shell, Arch. Mech. Stos.,
21, 2, 1969, i '

8. P. PerzyNa, The constitutive equations for rate sensitive plastic materials, Quart, Appl. Math.,
20, 4, 1963 o o

9. T. WIERZBICKY, Bending of rigid-viscoplastic circuldr plate, Afch. Mech. Stos,, 16, 6, 1964,

10. T. WierzBICKI, Non-associated constitutive law in viscoplusticity with application to dyneamics
of plates and shells, Acta Mechanica, 11, 1, 1970.

PesoMe

BSBKOIJIACTUMECKOR TEYEHWE LIFUIMHAPHYECKOW OBOJIOYKH
I VCIIOBHSA INTACTUITHOCTY I'VBEPA-MW3ECA

B pabore paccMOTpeHa TOHKAA DEIHEApHIccKas ofomouka CBOGOAHO OMEPTas Ha KOHUAX,
OCCCHMMETPHTHO HATPYXCHHAS IOCTOAHHEIM PABHOMEPHO pacrpefenesHbM BHCITHEM dBIICHHEM,
NPEBEIIIAIONTAM HECYIIyIo crocobr0CTs obomowd. TIPEATONmKeHbl: KECTIRO-BAIKO-IITACTHYCCK M,
HeCKHEMACMBIH MATEPHAL 0GOIOYKY W yCAoBMe ImacTEMEOCTH I'yGepa-Museca. PaccMoTpes ciy-
vail JAHelEOH (YHKIEE, OMECHBAOMEH BIASHES CKOPOCTH Hedopmalidy.

JIiist HATPY3KH, OpeBRINAIOME HECYIIYIO cnocoOHOCTh, B 00ONOMKE, eCTE He YYATHBATL CHI
HHEPIUY, YCTAHABIMBACTCA KBA3H-CTATHYCCKOS COCTOSHHE DABHOBECHI

Jagada CBOAACH K HERHHEHHOH CHCTeME OOBIKHOBEHHLIX ArGhepeHIMANIEHEIX  YPaBHCHMH,
xoTopas OplIa pCHIEHZ YACAENHO, BEMUCICHWA NDOBEASHE! AN DN THAYCHEH HATPY3KH W reo-

_ METPHICCKOTO TapaMeTpa oGonouxn. IlonyaeHEas B pabore peyxmepHas juddepeHipanbHasg
337494 CBeHeHA K 3amade KOME OpW HCOMIB3OBAHEE MeTORA HBIOTOHA pEIICHHA CHCTEMEL
HespHEIX anerefpawteckux ypapHermid, 3asasa Komm pemena meropom Pymre-Kyrra,

CpaBHeHEl PeIICHE: It (TOTHOIN) CTATHICCKOH HOBEPXHOCTHE TeueHms ODONOMKH H €¢ OpH-

GmmKreHYs. POIICHES OXKAZAINCE OIM3IKUME.

MecmeqoBAR0 BIMSHAE TEOMETPHUCCKOIO IapamMerpa O0ONOUKE HA BEMHYHHY I xapaxrep
PELIEHAs 3aMayn.

SUMMARY

VISCO-PLASTIC FLOW OF A CYLINDRICAL SHELL
WITH THE HUBER-MISES YLIELD CONDITION

In this paper a thin cylindrical shell is considered, loaded by an axially-symmetrical uniformiy
distributed external pressure, constant in time and greater than the limiting load capacity
of the shell. Rigid visco-plastic incompressible material of the shell and the Huber-Mises yield
condition are assumed.

A quasi-static state of equilibrium is established for the load greater than the limiting load
capacity in the shell, the forces of inertia being disregarded.

The problem of quasi-static flow of the shell is described by a non-linear set of ordinary
differential equations of the first order which have been solved numerically, The calculations are
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catried out for several values of load and geometrical parameters of the shell. The two-point
differential problem obtaingd here is reduced to Cauchy’s problem with the use of Newton's
method of solving a set of implicit algebraic equations. The Cauchy problem was solved by the
Runge-Kutta method. :

The solutions for an «exacty surface of flow of the shell (for the Huber-Mises condition) and
its approximation are discussed and compared. The high compatibility of both solutions is shown,

The influence of the geometrical shell parameter on the magnitude and character of the
‘solution of the problem has been investigated.
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