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ROWNANIA ASYMPTOTYCZNE I EFEKT BRZEGOWY DLA PLYT
O ZLOZONEJ STRUKTURZE

SYLWESTER KONIECZNY (LODZ)

1. WsTtgp

W pracy [I] ZOStaly podane podstawowe rownania tarcz 1 ptyt siatkowych o zho-
Zonej strukturze. W tego rodzaju plytach mo?na wyrdznié dwa typy weztdw, Pierwszy
typ charakteryzuje sig tym, ze wezly moga byé polaczone ofmioma lacznikami
7 ofmioma sasiednimi wezlami, natomiast w drugim typie wezly moga byé polaczo-
ne czierema lacznikami z czterema sgsiednimi wezlami,

Wyznaczanie sianu naprgenia i przemieszezenia w plytach siatkowych o zlo-
zonej strukturze przy stosowaniu cigglego modelu takich plyt, przedstawionego
w pracy [l], wymaga rozwigzania zagadnienia brzegowego dla uklidu réwnan
rézniczkowych szdstego rzedu. W rdwnaniach tych wystepuje maly parametr, cha-
rakteryzujacy §rednia odleglosé sasiednich wezléw rusztu lub odleglo$é sasiednich
otworéw plyty perforowanej przy operatorze rézniczkowym rzedu najwyiszego.
Fakt ten umozliwia otrzymanie rozwigzania preyblizonego przez zastosowanie
teorii asymptotycznej (gdy maly parametr przyréwnany do zera) oraz efektu brze-
gowego,

Celem poniZszej pracy jest przedstawienie wkiadu réwnan teorii asymptotycznej,
dla piyt siatkowgch o zloZzonej strukturze. W pracy zastosowano konwencje suma-
cyjna. Wskazniki oznaczone duzymi literami alfabetu lacinskiego przebiegaja
ciag 1,2. Srednik oznacza pochodna kowariantna, a przecinek -—— pochodna
czastkowa.

Przyjeto nastepujace oznaczenia:

P* oznacza skladowe «sitowe» tensora naprezed, m%* skladowe «momentowego»
tensora napregzen, yp, kg Skladowe tensordw odksztalcen, »% skladowe wektora
obrotu, u sktadowa wektora przemieszezenia (ugigcia), CFIMN| 4RL 7/ BELM gkladowe
tensordw sztywnoéci sprezystej, b gesto$é obciazenia sitowego, A gestosé obcigzenia
momentowego, eg, dwuwektor Ricciego, mi", p¥ skladowe tensoréw naprezen
powstatych wskutek wstepnych odksztalceid plyty.
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2. ROGWNANIA PODSTAWOWE

W pracy [1] zostaly podane podstawy teoretyezne tarcz i plyt siatkowych o zio-
Zonej strukturze. Dla tych plyt réwnania réwnowagi, zwigzki geometryczne i fizyczne
w dowolnym ukladzw krzywohmowym s3 nastepujace:

.1 mEE, L gE AR =0, Pt b=0;

{2.2) Kgr="r;x; V=g TEkm oM

mKI..: CKLMN ICMN_|_ f-f_BKLM ?’M+ﬂ’th,
PK = AXE v+’ ‘BLME KLM+p§-

W réwnaniach (2.1) - (2.3) funkcje b 1 A sa znanymi sitami zewnetrznymi i mo-
mentami Zewnetrznymi obciaZajacymi plyte oraz CK-MN AKL | 7'BELM g5 znanymi
skladowymi tensoréw sztywnosci spezystej. Wszystkie pozostale funkc;c wyste-
pujace w (2.1) - (2.3) sa niewiadomymi.

Funkcje te w obszarze = plaszezyzny, na kidrej ksztaltujemy siatke plyty, po-

winny spelnia¢ réwnania (2.1)-(2.3), a na brzegu obszaru dz powinny speniac
odpowiednie trzy warunki brzegowe. Dla brzegu swobodnego maja one postad

(2.3)

(2.4) mKLnKtL=ﬁ’t, mKLnI(nL=m’ PKHK=I3,

gdzie #, m i j sa danymi obciaZeniami brzegu plyty oraz ng i tL'sq skltadowymi
jednostkowego wektora kolejno normalnego i stycznego do brzegu. Dla brzegu
sztywno utwierdzonego speh:lione sa warunki

(2.5) . u=0, of=0.

Dia brzegu swobodnie podpartego lecz obciazonego momentami zgma}qcyml Ht
i skrecajacymi m mamy

u=0, mEpgt,=m, mnen=m.

Po wyrugowaniu z réwnan (2.1), (2.2) i (2.3) sktadowych m~E, p® oraz skladowych
stanu odksztalcenia xgz.i ¥, ofrzymamy réwnania przemieszczeniowe. Jezeli w tych
réwnanjach przyjmujemy za niewiadome funkcje.ugigcia u(x") oraz niezalezne
obroty yx (x"), to beda one mialy nastgpujaca postac:

(4® '.VL); g+["BEME SMN (u; N~ ?N); L]; K‘f“b'l“P*K; g=0,
(2.6)  [C™MN i (u 5— )l e+ ("B M pag)y k— 8" AXM g —
_‘8 L& SHBMNK(uS yS) M‘I‘hL"I'mKL EII(LP‘E:O

Przaksztalcamy réwnania (2.6) do innej. postaci. W tym celu nalezy pomnozyé
réwnanie (2.6), przez &7y, 1 korzystajgc z tozsamosci e’y ik =0% mozemy wyliczyé
# powyZszego réwnania AT y,,. Wyliczone wyrazenie na AT y, nalezy podstawi¢
do. prawej strony réwnania (2.3),; otrzymamy wowczas

(27) pT=[eT, g5 CHEMN (5 —7s); aal; xHETL B M ), e tel HetelomS g -
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Wprowadzajqc ozZnaczenia -

(2.8) DKTMS‘“ gt V_S ,C‘KLMN , EKTME_%T 11 pKLM

oraz korzystajac z (2.3), réwnanie (2.7) naplszemy w postaci

2.9 A™ yy ey’ ' BYNT (?J s~ Vs utpR=

k — [DxTMS (U, s~ 'PS); M} K _ (EKTM yM);M_I_eTL hL+3?TL mI;L; K-
Pierwsze réwnanie podstawowego ulladu réwnafi otrzymamy podstawiajac prawe

strony wzoru (2.9) do (2.6),. Dwa pozostale réwnania to réwnania (2.9). Tym sa-
mym uklad zbiorczy ma postac ’

[DKTMS (”; 5§ ?’s); KT+(EKTM VM) xr—b— (5 hL) T“("-"- Lm ) KT—O
(2.10) [DFTMS (u; s )’s); Ak K+(EKTM ?M); kt
FA™ pyt-ay® BN (4, s~ ys) e — el B — et m', x-Fpe=0.

Uklad powyzszy jest uktadem trzech réwnari rézniczkowych czastkowych szostego
rzedu typu eliptycznego dla funkeji i yx. Uzyskanie $cistych rozwiazad zagadnien
brzegowych dla réwnania (2.10) jest na ogét bardzo trudne. Jednakze rezygnujac
2 rozwigzania Scistego mozna w wielu przypadkach otrzymaé rozwiazanie
przyblizone.

3., ROWNANIA ASYMPTOTYCZNE 1 EFEKT BRZEGOWY

W rdwnaniach plyt siatkowych moZna wyodrebnié maly parametr, ktérego
wystepowanie pozwala na uproszczenie postaci réwnan i uzyskanie na tej drodze
przyblizonych rozwiazafh., WprowadZmy stala [ oznaczajaca przecigtna dlugosé
lacznikéw plyty siatkowej. Stala I, ktdra jest z zalozenia niewielka w poréwnanin
z wymiarami obszaru 7 plyty siatkowej, nazwijmy matym parametrem plyty siatko-
wej. Wyrazmy sktadowe tensordw sprezystosci tak, aby zawieraly maty parametr /.
Wykorzystujac wzory (3.12) i (3.17) podane w pracy [l] (wzoréw tych nie przyta-
czamy ze wzgledu na skomplikowang postad), skladowe tensoréw sprezystosci
zawierajace maly parametr / wyrazimy w nastgpujacej postaci:-

3.1 tRKLM _ [~ 17/ BKEM '\ 4RL_J-2 JKL '
We wzorach (3.1) wielkoéci nadkreslone nie zaleza od matego parametru /, réwniez
CKLMN pie zalezy od -1 (w dalszej czesci pracy. wielko§é nadkreslona bedzie nieza-

lezna od 1). Podstawiajac prawe strony wzordw (3.1) de (2.10) otrzymamy réwnania
przemieszczeniows zawwra_]gce maly parametr /:

.fDKﬂ,{S(”;s_—?s);‘ Ler (- 1EKTM?’M) xr—b (s LhL) T"“(S L) xr=0,
G2 P s—ys) M]-K+I(E"TMyM).K+AKM M+
IS 1 BYNT (g — ), ap — 1 6T HE— PP T 'S g+ P2 pE=0.
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Jezeli we wzorach (3.2), male parametry / dazy¢ beda do zera, to y,=0, gdyZ tensor
o sktadowych A*™ zgodnie z (2.2) tworzy macierz nieosobliwa. W celu zbadania,
do czego dazy I-1 y,y, gdy I dazy do zera, skorzystajmy z réwnania (2.3),, 2 ktérego
po obliczeniu yz otrzymamy

(3.3) Pr=drx (I*p* —1 "'BLME KLM+12P§) »
Przy cZym dgy jest macierzg odwrotna do macierzy ARK, Podzielmy réwnanie (3.3)
przez I. Po obliczeniu granicy otrzymanego wyrazenia, gdy / dazy do zera, uzyskamy

¥ _
(3.4) —? o> iy BEME

Wrykorzystujac wzor (3.4) do obliczenia granicy w réwnaniu (3.2); (/{—0), otrzymane
poprzednio réwnanie sprowadzi sig do postaci

(3.9 [(DXTMS 5.8 EETL gy g EMPR) 1t 534), g — 6=0,
gdzie arr jest macierza odwrotna do macierzy A®5. Oznaczajac
(3.6) DETMS - DETMS +8i’s EXTLg  EMPR
napiszemy rownanie (3.5) w postaci

(3.7 (EKTMS U sl xr—b=0.

Réwnanie (3.7) nazywamy réwnaniem asymptotycznym, a przyblizona teorie oparta
pa tym réwnaniu nazywamy teoria asymptotyczng. Teoria asymptotyczna piyt
siatkowych o ziozonej strukturze prowadzi do réwnosci yg =0, czyli redukuje liczbe
-niezaleznych sktadowych stanu przemieszezenia do jednej funkeji # (x¥). Poniewaz
funkcje yx (x1) charakteryzuja niezalesny obrdt elementéw plyty, przeto teorie
asymptotyczng mozna stosowaé w tych wszystkich przypadkach, w ktérych nie-
zalezny obrdt yr jest pomijalnie maly- wobec calkowitego obrotu oF.

Rdéwnanie (3.7) z formalnego punktu widzenia jest podobne do réwnania ugiecia
plyty anizotropowej. Uproszezony model ciggly plyt o strukturze siatkowei, ofrzy-
many z ogélniejszego modelu przedstawionego w p. 2 przyjeciem /-0, prowadzi
do znanej w literaturze anizotropii konstrukcyjnej plyt. Réwnanie (3.7) jest réwna-
niem eliptycznym czwartego rzedu. Tym samym spelnienie wszystkich trzech wa-
runkdw brzegowych (2.4) [lub warunkéw (2.5) lub (2.6)] nie jest mozliwe. Korzystac¢
wiedy musimy ze «redukowanej» postaci tych warunkéw podobnie jak w teorii
plyt Kirchhoffa,

Napiszmy zwiazek migdzy skladowyml stanu napiecia a skladowymi stanu
odksztalcenia dla teorii asymptotycznej. W tym celu podstawmy do prawej strony
réownania (2.3); wzdr (3.1} i otrzymamy wéwczas

(3.8 Lo CKLMN g [T 'BKLR yR_;_mIs;L.

Poniewaz CXMN nie zalezy od I, przeto przechodzac do obliczenia gramcy w (3.8)
po wykorzystaniu wyrazenia (3.4) otrzymamy

(3,9) mEL = (CKLMN _ UBKLRaRS :rBMNS) KMN+mIiL-
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Przyjmujac w (2.2), yx=0 otrzymamy wyrazenie na skladowe wektora obrotu vy,
ktére po podstawieniu do (2.2), pozwoli nam otrzymac formulg na skiadowe tenso-
rowe odksztalcenia ryy. Z kolei podstawiajac ruy do wzorn (3.9) otrzymamy

(3‘ 10) mKL=(CKLMN _ “BKLR dys HBMNS) SNH u; M -

Réwnania (2.3), w teorii asymptotycznej traca sens; sktadowe p® wektora inten-
sywnosci sit tnacych nalezy wyznaczy¢ z réwnan réwnowagi (2.1); (pominigto 2%}
Otrzymamy wtedy

3.11 K=K oM
( =g ;

Stad widzimy, ze momenty zginajace m*" oraz sily tnace p* dla teorii asymptotycznej
oblicza- si¢ ze wzoréw analogicznych do wzordw z teorii plyt Kirchhoffa.
Po rozwiazaniu zagadnienia brzegowego opisanego réwnaniami (3.7), (3.10)
i (3.11) mozna dodatkowo obliczyé wielko$ci yy, nie wysigpujace w teorii asympto-
tycznej. Wykorzystaé nalezy w tym celu réwnania (2.3), przy czym momenty m*"
sity p* nalezy obliczyé za pomocg (3.19) i (3.11). Jezeli obliczone niezalezne katy
obrotu 7, beda niewielkie wobec pochodnych ugigcia, tj. w obszarze plyty (lecz nie-
koniecznie w poblizu brzegu), spelnione sa warunki

(312) yL<u;L5 ?L;'Kéu;LK.s

to mozna stosowaé teorig asymptotyczna dla plyt siatkowych o Hozonej strukturze.
Njemniej jednak w otoczeniu brzegu plyty siatkowej moZemy ofrzymaé zasadnicze
rozbieznoéci pomiedzy wielkosciami m®" i p® obliczonymi wedlug modelu opisanego
ukladem réwnan szdstego rzedu (3.2) oraz wedlug teovii asymptotyczne], korzystajac
zréwnania czwartego rzedu (3.7). Teoria asymptotyczna nie pozwalana jednoczesne
spetnienie wszystkich trzech warunkéw brzegowych (2.4) [lub (2.5), lub tez (2.6)].
Niedogodnoéé te mozna usungé stosujge dodatkowo przyblizona teorig «efekiu
brzegowegom.

Teoria efektu brzegowego dla tarcz i plyt, ktérych struktura wewngtrzna okreslona
jest dwiema wzglednie trzema rodzinami krzywych, omdéwiona zostala w pracach
[2, 3,4, 5i6]. Réwnanie «elektu brzegowego» wyprowadzone w pracy [2] ma postaé

A22

= D1212 >0.

(3.13) Yiu—xp?=0, «
Réwnanie (3.13) zostalo wyprowadzone przy zalozeniu, ze a) brzeg plyty pokrywa
si¢ z linia parametryczng x'=xj,=const, b) linie parametryczne x?=const sa
prostymi normalnymi do brzegu plyty i wraz z krzywymi x* =const tworza uklad
ortogonalny (parametryzacje taka wystarczy wprowadzié tylko w otoczeniu brzegu
plyty), ¢} w poblizu brzegu plyta jest ortotropowa, a kierunki gléwne ortotropii
pokrywaja si¢ z liniami parametrycznymi x*=const (pojgcie ortotropii ni¢ dotyczy
materialu plyty siatkowej lecz budowy tensoréw sztywnodci sprezystej CXEMN,
AFE§ "BRIMy 7 yatozenia ©) wynika, ze ‘'BXIM=0; stad rdwnanie «efektu brzegowe-
go» dla plyt siatkowych o zlozonej strukturze bedzie analogiczne do réwnania
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(3.13). - Pomijajac rozumowanie (gdy? jest identyczne 7 rozumowaniem podanym
w pracy [2]) napiszemy koficowe wzory na skiadowe y; katéw niezaleznego
obrotu: :

P=p(Aexp(~ [Vl d)+reerp [ Vall 3D dL,
(3.14) - - -xéa) : %oy

1

1= Al [(D 1+D1122 Va, 21 w (DEIMN # mn), k-
We wzorze (3.14), nalezy przyjaé y (x3)=0, gdy w obszarze plyty mamy x* = x5
lub ¢ (x*)=0, gdy w obszarze plyty spelniona jest nierdwno$é x'<{x(y. Funkcjg
1,1 Wystepujaca we wzorze (3.14), nalezy obliczyé z nastgpujacego wzoru:

(3.15) A1 Y1, =—4 2?2 a4 27’ —b.

Przyblizony sposdb obliczania plyt siatkowych o zloZzonej strukturze polega na
zastgpieniu ukladu réwnan (3.2) uktadem réwnan (3.7), (3.13) i (3.14),. Rzad ukladu
réwnan nie ulega tu zmianie, wynosi nadal sze$¢; dzigki temu mozemy spelni¢
§cifle trzy warunki brzegowe (2.4) lub (2.5) lub tez (2.6). Otrzymane rozwigzanie
zagadnienia brzegowego stanowi dostateczne przyblizenie, jezeli wplyw funkcii yp,
na stan napigcia jest niewielki z wyjatkiem obszaru przylegajacego bezpoSrednio
do brzegu plyty. ' ' ‘
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Pesrome

ACUMIFTOTHYMECKOE VPABHEHUE .I/I KPAEROIU 3@OEKT
JUIST TITTACTHHOK CO CIIONKHON CTPYKTYPOI

VpaBHEHAA, OTMHCHIBAIOIIES COTOYHBIE DNACTHHKE, 3AKIIOYAIOT MAJBHf mapaMerp, KOTOpPELE
B CHACTEME YPABHSHUH B NEpeMEICHMAK, NOSBeTca IpE AnpdcpennmamsHoM . ONEPATOPE CAMOFO
BEICOXOTO TOpamka. DToT Haky Aaer BO3MOMHOCTS HOJIYIHTE HpHﬁﬂH}I(eHHOB peuexe TOPUMEHSA
ACHMOTOTHAYCCKAE TOIXOM,

B pafote maeTcs crciema ypaBheHEH s aCHMITOMATAZECKOH TSODHH, A Taioke ypaBHerwe
Kpaesoro TeneHus, 1A acCAMITOMATHEYECKOH TEOPHA TOMYYSHO YyPABHEHES YeTBEPTOrO MOPANKa,
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a TOTAa Kak Fusd Kpacsoro >(idexTa — BTOPOTo MOpAAKa. IIopamox cucTeMbl YpaBHEHHH Hew3-
MEHHNCH M COCTABINCT B HalbHellleM — IUECTh H HO3TOMY MOKHO TOYHO /IO BISTBOPHTH TPeM
KPAEBEIM YCHOBHAM.

SUMMARY

ASYMPTOTIC EQUATION AND THE BOUNDARY EFFECT FOR PLATES
WITH A COMPLEX STRUCTURE

The equations describing grid plates with a complex structure contain a small parameter which
oceurs at the differential operator of the highest order in the set of displacement eguations. This
makes it possible to obtain the approximate solution using the asymptotic approach.

In the paper is given a set of equations for the asymptotic theory, together with the equation
for the boundary cffect. An equation of the fourth order is obtained for the asymptotic theory,
and of the second order for the boundary effect, The order of the set of equations is unchanged —
being still sik — and thereby we can exactly satisfy the three boundary conditions. )
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