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ZGINANIE I SKRECANIE OSIOWO-SYMETRYCZNEJ PEYTY
O DYSKRETNEJ STRUKTURZE

JANUSZ SLIZEWICZ (WARSZAWA)

WSTEP

Praca stanowi kontynuacje pracy [5], w ktérej dla osiowo-symetrycznej plaskiej
ramy obcigZonej osiowo-symetrycznie sitami lezacymi w plaszczyznie ramy i wek-
torami momentdw prostopadiymi do plaszczyzny — znaleziono stan odksztalcenia
i naprezenia,

Niniejsza praca zajmuje si¢ rozwiazaniem identycznej ramy przy obciaZeniu si-
tami prostopadlymi do plaszczyzny ramy i momentami lezacymi w tej plaszczyZnie
czyli dla typowego obciazenia plytowego. Opierajac sig na teorii oérodka dyskre-
tnego, wprowadzonej przez H. FRACKIEWICZA W pracach {1, 2, 3i4], otrzymano réw-
nania przemieszczeniowe, stanowiace uklad trzech réwnan réznicowych, liniowych
o zmiennych wspélczynnikach. Uklad ten rozwiazano dla konkretnych sztywnosci
Zginania i skrecania pretdw ramy. Ogdlne rozwigzania otrzymano w postaci funkeji
zawierajgcych stale dowolne, latwe do wyznaczenia .z Warunkow brzegowych.
Prace zilustrowano czterema przyktadami. :

1. ROWNANIA PODSTAWOWE

W artykule, jak juz nadmieniliémy, oprzemy sie na réwnaniach podanych przez
H. FrAcREwICZA W jego pracach [1, 2, 3 i 4] opisujacych o$rodek dyskretny oraz
stan odksztalcenia i napresenia w takim o$rodku. Punkty ofrodka stanowia wezly
ramy plaskiej, ktérej kazdy wezel polgczony jest z sgysiednimi wezlami czterema
prostymi, sprezystymi pretami. Przekrdj preta jest staly na odcinku miedzy weztami
oraz giéwna centralna of bezwladnodci przekroju lezy w plaszezyZnie ramy.

Rama obcigzona jest przestrzennie w kazdym weZle silg prostopadia do plasz-
czyzny ramy F oraz momentem H leizcym w jej plaszezyZnie (tys. 2):

(1.1) H:hiei, szea, i=1,2-

W takim przypadku przemieszczenie wezldéw ramy opisuja dwa wektory, ugiecia w
oraz kata obrotu ¢ (rys. 1): :

(P:gpiei’ i=172:
{1.2)

w=we;, |eg|=1.
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_ Stan naprezenia okreflajag momenty M, 1 M, oraz sily poprzeczne Q, i Q, (rys. 2)
(1.3) . ’ M‘,=mie,-, Qvﬂqv33, v, i=1,2.

Przyjmjemy, ze przedstawione na rys. 1 i 2 wektory maja skladowe dodatnie. Geo-
metrie oérodka opisuje obiekt podstawowy g, oraz odpowiadajace mu wspolezyn-

§4

Rys. 1 "Rys. 2

niki koneksji ', w dwuwymiarowym ukladzie wspélrzednych &, &2, Przyjmujac,
se odksztalcenia ramy mozemy traktowaé jako male, otrzymamy nastgpujace
. zwigzki fizyczne:

SV
(1.4) mi=*—]:fz gwgl Vv, 9"+ (gi—-l—gi gsv) #;X
gV‘i’ g'.'\' (Aé)

Bvv
% [34, w4 £, (3¢ AEV, 9],

6D,
= [24 AE e, 20 AL 1,
qy gs‘].Z(Aév)s [ var é gvk( (0 + (: V‘,QJ )]
gdzie B, i D, oZnaczaja odpowiednio sztywnosé skrecania oraz sztywno$é zginania
preta, g;; sktadowe obiektu podstawowego, gj. delte Kroneckera, 4, przyrost funkcii
w kierunku osi &%, V, pochodna kowariantna w ofrodku dyskretnym, A& przyrost
wspoirzednej oraz '

1
v, ¢ = [( VE gj;+r,:;) AV—I—F,f',,] s
(1.5) g=detlgyl,

g ==, asv=esv]/g ’ 812=19 ez1=—1, 9112622=0~
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Zwigzki fizyczne w postaci rozwinigtej maja nastepujaca forme [4]:

2 = —————2D1 A, w5 AE 3?48V, p?)]
1 »
Vg, @&y |
(1.6) ml = 2Dz [34, w—1/g AE2 (391 +A-§2 V2 p')]
Vega (A7) (Acfz)z
1
m} = (mu'—gumf), mg:_(mzz—gum%)’
dzie o o
g ) B, )
My = == Vg,  map=——V,p,,
]/311 £22 :
4= oD 24, wt g A8 Qo+ 482V, p?)],
232 (4eh3
6D,

g2= 3,'2(A62)3 24, w— ]/g 48221 +4E2V, gt a.
Réwnania réwnowagi [4] maja postad
Eou(AE+AE AV, ) Vi — /5 (e5,+ €5, 1) (14+4,) g, =
(1.7) \ - =g UV VA V)2,
A5 (1+Au)€?v —(A+4)(1+4)f, 2=1,2, p#v;
sumowaé nalezy wg wskaZnikéw oznaczonych kreska.
W postaci rozwinigtej otrzymamy -
g11 41482 A2+]/E [A+A4) g+ 17, Asl=g11 Ae—g12 4s,
(1.8) gi24:1+822 Az“’“]/g [(14-4,) q;-I-Ffz A;]= 821 As—8224s,
di(I+4:) gi+4;, A+ A) g = —(1+4,) (1+4,) £,

A= AEY i AEE Y mi - AE AV )+ A8 AE Yy md,
A3=AZ.':1 Vi m%“l‘ﬁéz A2 m§+A‘fl Aa:z Va1 mf+£'§1 A‘fzvu mi ,
As=(+45) g +(1+4) g2,  Ag=h"+V BV, 4V, A1,
As=h+V BV R -V, B2

gdzie

2, PLYTA OSIOWO-SYMETRYCZNA

Rozwazania nasze ograniczymy do plyty osiowo-symetrycznej obcigZonej
osiowo-symetrycznie. W tym przypadku rozwiazania zaleze¢ beda tylko od jednej
zmiennej ¢*, ktdéra oznaczymy przez x (¢'=x; rys. 3). Geometrig takiej siatki [3]
okreslaja nastegpujace obiekty:

[ s —pzx(l—cost)]
Bu= —px(l—cost)  2p2x%2(1—cost)i’
.0 1 1
_x“:_ Fzziz";u
—2(1—cost).

Th=Th=Ih=I},=0, If=

Fyy=—2(~cost)x, IZ=
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Po uwzglednieniu powyzszych zaleZno$ci moZzemy napisaé pééhodne kowariantne
dla siatki osiowo-symetrycznej:

. |
Vid=d,a', Viat=— [0 4,4,

1
Voal=—2(1—cost)xa®, Vya*=—a'—2(l—cosr)a?,
2.2) T *

Visat=V, at=—2(1—cost) [a*+(1+x)V, %],

1 1 '
Vi920*=V,y a2=—x—A1a1—ﬁ;2(1—cost) [@21-(14-x) 4, a].

- he'=x

ey

Rys. 3

Zwigzki fizyczne (1.6) dla osiowej symetrii beda nastepujace:

4 D, (x)
m} (1) = ~————— [3p* ()= 2(L —cos ) x> (W)},
px_sin-2f
2()=—M— 34, w(x)+p?sint [2x ¢ () +(x+1) 9 (x+ 11}
on  MO= Ty (A0 it Re et (D DI
B (x)

my (x) == [A; p* (x)—(L—cos £) 4, xp*(x)] —

P
- 2D, (x){(1 —cos?)

n*sin f

(34, wG)+p? sint (207 )+ (e 1) 92 1)1,




ZGINANIE I SKHECANIE OSIOWO-SYMETRYCZNEJ PEYTY 251
2 Bz'(x) 1 ' 2
23) m (x)=“—'"~tf[cv (x)—x(1—cost) p*(x)]~
fe.d.] 2px> sinﬁéﬁ
D, (x)
————— B (x)-2(1 —cos ) xp? (x)],
2px* sin;
6D, (x)
g ()= p—*{ZAIW(x)an sin# [(x+1) p* (x+1)-+-xp2 (x)1} ,
3D, (x)sint '
72 (x)“*——[(hcost)xqa (x)—g' (x)].
2px?sin® >

Réwnania réwnowagi (1.8) po pewnych przeksztalceniach beda miaty nastepujaca

postad:
Ay ml(x)—(1—cos ) 4, xm? (x)+(1 —cos £) Em: (x)—2 (1 —cos B Exm} (x)+
sintExq, (x)=E[(1—cos ) xh% (x)— b (x)], -
(2.4) , ) 1 t
Ay xmiy (x)+Em; (x) — sinz q1(x)—tg "E"Exﬁ’z (x)=—Exi*(x),
A19.(x)=—Ef (x),
gdzie

(E-Dax=4,ax)=alx+1D—ax).
Po wykorzystaniu zwiazkow fizycznych (2.3) w réwnaniach réwnowagi (2.4) otrzy-
mamy réwnania przemieszczeniowe:
- Ly w(x)+L, p* (x)= —Ef (x),
2.5 S w )RS, 02 () =Exh? (%),
| PP @) x(l—cost) ()] = —E[h() —x(1—cos 1) ().

Wystepujace powyiej operatory maja nast@pu;acce Znaczenia:

12 6
Ll:FAIDI(x)Ala LZE;SintdlDl(x)(E‘f‘l)x,

6 .
5= —(E+1)D, (x)4,,

pisint
(2.6) 2
S, = *p* (4, D, (x}EF2)+3D, (x{E+IN x+sm EDz(x)
1 L 3sin?¢ 1
P:? A, By (x)Aim?.Sm?JE“;Bz(x)“ﬁ*——TE?Dz(x) .
: 2sin35
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Ostatnie réwnanie ukladu (2.5) ma rozwigzanie w prZypadkﬁ,' " gdy
@7 p (x)—x(1—cosf}g*(x)=0,
jeshi
Bt (x)—x(l—cost)h?(x)=0.
“Powyzsze warunki sa réwnowazne prostopadiodci wektorow H t¢p do ey:

. H-e, =0, (P.el=[)
lub
_hj.glj=0: 9! g1;=0.

Rozbijajac obciazenie na symetryczne i antysymetryczne wzgledem osi &', otrzy-
mamy prostsze rozwigzania. W przypadku symetrii (rys. 4b) wezly sa obciazone
sila F (x) i momentem prostopadlym do osi x.- Rozwigzanie otrzymamy wiedy 7 dwu
pierwszych réwnaf (2.5), natomiast téwnanie ostatnie speinione jest tozsamosciowo:

| Ly W(O)4Ly 72 ()= —Ef (x), H.e =0,
23) 8y (x)1-8; 9* () =Exh*(x), <p-e,=0,
' (X)=x(1—cosf)p*(x).

a 4! . b 4! c iz

Rys. 4

W przypadku antysymetrii (rys. 4c) wezly moga byé tylko obcigzone wektorem
momentu F pokrywajacym si¢ z osia x. Rozwiazanie otrzymamy z ostathiego
réwnania (2.5):

2.9) _ Pol(x)=—FEh'(x), ¢-e*=0, H-.e*=0.

Rozwigzaniem dla dowolnego osiowo-symetrycznego obcigzenia bedzie zgodnie
z zasada superpozycji suma rozwiazan dla przypadku symetrii i antysymetrii:

{2.10) w)=w(x), et@E=p@)+etx), ¢*(x)= P2 (x).
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3. ROZWIAZANIE DLA PRZYPADKU SYMETRII

Zatozymy, #e sztywnosci zginania i skrgcania pretéw ramy nie zaleza od x:
B, (x)=By, Di(x)=Dy,
ERY
By(x)=B;, D;(x)=D,.
W tym przypadku uklad réwnan (2.8) bedzie mial nast@pﬁjqceg postac:

1;2,1)1

1Alw(x)Jr—jD— sintA; (E—trl)xga (x)=—Ef(x},

(3.2)

7 sin A HEFDW () [D1 (E2-+4E+1)+D, smé_ ] E| 02 (x)=Exh?(x).

W pierwszym réwnam’u (3.2) mozemy wylaczyé operator 4, przed nawias:

12D, 6D, | -
(3.3) 4, deﬁ‘(x)+ - sin H{E+1) xp? (X} = — 4, 7 (),
gdzie

34 A7 ()=f{x+1).

Po rozwiazaniu otrzymamy

12D, 6D, , !
(3.5 i A @ =sin i (D) 6P ()= ~ |5 CHr ),

gdzie C jest stala dowolna. .
Rugujac nastgpnie W (x) z réwnania (3. 5) i drugiego téwnania (3.2) otrzymamy

{3.6) (x+2)p? (x+-2) 2[x-|— l-i-i)—— sin ] 92 (x-+D+xp? (x)=

- —D—{Exhz () [CH E+D) 7 ()] }
Rozwigzmy najpierw réwnanie jednorodne ‘

{3.7) (x+2) > (x+2)— 2[x+1+— sin ]fp (oD xg? (x)=0.
Podstawiajac

‘ 1
(3.8) o> ()= )

przeksztalcimy (3.8) w nastgpujace réwnanie:

{3.9) (x—l—l)u(x—f—Z) 2[x+1+—-sm ]u(x+1)+(x FDu(x)=0.
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Réwnanie to byto rozwigzane w pracy [5] przez podstawienie Laplace’a

. _ , 1 f
(3.10) “0=Fos f s 1g(s)ds.
Rozwiazaniem jego jest funkcja
Dz . I3 1 -DZ A t
GB1YD  wlx)=C, I'x+y x+1,2;_23— sm7 +Ca L, 4 —ZES!n? .

gdzie I'(x) oznacza funkcje Eulera, v (a, b; c) konfluentna funkcje hipergeometrycz-
nq oraz L (¢) wielomian Laguerre’a.
Uwzglqdmajzgc podstawienie (3.8) otrzymamy

(3.12) 9*{(x) =? [CPGx+Dw(x+1,2; ﬂ)+C2L(lx?1)(_ﬁ)] )

b, t
gdzie f= 2D—s1n 2 Cy, 02 sq to state dowolne.
1

Rozwiazanie szczegdlne réwnania (3.6) znajdmemy dla obcigZzenia wezldw tylko
stalg sita £

=0, fx)=1.
W tym przypadku réwnanie (3.6) przyjmie postad

. D . -
(3.13) (x+2e*(x+2)—-2 (x+ 1 +—152— sin > o* (x+ D4 xp? (x)=

- 2D1 sin ¢ 20, 5mz TN~ b_s@ X

Rozwigzanie szczegdlne znajdziemy przewidujac rozwigzanie w postaci p® (x)=
=ax-+b i poréwnujac wspdtezynniki przy potegach x. Rozwiazaniem bedzie funkcja
3.14 7 (= i ‘4 S
( " ) ) ﬁo (xl- - . ] t 2 f X 2 . ¢
T "2D,sintsin > D, sm—2—

Rozwiazaniem ogolnym réwnania (3.6) bedzie suma rozwiazan (3.12) i (3.14):

. 1 . . ’
(3.15)  ¢*(x) = (GG Dy (1, 25 B+C Ly (—=P1+

p C D, 1 af '
LV R PRI | ROV
2D, sin#sin 5 : D, sin 5 2D, sinfsin o
Funkcie ugiecia plyty znajdziemy z réwnania (3.5). Dla f=const funkcja 7 (x)

zgodnie z réwnaniem (3.4) ma postaé

@Gle A=, Y@=
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W rozwigzaniu skorzystamy z nastgpujacych Wlasnosc1 konﬂuentneJ funkcii hiper-
geometrycznej i wielomianu Laguerre’a:

A =T x4+ Dy (x+1,3; = F(JC—H)W(JH-U 5,
AiL{x—z)(_ﬁ)=L(x—1)(—ﬁ)-

Zaleznofci te pozwola na przepisanie réwnania (3.5) w mastgpujacej postaci:

(3.17)

I .
A Ww(x)= —szsintdlxqoz(x)——p%int[—CLALF(x—f—l)l//(x—l—l, 3, -

, pd 1 5 D, 6 D2
OB (A Al | o T
sm? sin? >
_ 3D 1 3 Dy
+C i E =1l x— 7 D, C-+
sm—Z" | Zsm?
3. D 9 D, 1Y] 2 b
K ]| e
2 2 N 2

Sta;d ugiecie plyty okredlaé bedzie funlcja

1
(3.18) W)= —;pzsin:{a T+ Iy (e+1, 25 B)— 2w {(x+1, 3; /]

. 5 o 1 1 Dy 1
Co [Li iy (= 2L oy (=B} 12D, ,f 27 b, |2 Clx~—
. 2
R B Dr 3 D} 3 Dy '+1 ) 2 D 4
S LD Hl— 2 ',rzxftD2*+’
sin D) | sin? 5 D,sin 2 _ sin—-
!
gdzie f= 5 a symbole C,, C,, C i A oznaczaja stale dowolne.

"W ten sposob przemwszazema okreslaja trzy funkcje W (x) (3.18), p? (x) (3.15)
oraz funkcja

(3.19) P ()=x(1—~cost)p?(x).
Stan napreZenia otrzymamy ze wzoréw (2.3):
| | el D ~2
iy (x)= ————¢ (X) ity (x) =
: ' pxsin—- 2px%sin—
(3.20) 2 2
i 2D, (1--cost) .
= = sy DA | sin () X1,

pisint
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2Dy

{3.20) iy (X) = — P asint [34, % (x)-+p? sint (E+2) xp* (x)], -

[e.d]
. 1 - )
G (= —\7C+5f ),  n=0.
Zwréémy uwage na warunek
Aty (£) —x (L —cos ) w3 (x)=0.
‘Wyraza on prostopadlosé wektora M, do osi x, czyli M, jest momentem zginajacym.,
4., ROZWIAZANIE W PRZYPADKU ANTYSYMETRII

Réwnanie (2.9) po wykonaniu dziataf okreélonych przez operator otrzymuje
mnastepujaca forme:

1
@D  (+HDet(x+2)-2 (x+1 +—2“ﬁ1) ¢ (x+1)+

FHD ()= ~ ;%(x+1)ﬁl(x+1),

gdzic

49 0 t Bz+3 sin*t D,

“.2) hr=lsing gt T B
: sm"‘a— )

Rozwigzemy najpierw réwnanie jednorodne
. 1 . .
(4.3) (x-+1) o' (x+2)-2 (x+1 T3 ﬂl) ¢! (x+1)+(x-+ 1 p* (x)=0.

Roéwnanie (4.3) jest identyczne z réwnaniem (3.9) i ma takie samo rozwigzanie:
(4.4) ¢ () =A; T+ Dy (x-+1,2; B+ A LE_ 1 (— ).
Rozwiazanie szczegélne réwpania (4.1) znajdziemy dla przypadku stalego mo-
meniu obciazajacego wezet:
B (x--D)=ht(x)=4,

4.5) . [ 1 . A p R
(x+1Dp' (x+2)-2 (x-l-l +3 ﬁz) ot x4+ D++D e ()= B, (x+DA.

Przewidujac rozwigzanie w postaci ¢! (x)=ax+b i poréwnujac wspdlezynniki
‘przy potegach x, otrzymamy

. o
“6 5 ()= o,
1 1




L
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Rozwigzaniem pelnym bedzie suma rozwiazaf (4.4) i (4.6):

1
@D P O=ATEADY L2 B F AL (= A+ 5 5 b,

gdzie A, 4, sa to stale dowolne.

W rozwigzaniu dla przypadku antysymetrii @ (x) jest Jedynq funkcja okreélajaca
przemieszezenie, poniewaz

(4.8) #w=0, ¢*=0.
Stan napreZenia znajdziemy ze WZOréw (2.3). Ofrzymamy nastepujace wyniki:

) 3D,sinz 1 “y 2
A= - @, #0)=0,
D psin® .
psin® -

B, N
@.9) ml(x)=741rp1(x),_ #r (x) = (Bz—3D2);C;qol(x),

-t

ZpSill—z-
. 3 Dzsmt 1
L=0, GW=—7 AP,
psin®— '

2

5. PRZYKEADY

Wypiszemy najpierw wartoSci funkeji v (4, b; 1)) i L% (—f) w potrzebnych
punktach:

‘ 1 1 1

| w1 pH==LH, wl,2; ﬂ)“ﬁ, w(l, 3;[)’)7--[;*!-?,
1 1 1

w(2,2; B)=f+€(ﬁ), w(3,2;ﬁ)=3~[1+—[§+(2+ﬁ)C{ﬁ)],

11 1 5 1
w4, 2; ﬁ)“g‘l‘ﬁ+7ﬁ+7((3+3ﬁ+"5ﬁ2) C(ﬁ)],
G- 1 [3 11 1 ( L L 3) ]
w2 ﬁ)—“:ﬁ I3y By B (283 )00,

1
w(2,3; f)= ﬁz’ w3, 3; ﬁ)—#[—*"—-C(ﬁ)].

1
v43; 8= *—[—rﬁ+ﬂ+2+(3ﬁ+ﬁ2)5(ﬁ)]
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17 1 7 1 T
(1) w3 p= HW{“ﬁ-+3+7ﬁ+?ﬁ2+(6ﬂ+4ﬂz+7 B3) C(ﬂ)]..
[e.d.]
13 -1 { - 1
v 1 p)= —;[5-+—2—/3+(1+2ﬁ+7 ﬁ”') c(ﬁ)],
LY (-p)=1+58, Li(—f)=248,

I 1
LY(=p=1-42p+5 42, LY(=P)=3-3515 17,

1
Lé("ﬁ)=4+6ﬁ+zﬁz+gﬁ3, Ls(-p)=1,
1
L3(~P=6+4p+5 p7,

, Lk ,,{T ﬁ)”:ro :
gdzie { (f) wyraZzone jest przez funkcje wykladniczy e i catkowa funkcje wykladnicza
Ei w nastgpujacy sposoh: -
L(By=€"Ei(—B).

Przyklad 1. Znajdziemy rozwiazanie dla tamy przedstawionej na rys. 5 dla
t=n/2, Znajdujacej si¢ pod dzialaniem stalego obciaZenia f. Sztywno$cl zginania
pretéw spelniaja warunek Dy =D,=D.

Obciazenie jest symetryczne. Rozwiaza-
niem beda funkcie (3.15), (3.18), (3.19)
i (3.20). Stale obliczymy z nastgpujacych
warunkéw brzegowych:

Ww(l)=0, Mm1(3)=0,
(=0, g, (3)=0.

_ Przed przystapieniem do wyliczenia sta-
tych wygodniej bedzie wyrazié 7l (x) przez funkcje b (x). Ze wzoréw (3.20)
mamy

. (5.2)

2D, (1 wcbs £

ik (x)= — [34, % (x)+p? sin'1 (E+2) xp* (x)].

piein't
Z zaleznodci (3.5} okreflimy 4, w(x) 1 korzystajac ze Wzoru (3.19) otrzymamy
(5.3) o m;(x)=£)_’41 q"ai(x)}l——?ost—[i C+w(x)]
p T T 2simt |2 _
dla f=const oraz y (x)=xf. ' -
Warunek ¢, (3)=0 pozwoli nam Wyiigzyé stalg C:-

(5.4) ’ C=—6f.
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State C, i C, znajdziemy z warunkéw

(5.5) 72 (=0, mi(3)=0.

Korzystajac z zaleznoéei (5.3)‘i (5.4) przeksztaleimy drugi warunek do postaci
¢ @ —¢' (3)=0.

Po rozwiazaniu otrzymamy

32+~]/2

C,=——0—— —,

s6) 0TI D
1 35 45

Cy=— 7+4]/2 [ +— |/2+(32+ 2 1/2)81/2 Ei(— ;/2)]

Z warunku W (1}=0 znajdziemy. stala A:_ _  '
1 o L _ Pf 15

5.7 A=__—2—p2. [Cl (—2— ]/2 —14-¢¥2 EI(~1/2))%C2]"F 2D (3— 7]/5)

Wrory (3.15), (3.18), (3.1_9_)”1'_ (3.20) po wstawieniu obliczonych statych i t=mn/2
okreflaja stan odksztalcenia i naprezenia plyty.
Obliczymy przykladowo przemieszezenia brzegu plyty:

P _
”23__1..5:21/_2,“ ”13 3"'23
P 43lly2
I TC R

Wektor kata obrotu jest zgodnie'z (2.8) prostopadly do preta: promieniowego i po-
siada modut

S ' ¢ (3)e,(3)
(5.9) p=Veu o'y of3) /!
e.(3)
Po wykorzystaniu zaleznoécei (2.1} i (3.19) otrzymamy / !
(5.10) @ (x)=psintxp®(x) . | ¢'(3)e4l3)

W naszym przypadku

N 3 P 3(5%—51/2) : ‘ e,(3)
Znaki ujemne przy ¢ (3) i ¢? (3) okredlaja zwrot wektora ¢ jak to przedstawiono

na rys. 6. Natomiast W (3) jest bezposrednio dodatnim ugigciem, zwréconym pod
plaszczyzne (rys. 6). :
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Przyklad 2. Rozwigzemy rame przedstawiona na rys. 7a dla t=rf2, obcigzong
sita skupiong w ofrodku P oraz momentem lezacym w plaszezyZnie ramy i nachylo-
nym do preta promieniowego- o sktadowych G i M.

Rys. 7

Zadanie rozbijemy na symetryczne (rys. 7b} i antysymetryczne (ryc. 7¢). W zada-
niu symetrycznym stale znajdziemy z nastgpujacych warunkéw brzegowych:

_ 1
1) g WH=0, =M,

(5.12)
L)=—-p,  FO=0.

Wartosei i znaki wielkosci 7, (1), 7! (1) widaé

na rys. 8. Z warunku g, = —%P znajdziemy

\" ,

(5-1_3) C;‘?'

Warunek ¢! (0)==0 pozwoli nam znalez¢ sta~
la C,=0. Stala C, znajdziemy 2z warunku
mi()=1/pM: -

kM kQ+kyT) Pp
ktyZ Dy 84y Dy’

, bezm _
Rys. 8 (5.14) Cy=

gdzie k jest stosunkiem sztywnosci zginania pretow promieniowych do obwodowych:

5.15 - —
( ‘ ) . - D2 .
Stala 4 wyznaczymy z warunku W (1)=0:
k Mp? dk+v/2 Ppd -
(5.16) vz P

. ATy D By Dy

Po wstawieniu obliczonych stalych oraz t==/2 do réwnai (3.15), (3.18), (3.19)
i (3.20) bedziemy mieli okre$lony stan naprezenia i odksztatcenia w plycie. Przykla-
dowo kat obrotn na brzegu opisuja funkcje

5.17) Sy M kT

> B PRImEI T Y2 Dy 8Ue+y2) Dy
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Wektor kata obrotu jest prostopadly do preta promieniowego o zwrocie zgodnym:
ze zwrotem momentu M. Ugigcie w Srodku wynosi

(5.18) w{0)=4.

~ Rozwigzanie dia czesci antysymetrycznej znajdziemy z nastgpujacych warunkow
brzegowych:

(5.19) ¢! (0)=0, 1{1}(1)=%G.

Pierwszy .Warunck da nam

(5.20) A,=0,

z drugiego natomiast z?ajdziemy

(5.21) L Ay= ! —G—
. . 2 By

e GRS
. Lo .
gdzie k, jest stosunkiem sztywnosci skrecania preta promieniowego do sztywnosei
zginania preta obwodowego, ky =B, /D, oraz k; jest stosunkiem sztywnoéci skrgca-
- nia preta obwodowego do sztywnodel zginania preta obwodowego, k,=B/D,.

Stan odksztalcenia i naprezenia okreflaja wzory (4.7), (4.8) i (4.9). Kat obrotu
na brzegu wynosi

- ) LYZ @ .
(5.22) P O=5 oy # (1)=0.

V2 +2ka+6 B’
Kierunek i zwrot wektora kata obrotu o (1) sa takie sazﬁe jak wektora G. Natomiast
modut '

(5.23) lg (Di=¢()=pp" D).

Przyklad 3. Znajdziemy rozwigzanie dla plyty utwierdzonej na brzegu i obcig~
zonej sitg skupiona P w ofrodku oraz obcigzeniem statym f przyloZonym w weztach
(rys. 9.

Liczba pretéw promieniowych n jest réwna n=2mn/t. Obciazenie jest symetryczne.
Stale wyznaczymy 7 nastepujacych warunkéw brzegowych:

Pt (0)=0, W(@=0,
(5.24) i ) P
P@=0, L@= —(;+af).

Znak ujemny wynika stad, ze zwrot reakcji na brzegu plyty jest przeciwny zaloZone-
mu na rys. 2 dodatniemu zwrotowi sity poprzecznej ¢4,. Z warunku @' =0 otrzymamy
stalg '

(525 - C,=0.




262 ’ JANUSZ SLIZEWICZ

Stala C obliczymy z warunku ¢, (@)= “(%+af):

(5.26) C=—o:,

Warunek @2 (¢)=0 pozwoli na okreélenie statej C,:

P a r Dy 1

(52 (Cy=—-= *;*i‘f —T+a—_2m
DzsinE

t Ligpy(~P
2Dzsintsin? (e=)

7

Rys. 9

Ostatnig stala A otrzymamy z warunku ¥(a)=0

29 a=sinic | S N I
(‘28) A_ 2 SlntCZ L(a—l)(—ﬁ)_}_zL(aﬁZ)('—ﬁ) - 12D1 f ?_ ) ¢ Dz
sin—
2
P 3 Dyp 3 D 3 b 1 5 2 Dla
T N Y i |
sin 5 sin ) D, 81117 ) sin 7

Stan odksztalcenia i naprezenia po wstawieniu stalych okreslaja wzory (3.15)
(3.18), (3.19) 1 (3.20). Ugiecie w $rodku w (0)=A4.
Przyktadowo dla t==n/2, a=2 (rys. 10) otrzymamy:

C=2P, (,=0,
el
Ty —— P12k +—
Gy, V2 P+f +5 V2
e e va s v o)
Iy e ——— - — : e T k .
(k+y2)D; [P AR REA L
Przyklad 4. Plyta z otworem w $rodku pod dzialaniem stalego obciaZenia f
przylozonego w wezlach oraz momentem M na zewnetrznym brzegu (rys. 11).

29y &7
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‘Warunki brzegowe:
. 0 IS ¢ o

q.(B)=—f, @ (b—1)=0.

Z warunku ¢, ()= —f znajdziemy

{5.31) C=2(1-b)f.
Warunki

iy oy 1 t
{5.32) m(b—1)=0, (a);;tg?M

Rys. 11

po wykorzystaniu wzoru (5.3) dadza nastepujacy uklad réwnan na stale €, 1 €,
o' (B -9 (b-1)=0,

M 1 1—cost f
_40 (a+1) 9 (d)*_*tg 5 T osing

Iub po wstawieniu wartoéci

0 of 1 D,
CL By (b, 1; f)—Cy L, (—F) = b .Hmz_“iﬁf
2D, sintsin? D, sin?

(5.33) G (a+Dy(a-t+1,1; p)—CLY(~B)=

_ of 3 - D, D, , 1 M
= 2" + a-i-ﬁﬁj—l-D sin (a +1) ;
2D, sin tsmE D, sin >

Rozprawy Inzynierskie — 3
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Z warunku W (dy=0 znajdziemy wartos¢ stalej 4:
1
(5:34) A= prsint{Ci L@t DIyt 2; B)—2w(a+1,3; Hl+

1 i "2 S g pgf.“ 1 1 DI
+-Cz[L(n—l)(_ﬁ)+2L(a—2)(_ﬁ)}_Eﬁr b_“—z—'—‘—‘—z'*jz— a—
- . sin_?

3 D,

UL LS I
t (1-20) .t D; 2 a4 : DAL
Dzsin7' sm"’?

Przykladowo dla plyty t=ﬁ/2, a=2,b=1 (rys. 12), otrzymamy

I
U +—1/2
C=0 C=p—f____i/2_
T TN Dy Bky2

A1 [L T g ( L)Vi(_l_@)]

(5.35) =", V2 +3k 2k+4l/2k+3k+2k—|—2|/2 e ¥ mil == 1,

Lalelis 2ys N2 (2
=?2—P2 {C1ll+*2“]/2lk—kz+(4—i—]/2k)e 3 EI(_T)]_I_

_1 3 .
+C, (4+|/2—k~)}+ 1”2;1 (1-+61/2 k-+24k2).

Skladowe kata obrotu i ugigcie na brzegu otworu wyniosa:
~ . of kF2y2k?
¢t (D)=¢* (="~ ———"L .
Dy 2(2y/2+3k)

1 ! 1P

(5.36) :
=gy (5 V2 1412V 5
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Peswme

W3ruE U KPYYEHUE OCECHUMMETPHUYECKON HIACTUHKI
C JUCKPETHOWM CTPVKTYPOH ’

OCHOBLIBAACE HA TEOPHH [NHCKPETHOW CPemLl, BhBemennoll T, DpomukeBHIeM, maeTcs pe-
INeHHe I8 OCECHMMETPHIECKON NAAaCTWHKH, 3arPDYXCEHOM OCECHMMETPHYECKAME CRUIAMH, [Ep-
HeHAPUKYIAPHBIME K INIOCKOCTH W BEKTOPAME MOMEHTOB, DACIONOMEHHLIME B IINOCKOCTH ILTAC-
Tuny. OOiige pemenne HOAYICHO B3 YPABNEHEAX B HEPEMENICHHENX, SBISFOLUTRXC CHCTCMOl Tpex
JMHCHHEIX YPABHCHMHA B KOHEYHBIX PA3HOCTAY ¢ HEPEMERHEMMY KOsdpummenTaMe, B XOHKPETHEX

cRydasx, HaliAcHkl DePCMCIIEHNs W HATIPMREAHSA, ONPERCALT PORU3BOILHEE NOCTOAMNEIS 110 Kiae-
BEIM YCHOBHAM,

SUMMARY

BENDING AND TWISTING OF AXI—SYMMETRICAL PLATE
OF A DISCRETE STRUCTURE

On the basis of the theory of a discrete medium introduced by H, Frackiewicz, an axi-symmetric a
plafe was dissolved, loaded axial-symmstrically with forces perpendicular to the plane and vectors
of moments lying in the plane of a plaie. The general solutions have been obtained from the
dislocated equations determining a set of a three differential linear equations having changeable
coefficients. In the concrete examples, the disfocations and stresses were found facultative constants
being calculated from the boundary conditions.
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