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WPLYW EKRZYWIZNY 1 PODATNOSCI SCIANKI NA STATECZNOSCE
HYDRODYNAMICZNA LAMINARNE] NIESCISLIWE] WARSTWY
PRZYSCIENNET (II)*

EUGENIUSZ MZYK

1. ZALOZENIA 1 ROWNANIA PODSTAWOWE

W pracy rozpatruje sig wplyw krzywizny wzdtuz kierunku predkosci — sztywnej
1 podatne]j $cianki na statecznoéé hydrodynamiczng laminarnej, niesciliwe] warstwy
przyiciennej. :

Zagadnienie to moZe znalezé zastosowanie przy ocenie celowo$ci budowania
szybowcow z migkkimi pokryciami,

Przyjmuje si¢ nastepujgce zalozenia:

D) kontur $eianki przed odksztatceniem jest wypulkdy (rys. 1) i ma staly promien
krzywizny R, znacznie wigkszy od gruboéci warstwy przySciennej przeplywu §;

2) $cianka jest podatna jedynie w kierunku normalnym do jej konturu przed
odksztatceniem;

3) odksztalcenie §cianki ma postaé fali powierzchniowej o malej (w poréwnaniu
do §) amplitudzie a; odksztatcenie to traktuje sig jako reakcje na wedrujaca fale
cifnienia zaburzenia w plynie p, {x, »,1); :

4} przeplyw podstawowy, ktdrego stateczno$é sig bada= jest w przyblizeniu
przeplywem réownoleglym o polu predkosci Vo, [U (37, 0, 0].

Zgodnie z zalozeniem 11 3 moZna przyjaé, ze profil predkosci przeplywu podsta-
wowego jest w przyblizeniu niezalezny od krzywizny i podatnosci Scianki (1).
W konkretnych obliczeniach liczbowych przyjeto dalej z géry dana postaé tego
profilu predkosei, biorac ped uwage dwa jego typy: aproksymowany przez LINA
profil predkosci Brasiusa oraz rodzing profili predko$ci POHLHAUSENA.

Stateczno$¢ przepltywu podstawowego okrefla sie w odniestenin do malego,
dwuwymiarowego zaburzenia o polu predkosci V, [u {x, y, 1), v (x, y, t), 0] i ciénie-
nia p, (x, y,1). Zaburzenie to przyjmuje si¢ w postaci wiréw poprzecznych, dla
ktorych funkcje pradu zaburzenia ¥ okresla wzér

(L.I) {(x, y, )=/ (Wexp [in(x—ci)],

* W czesci I pracy, opublikowansj w Rozpr. Inz., 18, 3, 1970, podana jest Kteratura cy-
towana w cz. 1.

(') Doswiadczenia LIEPMANNA pokazaly [10], #e niezmiennosé profilu predkosci od krzywizny
4cianki jest bliska rzeczywistosci dla scianki o malej krzywiznie K = 8/R < 1; zalozenie 3 pozwala
ponadto w pierwszym przyblizeniu nie uwzgledniaé wplywu odksztalcenia éciankina profil predkosci
przeplywu podstawowego.
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gdzie f(3) jest zespolong amplituda funkcji pradu zaburzenia, « liczba falowa
(dlugosé fali zaburzema A=2n/a), c=¢tHien gdzie ¢, jest predkoscia rozchodzenia
sig zaburzen w kierunku osi x, a wielko$¢é ac; jest wspdtczynnikiem wzrostu zaburzen
(zdy ¢;>0 uwazamy, e przeplyw jest niestateczny, gdy ¢; <0, 7e przeplyw jest sta-
teczny, a PIzy ¢;=0 mowimy o przypadku «statecznodei neutralnej»).

yh

\ i

| vy t)

)

B s

Rys. 1

Po przedstawienin w przyjetym uktadzie wspélrzednych (por. 1ys. 1, gdzie x,y
sa wspShrzgdnymi ortogonalnymi ukladu osi, mierzonymi odpowiednio wzdiuZ
i normalnie do komturu $cianki przed odksztalceniem) réwnan Naviera-Stokesa
i réwnania ciaglosci [87] dla wypadkowego przeptywu V=V¥,+V; i zZlipearyzowaniu
tych réwnan wzglgdem V, otrzymuje sig nastgpujace trzy réwnania dla skladowych
u, v predkofci zaburzenia oraz ciénienia zaburzenia p,:

ow U, u [, KU 1 ap
EREY & ?EJ“(U"JF??IE)”:_ I+Ky ox
1 2K ov K?
+“ﬁe—{ﬂu+ W E—Wu},
(1.2) w'a_qi+_ljfi_ ﬁ__a@iu=_ﬁ‘t’_l
ot 1+Ky dx 14Ky ay
1 { 2K du K2
TR VTl K ax (1T Ky }
1 du Ov '
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gdzie K=5/R jest bezwymiarows krzywizna konturu $cianki przed odksztalceniem,
Re=U, /v liczba Reynoldsa, odniesiong do grubosci warstwy przyécienncj § (gdzie
v jest lepko§cia kinematyczna plynu), natomiast 4 okreslone jest nastepujaco:

1 o* * K ¢

TETHr ¢ Tt T iRk o

Uklad rownan (1.2) ma postaé bezwymiarowa; przy przechodzenin do wielkosci
bezwymiarowych za charakterystyczng predko$¢ odniesienia przyjgto predkosé
przeplywu podstawowego na granicy warstwy przy$ciennej Uy, a za charakterystycz-
ng dhugosé odniesienia — 5. B
WprowadZmy teraz spelniajaca réwnanie ciaglosei taka funkcje pradu ¥ (x, y, 1),
ze
o 1 o

-2 S T e

oraz wyelimimujmy cifnienie zaburzenia P z pozostatych dwdch réwnan ukladu (1.2);
otrzymujemy wtedy nast¢gpujace réwnanie dla funkcji pradu zaburzenia ¥:

4 (a o Yo a)A‘P
(1.4 ot 1+Ky ox

vyl

Podstawiajac (1.1) do (1.4), pomijajac Ky w stosunku do 1(') oraz uwzgledniajgc
tylko wyrazy liniowe wzgledem K, otrzymuje si¢ ostatecznie nastgpujaca postad
réwnania rézniczkowego dla amplitudy funkeji pradu gaburzenia f(y):
(1.5} (Up— (" +Ef "= a2f)~(Uy +KU) f=

i

= = (YA 2KS " =207 f L 2Kt )

o 44F=0.

KU, K2y, ] ¥ 1
—fﬁx Re

Réwnanie to, odgrywajace zasadnicza rolg przy badaniu statecznosci przeplywu,
przechodzi w przypadku scianki piaskiej (K =0) w znane réwnanie Orra-Sommerfelda.

2. WARUNKI BRZEGOWE

Poniewaz nie uwzgledniamy wplywu odksztalcenia écianki na profil predkodei
przeplywu podstawowego, to réwnanie powyzsze jest identyczne w przypadku
Scianki sztywnej i podatnej. Réznica migdzy tymi dwoma rodzajami $cianek wyste-
puje w rozpatrywanym przyblizenin tylko w warunkach brzegowych.

Pierwsze dwa warunki dla fonkeji /' (¥} wynikaja z wymagania, aby skladowe
predkosci wzglednej plynu wzglgdem elementu konturu $cianki zerowaly si¢ na tym
konturze. Natomiast pozostale dwa warunki wynikaja z Zadania, aby skfadowe u, v

(*) Z zalozenia 1 wynika, e K <€ 1; a wiec wewnatrz warstwy przySciennei, gdzie ¥y <1, spet-
niona jest nier6wnoéé Ky < 1. )




196 FUGENIUSZ MZYK

predkodci. zaburzenia zerowaly si¢ w nieskonczenie wielkiej odleglosci w kierunku
normalnym do konturu $cianki przed odksztatceniem. PowyZsze cztery warunki
moZna zapisaé nastgpujaco:

dla Y=Yw
g
2.0 e o(x, 1, 1), Uo(Hulx y, =0,

dla y—o0
' u(x, y, )0,  v(x3.0)-0,
gdzie y, (x, 1) jest funkcja okredlajaca odksztalcenie konturu Scianki, a wyraz
Sy,)0t okresla predkodc clementu konturu $cianki w kierunku osi y.
Zgodnie 7z zatoZzeniem 3 odksztatcenie écianki ma postaé’ fali powif:rzchniowej,
okre$lonej zwigzkiem
2.2) p (%, )=aexp [lo(x— en)l,
gdzie a=d/ jest zespolona, bezwymiarowa amplitudg fali Scianki odniesiong do 4.
© Uwzgledniajac, Ze odksztalcenie y,, konturu gcianki ‘jest malte (w tym sensie,
7e a<l) oraz Zze dia rozpatrywanych profili predkosci spefniona jest zaleZno$¢
U, (0)=0, mozna warunkom (2.1),,, nadaé w pierwszym przyblizeniv nastepujaca
postac:

Y

(2.3) =0, 1), Ug(0) yyu+u(x, 0,0)=0.

Postepujac tak, jak przy badaniu statecznosci przeplywu nad &cianka plaska,
zastepujemy warunek (2.1} przez warnnek zgodno$ci na granicy warstwy przyscien-
nej rozwiazania «lepkiego» réwnania (1.5) z rozwiazaniem dla ptynu nietepkiego (*).
Otrzymujemy w ten sposdb nastepujaca postaé trzeciego warunku:

£ Wfogf()=0, gdric  ax=V o H(K[2P+KI2.
Po uwzglednieniv zwigzkéw (L1.1), (1.3) i (2.2) warunki (2.3) moZna sformutowad
nastepuiaco:
24 : ca=f(0), Uy(®)atf(0)=0.

W celu eliminacji z powyiszych warunkow amplitudy fali écianks @ przyjmujemy
za B. BENTAMINEM nastepujaca postac zaleznodei miedzy ta wielkodcia 1 bezwymia-
rowa podatnodcig dynamiczna scianki Y%

_ PO

Uy(Oye’
gdzie p (0) jest okreSlona na powierzchni Scianki nicodksztatconej (tzn. dla y=0)
amplitudg fali ci$nienia zaburzenia

(2.5) a

(26) pl(xa Vs I) =ﬁ(y) eXp [im(x_c‘t)] v

OHW obszarze poza warstwa przyscienna (¥ 3 1) rownanie (1.5) redukuje sie do postaci £yt
A-Kf i — 02 fur = 0. Z dwoich liniowo niezalesmych rozwiazan tego rownania trzeba odrzucié rozwia-
zanie rosnace ze wzrostem ¥, jako nie spelniajace warunku (2.1)4. W ten sposob otrzymuje si¢
rozwiazanie fu (¥)=const e %KY (gdzie o = ]/ctz (K2 +K2) dla-p =],
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Postepujac podobnie jak B. BENJAMIN [58] w przypadku Scianki plaskiej otrzymano
(por. Dodatek A) nastepujaca zalezno$¢ na wietkos¢ p(0):

@n F(0)=cf ", (O)+[U, (©)+ Kel £ (0),

gdzie £, (¥) jest kombinacja liniows rozwiazah «nielepkich» réwnania (1.5).

Po zastapienin warunku (2.4), przez kombinacje liniowa obydwu warunkéw
ukladu {2.4) oraz po uwzglednieniu zaleznosci (2.5) i (2.7) otrzymano nastgpujacy
uktad warunkow .dla funkcji £(y):

sy Ho(0) ,
S O+——/(0)=0, f(D+oxf(1)=0,
2.8) ,
, N AON
SO FYA O+ - K} fu(0)=0,  [/()]sin -

Warunki (2.8) obejmuja réwniez przypadek Scianki sztywnej, dla ktdrej podatnodé
dynamiczna Y jest rowna zeru. '

3. PODATNOSC DYNAMICZNA §CIANKI

Jako model podatnej $cianld pr_zyjmujémy membrang o masie na jednostke
pola powierzchni M [kg/m?] i sile naciagn na jednostke dhigodci T [N/m], powiaza-
ng3 z -podlozem winklerowskim o stalej spreZystej na jednostke pola powierzchni

Rys. 2

C [N/m?] i wspdlezynniku thumienia wiskotycznego na jednostl’{@ pola powierzchni
membrany D [Ns/m®]. Réwnanie ruchu elementu membrany w kierunku osi y
moze byé napisane nastepujaco:

_ Py, Py, W
(3.1) M 3{2 =T aiz -D af ~Cy1v_pl(x’07f)‘
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Po sprowadzeniu powyZszego réwnania do postaci bezwymiarowej i uwzglednie-
niu, ze zarébwno cisnienie zaburzenia py (x, v, t) jak i odksztalcenie $cianki y, (x, 8)
ma postaé fal poprzeczaych (2.6) i (2.2), moZna z niego otrzymaé nastgpujacy wzor
na podatno§é dynamiczng Scianki:

L a Us(Oc
(3.2) Y=U OG0 ™ m o (- ) —wplFined”

gdzie 7 =1/ —1 oraz m, d, cq, @, to cztery bezwymiarowe wielkosci, charakteryzujace
wlasno$ci mechaniczne podatnej Scianki:
M , b
n === d=
po

]/—:r‘ 1 _l/‘c— s
©TV oo, TV m oo,

Powyzsze wielkodei maja okreflony sens fizyczny: m 1 d s3 to odpowiednio wspot-
czyanik masowy i wspblczynnik thamienia wewngtrznego gcianki, ¢q jest predkodcia
swobodnej fali odksztalcenia membrany, & o 0zZnacza bezwymiarows czgstosé
kolows drgani swobodnych, niettumionych sprgZystego podioZa membrany.

W przypadku stateczno$ci neutralnej (c,=¢, ¢;=0) c2g8¢ rzeczywista i urojona
podatnosci dynamicznej przybiera odpowiednio nastepujaca postac:

Uy (Oyme (ci+wifa*—c?)
" (deyIma (et ojfa’ — )P
Uy (0) dc?
a  (de)?+[ma (2 teawdfa?—cA*

(3.3

Y,.= Yr (Ca o, M, Co,y (g, ({)z

(3.4

Y=Y, (c, w; m, cg, g, d)= —

4. KONSTRUKCTA ROZWIAZAN ROWNANIA (1.5)

Cztery liniowo niezalezne rozwigzania réwnania (1.5) znajdziemy w przyblizony
sposob, podobnie jak w przypadku klasycznego réwnania Orra-Sommerfelda.
Dwa rozwiazania znajdziemy wigc w postaci tzw. rozwiazaf «nielepkichy, nie Zwig-
zanych z liczba Reynoldsa Re, a dwa pozostale rozwiazania — W pos‘iaci tzw.
rozwigzan «lepkichy». Zastosujemy przy tym metodg Heisenberga-Lina, wykorzystu-
fac w dalsze]j analizie rozwiazania nielepkie, ktére sa okreslone w obszarze o grubodci
rzedu (e Re)~*2, oraz rozwigzania lepkie, dla ktérych obszar wazno$cl ma grubosc
rzedu («Re)~Y? i polozony jest blisko «punktu krytycznego» y. (punkt ten okreéla
réwnanie Ug (y.)=c¢).

a. Rozwigzania nielepkie. Z. do§wiadczenia wiadomo, ze utrata statecznodci
nastepuje przy duzych liczbach Reynoldsa Re. Pozwala to traktowaé lje Re jako
maly parametr i poszukiwaé rozwigzania réwnania (1.5) w postaci szeregu funkcyj-
nego ze wzrastajacymi potegami tego parametru. W pierwszym przyblizeniu zamiast
réwnania (1.5) otrzymuje si¢ na tej drodze tzw. réwnanie niclepkie

(4.1 (Uo— o VK 1y — o o) — (UG +KUg) f=0.
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Dwa liniowo niezaleZne rozwiazania tego réwnania znajdziemy stosujac metode
HeisengeRGA [35], ktéra jest poprawna dla odpowiednic malych liczb falowych
zaburzenia «. Zgodnie z fg mefoda przewidujemy rozwiazanie rownaniz (4.1)
w postaci szeregu

(=)

(4.2) fu)= > a?q, ().
n=~0
Po podstawieniu (4.2) do (4.1) i poréwnaniu w uzyskanym réwnaniu wyrazéw
stojacych przy tych samych potegach «? otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych
dla funkeji g, (»). Calkuiac bezposrednio rownanie pierwsze tego ukladu i stosujac
metode uzmiennienia statych catkowania do uzyskania pozostalych rozwigzan tego
ukiadu, otrzyma sig nastgpujace dwa tozwigzania réwnania nielepkiego (4.1):

L=We—0) D a®g, 1 (), do1=1,
“3) " ,
L)=0o=0) D) 0¥qu:(1),  Go2(0)= [ e (Uo—c)"2dy,
=0 o .

gdzie
5

I, v (¥)= fyeﬁ""(Uo—c)”z[f e"”(Uo—C)zq,.fl,v(y)dy] dy,
] L]

n=1,23 .., v=12,
Rozwigzanie ogdlne réwnania nielepkiego ma wigc postad

(4.4) Ja (_V)2 C iMH-Caf2 (1), .Ch C, L const .

b. Rezwigzania lepkie. Jako dwa pozostale liniowo niezalezne rozwigzania
rownania pelnego (1.5) zastosujemy przyblizone rozwigzania o obszarze waZnodci
rozposcierajacym si¢ w bliskim otoczeniu punktu krytycznego y,, gdzie ze wzgledu
na wystgpowanie logarytmicznej osobliwo$ci w rozwigzanin nielepkim (4.3) mozaa
spodziewaé sie silnego wplywu sit lepkosci.

Po podstawieniu do réwnania (1.5) wyrazenia f(y)=e"*/* F (y), wprowadzeniu
nowej funkcji y ({)=F(y), gdzie { jest nowg zmienna niezaleZna tego rownania

{=(y—yofe, e=(xRe)"*3<l,

po rozwinigciu funkcji Uy (3)—c, Uy () oraz Uy (¥) w szeregi Taylora wzgledem

_ poteg y —y.=&{, przewiduje sig rozwigzanie uzyskanego réwnania w postaci szeregu

2(O= D' &" x,(0). Poréwnujac nastgpnie w uzyskanym réwnaniu - wspdtczynniki
=0

stojace przy tych samych potegach &, otrzymuje sie uktad réwnan réiniczkowych.

dla funkeji y,({); pierwsze rownanie tego ukiadu ma postaé

dat,
ViU ¢y =0, gdzie U'=[ ]
XO c XO c dy pey
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Przy zaniedbaniu wyrazow rzedu 0 (2 Re)™! /3 w rozwigzaniu pelnego rdwnania {1.5)
mozna wiec ograniczyé sie do znalezienia rozwigzan powyzszego réwnania dla yo
i uzyskaé w ten sposdb '
flo)=eT g,
S, )=e2,

o
*2) HO)=em o [ de [e I [3 (ib’ti)a“] &,

4 4 - 2
fay=emr% i ac i VT H, [g (fﬁc)m] d¢,

gdzie HS) i H(?) to odpowiednio pierwsza i druga funkcja Hankela rzgdu 1/3 oraz
B=V Uc  {=(r=7) (= Re)"2.
Rozwiazania fy(y), fo(y) sa poszukiwanymi rozwigzaniami lepkimi.
Zauwazmy jeszcze, Ze zgodnie z (4.5); mamy f3 (y) =19 (y) e *¥1?, gdzie 20
jest odpowiednim rozwigzaniem réwnania (1.5) w przypadku Scianki plaskiej (K=0).
‘Wynika stad nastepujacy zwiazek:
(4.6) L) S50 K
' L) i) 27

ktory zostanie wykorzystany w dalszych rozwazaniach.

Yi

L
0 / Ye y 04 Ur

{p=-m) fp=0) '

Y-yo=y-yele™®
Rys. 3

c. Droga calkowania przy okreslaniu rozwiqzain nielepkich (4.3). W adrdznieniu
od rozwiazan (4.5) rozwiazania nielepkie (4.3) sa nicjednoznaczne, co wigze sig
7 tym, Ze réwnanie nielepkie (4.1) jest osobliwe (punkt krytyczny y. jest w tym ro-
wnaniu biegunem rzedn 2). Stosujac metodg postegpowania, uzyty przez LINA w przy-
padku §cianki plaskiej [17], mozna wikazaé, ze réwniez w przypadku écianki zakrzy-
wionej nalezy w celu njednoznacznienia rozwigzan nielepkich (4.3} wybraé to TOZWig-
zanie, dla ktérego przy catkowaniu w dodatnim kierunku rzeczywistej osi y droga
catkowania obchodzi z dolu przy (U.>0) punkt osobliwy y., w zespolonej pla-
szezyZnie wspolrzednej y=y,+iy;.

Wrynika stad, ze w przypadku neutralnych zaburzed (gdy y. jest wielkoscia
rzeczywista) nalezy dla rzeczywistego p<<y. oraz przy U >0 przyjac

argIn(y—yJl=—=.
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5. ROWNANIE CHARAKTERYSTYCZNE \

Rozwiazanie ogdlne zmodyfikowanego przez krzywizne Scianki K réwnania
Orra-Sommerfelda (1.5) ma postac

f)= Y Cofi). Cy=const,
v=1

gdzie funkcie f1 (1), 12 (0), f3 (¥) 1 fa () okieSlone sg przez wzory (4.3)1 (4.5);, 4-
W rozpatrywanym zagadnieniu (1.5) i (2.8) musimy przyjac, ze C,=0, gdyZ rozwia-
zanie f, (¥) nie spelnia czwartego warunku ukladu (2.8). Z pozostalych warunkéw
tego ukladu uzyskaé mozna uklad trzech jednorodnych, liniowych rownas algebra-
icznych dla statych C,, C, i C,, z ktérego wynika zespolone réwnanie charakte-
rystyczne zagadnienia w postaci F(«, Re, ¢; K, m, co, wq, d)=0.

Nietrywialne rozwiazania na stale C;, C,, C; beda oczywiscie istniaty tylko wtedy,
gdy wyznacznik charakterystyczny wspomnianego ukiadu réwnan algebraicznych
bedzie réwny zeru:

(5.1
£O)+ UAC(O) £ ©, fo+ UE‘C(O) 00, Aor Uéc(e) £+(0)
fio+ Y{f;(ow[u"’cwhfc]fl (o.)}, £ Y{f;(0)~|-~[5{§;@+ K] 5 (0)}, Ao |
D +ahi (1) S oS (). £ +agfs ()

Rozwijajac wyznacznik mozna stwierdzi¢, Zze rzad wielkodcl wyrazu zwigzanego
7 f1(D+agfa (D) jest nizszy od rzedu wielkoSci wyrazow zwigzanych z 4 (0} oraz
/3 (0). Mozna wige, podobnie jak w przypadku $cianki plaskiej [77}, pominaé
pierwszy wspomniany wyraz w poréwnaniu do pozostalych; jest to réwnoznaczne
z przyjeciem w wyznaczniku (5.1) zamiast elementu f 3 (D+ag f (1) elementu réwae-
20 zZeru.

Jesli w powyzszym wyznaczniku uwzglednimy jeszcze zaleznosel

NHO==c, LO=0, [1O=Us®, [0)=-1/c,

wynikajace ze wzoréw (4.3), to mozna dojé¢ do nastg¢pujacej postaci réwnania
charakierystycznego:

CHW
I+w Y[l —K ]

(5.2) L0 Y © UL (0) ’
£(0) ¢ [ ji]
S ERRATO)
gdzie _
r l .
(5.3) W(Oi,c;K)zU(’)(O)cfzr—( Yok (1)

Lo f1 (D)

jest zespolonym wyrazeniem funkcyjnym, nie zaleZnym od lepkosci przeplywu.




202 ’ : EUGENIUSZ MZYK

Po wykorzystaniu zaleznodci (4.6) i dokonaniu pewnych przeksztatcefi mozna
ostatecznie ofrzymaé¢ nastepujaca postaé rédwnania charakterystycznego:

w-¥Y(1-+4, w)
14H2+4, wi ¥Y(14-4,w)]°

5.4) F(z)=1+

gdzie F(z)=[1470)/y. £3(0)]~ ! jest uniwersalng funkcja zmiennej z =y [o Re U/ ]/3
(jest to wprowadzona przez LiNA fzw. «zmodyfikowana funkcja Tietjensan;
tabele %, (z) oraz % (z) znalezé mozna np. w [17]), a 1 (c), 4, (c; K) i 4, {¢; K}
okreélaja formuly

(5.5) A—U"’(O)yc 1, 2 ') lK 4 cK
. 1= .]r:’ 1 U(-’)(O)‘

c 7 2

Lewa strong réwnania charakterystycznego (5.4) udalo sig uniezaleinié od
krzywizny $cianki K dzigki dogodnej postaci zaleimosci (4.6). Natomiast prawa
strona tego réwnania zalezy od K za pofrednictwem wielko$ei 1; i 4; oraz funkcji
w(a, ¢; K), kidre po podstawieniu (4.3) do (5.3) i dokonaniu do§¢ Zmudnych
przeksztalcen mozZe byé zapisane w postaci

(5.6)

, v e A= {1= 3 o2 No=n (=6 37 2+ Nay.1}
v UO (O)CK1+ T 0 o N
”K(I—L‘)z{l— 2 azlile"}_I_a{Hl_ Z‘ OLZR—ZMZH,_.[}
n=2 ".:2

gdzie
nr=eXogfo,
1 3 ¥
K= [U_dy, K={U, U U_dy]dy,
(] 1] Q
1 , .
Kasz_{f U, U UAdy]dy}dy,
Q 4] (1)
1 1
7 H=[U.dy, H=[U. [f U+dy] dy,
4] 1] [\
1 p »
Hy= [ U, {fU_ [[ U+a’y] dy}dy,
4] 1] )
M,=H,H,_.,~H, n=3,43,..,
N,=K,H,_,—K,, n=2,34,..
przy czym

U, =e¥[U(p)—c)*, U_=1/U,.




WPLYW KRZYWIZNY I PODATNOSCI SCIANKI NA STATECZNOSC WARSTWY .. 203

W konkretnych obliczeniach liczbowych, zwiazanych z wyznaczaniem krzywej
statecznosci neutralnej, zachowujemy w powyZszym wyraZenin nie tylko podstawd-
wag catke K, (c; K), lecz réwniez catki H, (¢; K), H,(c; K), N, (c; K), N, (c; K)
oraz M (c; K); wszystkie te calki z wyjatkiem H, sa catkami osobliwymi. Stosujemy
wiec ten sam stopiesl przyblizenia na w (e, ¢; K), jaki zastosowat Lin {17] w przy-
padku Scianki plaskiej.

6. WYZNACZANIE KRZYWE] STATECZNOSCI NEUTRALNET

Kizywy statecznoSci neutralnej wyznaczymy za pomoca metody analityczno-
wykreslnej, ktéra do zagadnien stateczno$ci przeplywu wprowadzit TIETIENS, a To-
zwinal nastgpnie TOLLMIEN 1 SCHLICHTING.

Napiszmy rownanie charakterystyczne (5.3) w nast¢pujacej symbeolicznej postaci:
(6‘]) [?(Z)}z:; : EC (G‘L, C; KJ ":";_FQ: o, d.)]c:z

gdzie ¢ = ¢(a, Re; K, m, ¢o, o, d) jest wartoScia wlasna zagadnienia (1.5), (2.8),
zwigzang 7 parg parametréw przeptywu «, Re , z krzywizng §cianki K oraz z cztere-
ma wielkosciami m, ¢o, w, 1 d, charakteryzujgeymi wlasnoéci mechaniczne podatnej
$cianki. Réwnanie powyzsze réwnowazne jest dwém réwnaniom rzeczywistym:

[ (1-FAyay -2 (@3 +-b)y ]
A+ Ay @ P40y B)F Jot”

_ l (+2b ]
D@k = | T T a1 1) o=’

[9:;‘(2)]2=z ;

(6.2)

4

w ktérych oznaczono a,=Y,+(u—1y(1+4, Y)—vd, Y, b= Yitv(l4-4, T,
przy czym u=1-w,, v=w,;; pozostale wiclkodci okredlaja wzory (5.5), (5.6) oraz
(3.4).

Przy wyznaczaniu z powyZszych réwnad krzywych statecznoéci neutralnej zasto-
sowano nastgpujacy schemat postepowania:

1. Dia ustalonej wartodei krzywizny $cianki K oraz ustalonych wartosci para—
metrow m, ¢y, w1 d wyblera sig szereg wartosci y,.

2. Znajac profit predkosci przeplywu podstawowego mozna kazdej wartoSci y,
przyporzadkowad adpowiednia warto$é ¢, przyjmowanej jako ¢. Dla kazdej ustalo-
nej grupy wartodci c=¢, K, m, ¢g, 0o 1 d réwnanie (6.1) przybiera postaé [ F(2)],...;

= [€(w)],.; . Zwigzane z warto$cia wlasng ¢ wielkoSci 2 i o .maja taka postacpara—
metréw z, o, dla kiorych zaréwno czgdci rzeczywiste jak i urojone funkcji TA(z)
oraz ¢ () sa sobie réwne.

3. Za pomoca danych tablicowych konstruuje si¢ wykres Arganda funkc;t
F(2) (rys. 4).

4. Dlaréznych wartoéci parametru o oblicza si¢ €, oraz &; ze wzordw (6.2) i (6.1),
a nastgpnie konstruuje wykres Arganda funkcji ¢ (o).
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5. Dla punktow przeciecia sie obydwu krzywych znajdule sig poszuklwane
parametry 7,¢, zwigzane z wybrana poprzednio wartoscia c.
6. Liczbe Reynoldsa przeplywu znajduje si¢ z formuly

re()
AT A
7. Powtarzajac powyzsze (od 3 do 6) dla pewnego zbiorn wartoéci y,, mozna

otrzymaé krzywa statecznoéci neutralnej badi to w postaci a=wo (Re), badZ tez
w postaci ¢,=c, (Re).

AT

06

[E foc)] &=const, K= const

o5

03k

014

Rys. 4

W niniejszej pracy krzywe statecznoSci neutralnej podane zostang w postaci
wykresow «* =a* (log Re*), gdzie wielkosci «* i Re* okreélaja zwiazki «*=o.-5*/3,
Re*=Re-5%/5, przy czym §% jest tzw. miara liniowa straty wydatku.

7. METODA OBLICZEN

Przy wyznaczanin krzywych statecznoéci neutralnej bardzo istotnym etapem
jest obliczanie wielkoéci ¢, oraz €, do czego potrzebna jest znajomo$é jawnej postaci
calek, wehodzacych w wyrazeme na funkcje w, (o, ¢; K) i w, (o, ¢; K). W §lad za
Linem stosujeray nastgpujace przyblizenia przy wyznaczaniu w(, ¢; K).

1. Przyjmujemy, Zze urojona czgéé wyrazenia w (a, ¢; K) zalezy gtéwnie od catki
K, (¢; K), co dla odpowiednio matych wartoéci ¢ 1 K pozwoli pomingé udzial po-
zostatych calek ukltadu (5.7) w urojonej czesci wyrazenia (5.6) [17].
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2. We wzorze na w («, ¢; K) pominiemy wszystkie wystgpujace tam calki, z wy-
jatkiem calek K,, H,, H,, N, (w Dodatku C pokazano, ie N,=H;), N5 i MQ;
przyblizenie to zwiazane jest z tym, Ze kazda z calek 17, K, (n=1, 2, ...) zawiera
malejacy czynnik 1/n! oraz ze dla «< 1 kazda z tych calek stoi przy malejaoym czyn-
niku «" [por. (5.6)].

Poniewaz dla rozpatrywanych w pracy profili predkosci nie mozna znalezé
zamiknietych rozwiazan na calki K, H,, N;, N3 1 M3, wige postepujemy nastgpu-
Jaco.

W celu mozliwie dokladnego wyznaczenia wartoéci tych catek osobliwych roz-
dzielamy ich obszar catkowania na dwie czgdci (w przypadku profilu predkosei
Blasiusa (8.1) dzielimy ten obszar na trzy czesci): na obszar 0 <y <0,4 oraz 04 <y =
<1. Zaktadamy przy tym, ze wspotrzedna y, punktu osobliwego calek jest mnizjsza
od 0,4. W ten sposéb otrzymujemy nowy ukiad catek, z ktérych czgéé jest osobliwa,
a czefé — nieosobliwa,

W celu wyznaczenia otrzymanych calek osobliwych rozwijamy ich funkqe pod-
catkowe w szeregi Laurenta w otoczeniu punktu y., po czym catkujemy skoficzona
ilo§¢ wyrazéw tych szeregow w przedziale 0 <y <0,4. Uwzgledniamy przy tym
warunek, aby podczas catkowania w dodatnim kierunku, rzeczywistej osi y droga
calkowania obchodzila 7z dolu punkt osobliwy y..

Nastepnie przy uzyciu 6-cio weztowych wzoréw Gaussa [80] wyznaczamy nu-
merycznie nowootrzymane calki nicosobliwe oraz catke H,.

W ten sposéb dla réznych wartodci parametréw o, ¢, K, m, ¢y, wq, d i ewentualnie
A wyznaczono cze$é rzeczywisty i urojona prawej strony réwnania charakterystycz-
nego (6.1). Obliczenia te przeprowadzono przy uzyciu maszyny cyfrowej «GIER»,
nalezgee] do Zakladu Obliczeft Numerycznych Uniwersytetu ‘Warszawskiego.

W Dodatku C zamieszezono. szereg szczegoidw, szQzanych z zastosowaniem
powyzszego schematu postgpowania do dwoéch konkretnych profili predkosci.

Natomiast ponizej wyprowadzimy pewne zalezno$ci ogdine, z ktérych wielo-
krotnie korzysta sic przy wyznaczaniu wspomnianych powyzej catek osobliwych.

. N .
Rozpatrzmy calke osobliwg typu [ a(Y)dy/[Ua(v)—c)?, ktéra daje sig sprowa-

0 ¥
dzi¢ do rozpatrywanej przez Hapamarpa [81] calki [ F(y) dyf(y—y)?, bedacej

0
pierwsza pochodna calki typu Cauchy’ego. Zatézmy przy tym, Ze punkt osobliwy
v, rozpatrywanej catki znajduje si¢ na rzeczywistej osi wspé}rzf;dnej >
Rozwinmy funkcje podecatkowa powyzsze; calki w szereg Laurenta w otoczenin
punktu y.: .

’

an a0 L = Fe +1F”+ T
N (Uq_c)z (y._ycz. }’“J’c 2 (y yc)—l_

gdzie stale F,, F;, F;', ... 52 odpowiednimi pochodnymi funkcji F(y)= (U_yc) (»
[¢]

okreslonymi dla y=y,. Pamietajac, Ze przy calkowanin wzdhuz rzeczywistej osi y
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oraz dla U =>{ nalezy obejsé z dotu punkt krytyczay y,, mozna nzyskaé nastepujaca
postaé catki szeregu (7.1):

(7.2) dy=

J (Uo—c)2

F . 1r ()
= m 2

0( 1:)

Czg$¢ urojona i rzeczywista rozpatrywanej catki mozna wige ostatecznie napisaé
w nastepujgce] postaci:

{fwfo | =Fito= =7,

Y a(y) F,y =y F
R { —~—d;}= S Fydn +—y+
¢ fwvmz) Y-y e, 27

re ]V v

F.
L et L GRS R R S SR

(7.3)

FVI
N T — § 3 +0 35— '..ﬁ’
_ Faeos (=) el H0 (=)
gdzie
F,—a. A, F'=aA4+2d.B4a.C,
Fl=da . Ata.B, F.' =d ' A+3a]B+3a C+a.D
Fl¥=aY¥ A+-44 B+64] C+4a.D+a,E,

151

F)=a 4454~ B+10a," C+10a, D+ 56, E+a. G

21e1

F'=ag¥ A6 B4-15a" C--20a] D150 E-}-6a,G+a, H,

gdzie
A=M7? C=6M2M7*—2M, M73,
B=-2M, M7®, D=-24M3M,°+18M, M, M;*—-2M,M5?,
E=120M7M;%—144M2 M, M, 5+ (18M2-24M, MS) M4 —2M, M3,
G=—T20M3 M77+1100M3 M, My~ (350M, M3+240M 7 M) Mg ®+
H(60M, M3+30M, MM —2M M3
H=5040M% My — 10200M% M, My 7 +(2300M3 M5+ 5050M 7 M7) Mg ¢~
—(1470M | M, M5-+350M3+360M 7 M) Mg *+
A-(60M2H-90M, My +-6M, M) Mg*—2Ms M3*,

(7.4)
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przy czym

f 1
M, =—U, .., M,=—— UL+t

Mo=U, 2 ¢ n+1

)
UZyto wprowadzonych poprzednio oznaczert:

acza(yc)s a;:[al.(y)]smyc» ey
U:=Us(3o), U;:[Uc‘a()’)]y=rca

Przy pomocy wzordéw (7.3) okreélimy w pierwszym obszarze zmiennej y (0<<y<:0,4}
wszystkie potrzebne nam calki osobliwe: K,, H,, N, oraz M (por. Dodatek C).

Uwaga: W przypadku Scianki plaskiej (K=0) funkcje w(z, ¢) wyznacza sig
ZaZwyczaj) w tzw. «uproszczonych wzordéw» LINA [3]. Po pominigciu w wyrazeniu
(5.6) wszystkich wystepujacych tam calek z wyjatkiem catki K, (¢c; K) otrzymaé
mozna (por. Dodatek B) nastgpujaca postaé tych uproszezonych wzoréw w przy-
padku $cianki zakrzywionej:

( 'K)z_géio)c —-K [_ U:} (O)+ U’ (0) .(,L:_i_i)] ] —Kye
W, OF, c; K 2 (1~ 0)? + U 0 (e & U;z ncie .

(1.5)

. = — i (,EI;_ £) = Kye
w; (e; K}=—aUy(0)c e +U;2 e .

Jednakze w niniejszej pracy nie stosujemy powyzszych wzordw uproszczonych,
gdyz uzyskane za ich pomoca wyniki réznia sie doéé znacznie od wynikéw, jakie
otrzymano na drodze do$wiadcralnej, hub za pomocyg i'astosowanej w pracy «do-
kiadnej» metody Lina (por. ap. tys. 6 i 7).

8. WYNIKI DLA $CIANKI SZTYWNE]

Przy rozpatrywaniu wplywu krzywizny Scianki wypuklej na statecznos$é przeply-
wu oddzielnie zanalizowano wplyw dodatkowych sit masowych (typu sity Coriolisa
1 odsrodkowej), zwiazanych bezposrednio z krzywizna Scianki, a oddzielnie wplyw
gradientu cisnienia przeplywu podstawowego. W zwigzku z tym krzywe statecznosol
neutralnej wyznaczono dla dwéch typdw profili predkosci:

a) dla aproksymowanego przez Lina profilu Blasiusa

2y—3y* dla 0<y<04,
(8.1) Ue(=11-(09-p)? dla 04<y=<09,
1 dla y=09,

a wige dla profilu z zerowym gradientem ci$nienia;



208 ’ EUGENIUSY, MZYK

b) dla rodziny profili predkosci Pohlhausena z wiclomianem szostego sto-
pnia [12]:
(82)  Uply; A)=2p—35p*+6y°— 295+ 402y —0,5p>+p*—p*+0,3y°),

gdzie A=(32/v} (dUs)d%) to tzw. parametr Pohlhausena, wigzgqcy kazdy profil
tej rodziny ze $cifle okre§lonym gradientem ciSnienia przeptywi podstawowego.

Wszystkie wiclkodei bezwymiarowe, ktére wystepuja na poniZszych rysunkach
i zwiazane sa z gwiazdka (¥), odniesione sa do «miary liniowej wydatku» warstwy
przyéciennej 6*; dla profilu Blasiusa przyjeto za Linem 5%/5=0,28673, a dia rodziny
profili predkosci Pohihausena przyjgto za Schiichtingiem 5*[6=2/T— Apef105.

*

o ,
P‘miﬂi’éﬁ B K*=0
v 0 7 T T I O T O B B e - 08
/ -1 )
__bdzs Rl IS i e
- 117 | T 010
04 i ks AN . Swyniic LINA[P] |-
th \qu
\ R
A T
83 ALY o R ; [y
’ \ Y \ ~
\ NS
A\, \\ \ "‘~.:'§\
* - "~
o \_.. A AN e .:?4\ ]
~ ~ ‘--\'-.\"-a.. [l
N \\\\E e, 0153
L [~ -y
g g o | T
e O ™ S e S e W - T
. ! T o~ -
g8 g i T T I et
il ~ ]
Nil ‘;‘u: t h _
25 30 P 35 40 45 lgRe®
Rys. §

Whplyw krzywizny Scianki wypuklej K*=§*/R na stateczno$¢ przeptywu w przy-
padku profilu predkoéei Blasiusa zobrazowano na rys. 5. Widag, Zze wraz ze wzrostem
zakrzywienia Scianki wypukle] nastgpuje obnizenie krytycznej liczby Reynoldsa
Rey, (z 413 —dla Scianki plaskiej, przez 335 dla écianki o krzywiznie K*=0,05,
do 276 dla §cianki o krzywiznie K*=0,10), czyli rozszerzenie zakresu niestatecznych
ficzb Reynoldsa. Ponadto wraz ze wzrostem zakizywienia cianki wypukiej przy
Re*=co (czyli w przypadku przeptywu nielepkiego) zaczyna rozszerzaé sig Zakres
niestatecznych liczh félowych zaburzenia o¥, tzn. pojawia si¢ i rozszerza tzw. «mie-
lepka niestateczno§é». Poniewaz w przypadku §cianki plaskiej obydwie galgzie
krzywej statecznodci neutralnej zmierzaja przy Re*—oo do tej samej osi wspotrzed-
nych Re*, przeto zakres warto§ci niestatecznych liczb falowych o* redukuje si¢ do
zera przy Re*=oo i niclepka niestateczno$é mie wystepuje w tym przypadku.
W zwiazku 7 tym mozna stwierdzié, ze zakrzywieniu Scianki wypuklej towarzyszy
jakoSciowa zmiana, objawiajaca si¢ w pojawieniu nielepkiej niestateczno$cei. Na rys.
5 naniesiono réwniez wynik Lina [17], uzyskany dla $cianki plaskiej. Widac¢, Ze
miedzy wynikiem Lina, a uzyskanym przez autora pracy wynikiem przy K*=0
istnieje zadowalajaca zgodno§é (réwniez co do wartosc krytycznej liczby Reynoldsa,
ktéra u Lina jest réwna Reg,=420, a uzyskana w niniejsze] pracy — 413}
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Jednoczesny wptyw krzywizny $cianki i gradientu ciénienia przeplywu podstawo-
wegd na statecznosé przeplywu przedstawiono na rys. 6. Wystgpujacy na tym ry-
sunku parametr Pohlhausena A zwigzany jest z gradientem ciénienia przeplywu
. , o ) . 8 dby, L 5% dp,
podstawowego dpo/d¥ nastepujgca zaleinodcig: A == e —,p,—[_};s‘ VT
ujemnym wartosciom parametru Pohlhausena - odpowiada wiec wzrost ciénienia
w kierunku przeplywu oraz wystapienie punktu przegigeia na profiln predkosei,
a dodatnim warto$ciom parametru A4 — spadek cisnienia w kierunku przeptywn
1 brak punktu przegigeia na profilu predkosci przeptywu podstawowego. Widag,
Ze przy wszystkich rozpatrywanych wartodciach parametru A wzrostowl krzywizny
Scianki wypuklej towarzyszy obnizenie krytycznej liczby Reynoldsa. Widaé ponadio,
Ze wzrostowi krzywizny Scianki K towarzyszy rozszerzenie zakresu wartodci nie-
statecznych. liczb falowych nielepkiej niestatecznodci dla tych profili predkodei,
ktére zwigzane s3 z vjemnym parametrem Pohlhausena A (dla tych profili pred-
kosci nielepka niestatecznosé wystepuje réwniez w przypadku $cianki plaskiej).
Mezina natomiast przypuszezaé, ze dla profili predkodci z zerowym oraz z dodatnimi
wartoSciami paramstru A (dla ktérych w przypadku $cianki plaskiej nielepka nie-
stateczno$e nie wystgpuje) wzrost zakrzywienia Scianki wypuklej moze powodowaé
pojawienie si¢ mielepkiej niestatecznodei.

@ 1 i == wynik oirzymany pray zostesowamu
i uprosTCzonyel vezordw LINA (74) Y gin n—g k"=
I R e -o-o-ono ik SCHUCHTINGA { ULRicHAf12] |
a5 : H n X ‘7r> 1_14'7 e
| [ . i .
]
|
a4 —
a3
‘ 0,206
QZ e | , ,.,, - —u
:_‘—h'———-—..______ !
R S N et
L ~ ~ -_,.___:‘““-—-__
04— - - - —1 - T
gyl IF L P e e s S (SN iy s O
b B eyt ISHEEY (B TN ﬁ_""--—‘. Tt
-3 =T Bl =T =] B aiak S N i
& o T 5 & l
0 | ki 1 1 L. | H
25 30 a5 40 45 50
“log Re*
Rys. 6

Na rys. 6 naniesiono réwniez fragment krzywych statecznosci neutralnej otrzyma-
nych dia $cianki plaskiej i profilu predkosci Pohlhausena z zerowym gradientem
cisnienia (tzn. K* =0, A=0), Wyniki te sa dwojakiego rodzaju: wyniki SCHLICHTINGA
1 ULrtcHA [[2] oraz wyniki otrzymane przez autora pracy, stosujacego w tym przy-
padku «uproszczone wzory» Lina [por. wzér (7.4)]. s

Rozprawy Iniynierskie — 14
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0 ile dokladna metoda Lina, ktéra stosowano w niniejszej pracy, daje w przypad-
ku K*=0, A=0 warto$é krytycznej liczby Reynoldsa rowna Re} =512, to wynik,
vzyskany wg uproszczonych wzoréw Lina daje Rep, =371, a wynik Schlichtinga
i Ulricha — Rey,=645. Ponadto obszar objgty krzywa statecznosci neutralnej jest
w przypadku zastosowania uproszezonych wzorow Lina znacznie wigkszy, a w.pray-
padku wyniku Schlichtinga i Ulricha — znacznie mniejszy niz w przypadku dokladnef
metody Lina.

Rysunek 7 przedstawia zaleznoé migdzy krytyczna liczba Reynoldsa Re;, i pa-
rametrem Pohlhausena Ap, (gdzie indeks P6 oznacza, %e A odniesione jest do gru-
boéci warstwy przyéciennej dp, liczonej przy zalozeniu profilu predkosci Pohthause-
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na z wiclomianem 6-tego stopnia). Gruba linig ciagly i przerywansa zaznaczZono
wyniki otrzymane bezposrednio z rys. 6 odpowiednio dla K*=0 oraz 0,05. Na rysu-
nek naniesiono réwniez wyniki (cienka linia ciagla i przerywana) odpowiadajace
krzywym statecznoci neutralnej, ktdre autor pracy uzyskal przy zastosowaniu
uproszezonych wzoréw Lina, a ktérych nie naniesiono na rys. 6 (z wyjatkiem przy-
padku A=0, K*=0). Widaé, ze w calym rozpatrywanym zakresie parametrow
Pohlhausena Apg, krytyczna liczba Reynoldsa Rey, otrzymana przy zastosowaniu
uproszczonych wzoréw Lina jest nizsza od krytycznej liczby Reynoldsa, uzyskanej
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dokladna metoda Lina. Mo#na rowniez stwierdzié, ze wplyw gradientu cinienia
przeplywn podstawowego na- statecznos§é przepltywu jest znacznie wiekszy od bez-
posredniego wplywu krzywizny $cianki; widaé¢ bowiem, e mozliwosci zwigkszenia
krytycznej liczby Reynoldsa sa znacznie wigksze w przypadku podwyzszenia wartosci
parametru Pohlhausena Apq (czyli w przypadkn obnizenia wartoei gradientu
cifnienia mierzonego w kierunku przeplywu) przy stalej krzywizZnie niz w przypadku
zmniejszenia krzywizny Scianki wypuklej K* od wartodci rzedu 0,10 do zera przy
stalym parametrze Pohlhausena A. R

Na rys. 7 naniesiono réwniez wyniki uzyskane dla plaskiej ‘$cianki przez
SCHLICHTINGA i ULRICHA [12], FinsToNA [44] oraz KOROTKINA [46]. Widad, ze
rozbieznosci migdzy powyZszymi wynikami sa do§é duse.

. 9. WYNIKI DLA $CIANKI PODATNES

Wyniki podane zostana w postaci uktadu krzywych stateczno$ei neutralnej,
za pomocg ktorego okreslimy wplyw zaréwno kezywizny jak i elastycznoéci §cianki
na statecznodc przeplywu. Wyniki te dotyezyé beda tylko jednego profilu predkodei:
profilu Blasiusa aproksymowanego przez Lina wzorem (8.1). W przypadku $cianki
elastycznej ograniczamy sig ‘wige do rozpatrzenia bezposredniego wplywu krzywizny
§cianki na stateczno$é przeplyw, gdyz nie uwzglgdniamy wplywu gradientu cisnienia
przeplywu podstawowego, zwigzanego posrednio z krzywizna $cianki.

“n=2, =07 d-00%% Pl
P PR

63p—

02

7} SR S S

45 fog Re™
Rys. 8
Wplyw krzywizny scianki K*=4§%/R oraz czestodel koloWej drgant swobodnych

c 0,
niettumionych spreZystego podloza membrany cuo=]/ﬁ / % na stateczno$é

preeplywu ilustruje rys. 8. Otrzymano go przyjmujac, ze pozostate trzy bezwymiaro-
we wielkosci charakteryzujace elastyczng Scianke [por. (3.3)] sa stale i réwne:
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wspétezynnik masowy $cianki m=2, predkosci swobodnej fali odksztalcenia mem-
brany ¢o=0,75 a wspdlczynnik thumienia wewnglrznego w Sciance d=0,025. Przy-
padek w, =10 odpowiada nieskoficzenie duzej wartodci statej sprezystej C podioza
membrany, a jednocze$nic odpowiada przypadkowi sztywnej $cianki.

Rozpatrzmy najpierw wplyw czgstosci m, przy stale] krzywiZnie $cianki. Z ry-
sunku widaé, ze przy wszystkich trzech rozpatrywanych tam warto$ciach krzywizny
§cianki zmmiejszeniu czestosci g fowarzyszy:

wzrost krytyeznej liczby Reynoldsa,

zmniejszenie obszaru niestateczaych liczb falowych zaburzenia «*, ktory ogra-
niczony jest przez krzywa statecznoSci neutralnej,

oraz obnizenie gérnej granicy wartoci niestatecznych liczb falowych zaburzenia.
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Jednoczesny wplyw krzywizny $cianki K* i czestodci w, $cianki na krytyczna
liczbe Reynoldsa Re* wygodniej jest zilustrowac za pomaca rys. 9, ktory uzyskano
Z 1ys. 8. )

Widaé, Ze o ile w przypadku $cianki sztywnej {w, = oc) i przy duzych wartodciach
czestosci we zwigkszaniu krzywizny K* Scianki wypuklej towarzyszy niekorzystny
efekt w postaci zmmniejszenia si¢ wartoSci krytycznej liczby Reynoldsa Rey,, to juZ
ponizej pewnych granicznych wartosci czestosel g (w przyblizeniu dla we < 0,45)
wystepuje efekt odwrotny, tzn. wzrost krytycznej liczby Reynoldsa Reg, przy wzroscie
krzywizny Scianki K*. Wynika stad, ze w przypadku scianki elastycznej wzrost
krzywizny tej $cianki moze wplywal ustateczniajqco na stateczno$¢ przeplywu.

Rysunek 10 ilustruje wplyw na stateczno$¢ przeplywu krzywizny $cianki K*
oraz wspdlezynnika masowego Scianki m=M/pd przy nastgpujacych wartodciach
pozostalych wielkosci, charakteryzujacych elastyczng Scianke: cp=0,75, we=d=0.
Stata sprezysta i thumienie podloza membrany sa wige w tym przypadku réwne
zeru. Charakterystyczna cechg uzyskanych tutaj krzywych statecznoéci neutralnej
jest to, 7e przy odpowiednio matych wartoSciach wspotczynnika masowego M
krzywe te przybieraja postaé krzywych zamknigtych..
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Z rysunku wida¢, ze w miar¢ oddalania si¢ od przypadku §cianki sztywnej m=oco
(tzn. w miarg obnizania si¢ wartoéci wspolezynnika masowego m), przy obydwu
rozpatrywanych wartosciach krzywizny Scianki K* nastepuje zaréwno wazrost kry-
tycznej liczby Reynoldsa, jak i zmniejszenie obszaru niestatecznych liczb falowych
zaburzenia, ograniczonego krzywa statecznoci neutralnej. Poréwnujge te wyniki
z wynikiem, uzyskanym w przypadku $cianki sztywnej (rys. 5) mozna mowié o usta-
teczniajgcym wplywie zmnicjszenia wspdlezynnika masowego §cianki m, wyraZaja-
cym sig zaréwno w podwyzszeniu krytycznej liczby Reynoldsa, jak i w zmmniejszeniu
niestatecznego obszaru, ograniczonego krzywa stateczno$ci neutralnej. Widaé po-
nadto, ze przy odpowiednio malych wartosciach wspdtezynnika masowego m nie-
stateczny obszar ograniczony krzywa statecznosci neutralnej jest w przypadku
scianki plaskiej (K*=0) wigkszy od odpowiedniego obszaru uzyskanego dia $cianki
wypuklej. W tym sensie mozna mdéwié tutaj o ustateczniajgcym wplywie krzywizny
scianki wypuklej K* na zaburzenia typu fal «klasy Ax.
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Rysunek [1 pozwala dokona¢ poréwnania otrzymanego przez nas wyniku,
zobrazowanego przez rys. 10, z wynikiem, ktéry otrzymal TAKemMATSU [71] dla profilu
predkosci liniowo zmiennego w warstwie przy$cienne. -

Wynik ten dotyczy $cianki plaskiej i ma postaé fragmentu dolnej gatezi ktzywej
statecznosci neutralnej, zwiazanej z niestateczno$cig klasy A, oraz postaé krzywej
statecznoici neutrainej, zwigzanej z niestatecznodeig «klasy Cy». Takematsu stwierdzi,
Ze ta ostatnia krzywa ma postaé zblizona do prostej réwnoleglej do osi log (o Re)
oraz ze niestateczny obszar, znajdujacy si¢ pod tg krzywa, okreéla z dobrym przybli-
zepniem wzor (14, cz. 1), uzyskany z analizy statecznodci uldadu Scianka elastyczna—
przeplyw nielepki o jednorodnym rozktadzie predkosci, s

Rysunek 12 przedstawia wplyw krzywizny Scianki K* oraz czestosci w, W przy—
padko m=4, ¢,=0, d=0,025. Wydaje sig, ze przypadek ten z zerowym. naciagieni:
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membrany oraz z rézng od zera masa, sztywnoscig i ttumieniem $cianki dos¢ dobrze
charakteryzuje Scianke w postaci warstwy gabczastego materiatu.

Zauwazmy, Ze Tys. 8 réwniez ilustruje wplyw krzywizny $cianki K* i czgstosci
kolowe] w, na statecznodé przeplywu przy tej samej wartoci wspoltczynnika tiu-
mienia (d=0,025), lecz przy dwukrotnie muniejszym wspdiczynniku masowym
(m=2) oraz przy réznym od zera napigciu membrany (c,=0,75).
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7. obydwu powyzszych rysunkéw wynika, ze korzyéci wynikajace z zastosowania
elastycznej §cianki plaskiej wzrastaja (z punktu widzenia statecznodci fal klasy A
przy zmniejszaniu czesto§ci kotowej mo, przy czym korzysci te sa wigksze w przypadku
$cianki z ¢,=0. ‘

Mozna ponadto stwierdzi¢, 7ze przy duzych wartofciach czgstoSci @, wzrost
krzywizny $cianki wypuklej K* wplywa niekorzystnie na stateczno$é fal klasy A
oraz e przy odpowiednio matych warto$ciach czestosci m,, mniejszych od pewnej
granicznej wartodci wy,,, wzrost krzywizny $cianki wplywa korzystnie na statecznosé
tych fal. ‘

Rysunek 13 ilustruje wplyw wspolczynnika masowego sclankl m oraz Krzywizny
$cianki K* na statecznosé przeplywu w przypadku wo=0,3;.¢o=0,75 oraz d=0,025.
Widaé, ze korzystny efekt zastosowania elastycznej: Scianki jest tym wigkszy, im
mmniejszy jest wspSlezynnik masowy m. Widaé ponadto, 7e wzrost krzywizny Scianki
wypuklej K wplywa niekorzystnie.na stateczno$¢ fal klasy Aw przypadku odpo-
wiednio matych wartosci. m. .
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- Pordwnajmy wynik uzyskany dla Scianki scharakteryzowanej pizez m=4,
we=0,3, ¢;=0,75, d=0,025 (rys. 13) z wynikiem, wzyskanym dla Scianki z m =4,
@e=0,3, ¢=0, d=0,025 (rys. 12}; obydwie $cianki réznig si¢ jedynie wielkofcia
sily naciggu membrany, wyrazonym przez co. Widaé, 7e korzystny efekt zastosowania
elastycznej $cianki wystepuje tutaj rowniez przy nizszych wartosciach predkosei co,
a wiec przy mniejszych wartoéciach naciagu membrany.
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R'ys_'i_l_ng _ 1_4 Hustruje wplyw krzywizny §cianki K* oraz wspélezynnika thumienia’
Sciankt DM T,/3)=djm w przypadku, gdy c,=0,75, we=0, 2 -wspotczynnik-

masoWSffZ’t_xileﬁié sig wraz ze zmiang liczby falowej zaburzenia « nastepujaco: m=2
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dla 20,5, m=0,5¢-2 dla «<0,5. Powysszy uklad wartosci na d%, ¢, @, oraz m
wybralismy w $lad za LanpaHLEM [60], kiéry zajmowat si¢ przypadkiem fcianki
plaskiej, dla ktérej wyznaczyl krzywe sfatecznodei neutralnej przy uZycit uproszezo-
niych wzordw Lina oraz przy przyjecin w przyblizenin, ze wielko§é 2 {c), ktora
wystepuje w réwnaniu charakterystycznym, jest réwna zeru. Przyjmujac powyzsza
zaleznosé wspolczynnika masowego m od liczby falowej zaburzenia o, Landahl
kierowal sie checig zbadania statecznosci przeplywﬁ dla elastycznego pokrycia, jakie
zastosowal KRAMER [55] w swoich do$wiadczeniach (pokrycie to charakteryzowalo
si¢ obecnofcia plynu, ktéry znajdowal si¢ migdzy gumowymi stupkami, oddzielajy-
cymi zewnetrzng warstwe gumy od sztywnej konstrukcji podtoza). Landahl stwierdzit,
ze dla malych wartodci liczb falowych zaburzenia o, wlasnosci elastyczne Scianki
typu Krimera moga by¢ opisane przez podatno$¢ dynamiczna Scianki, wyrazona
przez wzor (3.2) z m proporcjonalnym do o~ oraz ze stalymi wartociami ¢ i dh.
Powyzsze wiaze si¢ z tym, ze przy duzych diugosciach fal zaburzenia A=2n/2 domi-
nujaca role w wyraZeniu na sile masowa, dzialajaca na element elastycznej scianki,
zaczyna odgrywaé sila bezwladnodci ptynu, umieszczonego wewnatrz pokrycia
Krimera.
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Warto w tym mieiscn podkredli¢, ze zastosowany w pracy membranowy model
elastycznego pokrycia ze stalymi wartoSciami m, ¢, wo i d wydaje sig dobrze opisy-
waé wlasnosci elastyczne pokrycia wykonanegd z gabczastego materiatu,

Z rys. 14 wynika, %e przy stalej wartosci krzywizny écianki K* Zmuiejszeniu
wspdlczynnika thamienia d* towarzyszy wrzrost krytycznej liczby Reynoldsa oraz
zmniejszenie niestatecznego obszaru, ograniczonego krzywa statecznosci neutrainej.
Widaé jednoczeénie, ze przy odpowiednio duzej wartosci d* krytyczna liczba Rey-
noldsa jest nizsza niz w przypadku §cianki sztywnej. Widaé rowniez, Ze o ile w przy-
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padkn $cianki sztywnej wzrostowl krzywizny $cianki towarzyszy obnizenie krytycz-
nej liczby Reynoldsa, to dla przyjetych wartosci d%, ¢o, o oraz m wzrost krzywizny
§cianki wplywa korzystnie na stateczno$¢ przeplywu, gdyZz podwyisza krytyczng
liczbe Reynoldsa.

10. WNIOSKI OGOLNE

Na podstawie wynikéw podanych w p. 8 i 9 mozna sformufowad nastgpujace
wnioski, z ktérych pierwszy dotyczy wplywu na stateczno$é przeplywu krzywizny
$cianki wypukiej przy ustalonych wlasnosciach mechanicznych $cianki, a drugi —
wplywu wlasnosci mechanicznych odksztalcalnej Scianki przy ustalonej krzywiZnie
Scianki.

A. Wrzrost krzywizny Scianki wypuklej wplywa przy ustalonych wlasnosciach
mechanicznych écianki badZ uniestateczniajaco, badz ustateczniajaco na stateczno$s
przeplywn typu warstwy przysciennej. Nalezy przy tym rozréznié mnastgpujace
przypadki:

1. W przypadku scianki szfywnej krzywizna $cianki wypukle] wplywa uniesia-
tecznigjqeo na przeplyw, gdyz wzrostowi krzywizny tej Scianki towarzyszy obniZenie
.krytycznej liczby Reynoldsa, powigkszenie ograniczonego krzywa statecznoscl
neutralnej zakresu wartoSci niestatecznych liczb falowych zaburzenia oraz pojawie-
nie sie i rozszerzanie tzw. nielepkiej niestatecznofci na przypadek profili predkosci
z niedodatnimi wartodciami gradientdw cisnienia (tzn. dla parametréw Pohlhansena
Az 0), dla ktorych to profili nielepka niestatecznosé w ogéle nie wystepuje w przy-
padku écianki plaskiej.

2. W przypadku cianki edksztafcalnej w odniesieniti do niestatecznosci klasy A
(majacej swoj odpowiednik w niestatecznosei Tollmien-Schlichtinga, wystepujacej
dla scianki sztywnej) wzrost krzywizny Scianki wypuklej wplywa

a) ustatecznigjgeo, gdy wlasnosei Scianki odksztalcalnej sq dalekie od wlasnosci
$cianki sztywnej (tzn. dla odpowiednio matych wartodci wspolczynnika masowego
$cianki m, badZ czestosci kolowe] drgan swobodnych niettumionych spreZystego
podloza w,, badz predkosci swobodnej fali odksztalcenia membrany ¢, i wspot-
czynnika tlumienia §cianki d); wzrostowi krzywizny Scianki wypuklej towarzyszy
bowiem wzrost krytycznej liczby Reynoldsa oraz zmniejszenie zakresu wartosci
niestatecznych liczb falowych zaburzenia, ograniczonego krzywa statecznodci
neutralnej;

b) uniestateczniajgco, gdy whasnogei Scianki odksztalcalnej sa bliskie wlasnosciom
scianki sztywnej.

B. Wazrost podainosci Scianki przy ustalonej krzywiznie scianki wplywa nastepu-
jaco na statecznodé przeplywu:

1. W przypadku odpowiednio matego tlumienia wewngtrznego wplywa ustatecz-
niajgco, przy czym dla Scianki wypuklej ten ustateczniajacy wplyw jej podatnosci
jest wigkszy niz dla §cianki plaskiej, w miarg bowiem zmniejszania sig warto$ci
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parametrdw m, wy 1 ¢y (czyli w miare tego, jak wlasnoSci $cianki odksztalcalnei
odbiegaja coraz bardziej od wlasnoéci §cianki sztywnej) nastgpuje przy odpowiednio
matych wartodciach wspolczynnika tlumienia Scianki 4 zarowno wzrost krytycznej
liczby Reynoldsa, jak i zmniejszenie zakresu wartodci niestatecznych liczb falowych
zaburzenia.

2. W przypadku odpowiednio duZego tlumienia wewnetrznego $cianki wplywa
uniestateczmigjqeo, w miare bowiem tego, jak wiasnosci Scianki odksztalcalnej od-
biegaja coraz bardziej od wlasnodci Scianki sztywnej, moze przy odpowiednio du-
Zym thumieniu wewnelrznym $cianki nastapié zmniejszenie krytyczne] liczby Rey-
noldsa ponizej jej wartoéci dla Scianki sztywnej.

Na zakonficzenie warto podkreélié, ze korzystny, ustateczniajacy wplyw zwieksze-
nia podatno$ci $cianki, wystepujacy przy malym tlumieniu wewnetrznym, odnosi sig
tylko do niestatecznodel klasy A. W zastosowaniach praktycznych trzeba wzigl
pod uwagg, ze przy matych wartosciach wielkoéel m, ¢o, @, 1 d, charakteryzujacych
odkszialcalng $cianke, moze wystapié réwniez niestateczno$c typu rezonansowego
oraz typu Kelvina-Helmholtza (ktérym Lin nadat nazwe niestatecznodci odpowiednio
klasy B i klasy C), ktére trzeba réwniez uwzglednié.

Wydaje sig, Ze byloby rzecza celowa rozszerzenie zakresu badai.nad statecznodcia
‘przeplywn w tym kierunku, aby uwzglednié wplyw podatnosci Scianki dla przypadku
profili predkosci z réznymi od zera gradientami ci$nienia oraz wplyw krzywizany
‘$cianki na statecznodé preeplywu z punktu widzenia niestatecznodei klasy B i klasy C.

DODATEK A

"WYZNACZENIE CIéN[E‘.NIA ZABURZENIA NA POWIERZCHNI éCIANKI ZAKRZYWIONEY
© 0 KRZYWIZNIE K

Cisnienie zaburzenia na $ciance p, (x, 0, #) moZna wyznaczy¢ z réwnania Naviera-
~Stokesa (1.2) w kierunku osi x, badZ w kierunku osi y. Wykorzystamy réwnanie
Naviera-Stokesa w kierunku osi y (1), z ktérego wynika nastepujaca zaleznoéé na
skladowa gradientu ci$nienia zaburzenia: -

Al) oy dv U, v 2KUyu 1 { 2K éu Ko }
. y YA+ ex (A+EyRl
gdzie

1 3o FPo K dv

=0y 22 o T ixky

(1) LANDEAL [60] stwierdzil, a Skripaczew [82] udowodnit, ze zlinearyzowane réwnanie ruchu
‘w kierunku osi y daje dokladniejsze wyrazénie na cifnienie zaburzenia niz zlinearyzowane réwnanie
ruchu w kierunku osi x. : :
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Uwzgledniajac w powyzszej zaleznoéei, Ze zardwno sktadowe u(x, y, 1), v(x, v, 1)
prqdkbéci zaburzenia, jak i cisnienie zaburzenia p, (x, y, #) majg w rozpatrywanym
zagadnieniu postaé fal wedrujacych (1.1}, (1.3) i (2.6), mozna uzyskac nastgpujaca
zaleznoéé na pochodng amplitudy fali ci$nienia zaburzenia g (y):

dp a2 b U ] Uo () B
s 1+Ky[l+K e fOI2K e F )

i { H 3K ’ 2-. O'-z } . Or'z
are VO G SO T g P e
Przy warunku brzegowym g (¥)—0 dla y->oc wynika wige z (A.2), Ze amplituda
ciénienia zaburzenia na §ciance ma nastepujaca postad:
] - dp 4
a3 sO=- | b=
]

AR Vo) 1
= f[1+1<y _“] Triy O Kf ¥ “J’)‘ly*'o(ocRe)‘

Zauwazmy, ze drugi wyraz po prawej stronie powyiszej zaleZnodci zwigzany jest
z liniowa wzgledem u czebcia przySpieszenia normalnego (Up--ii)?/(R-1-7), jakie
do réwnan ruchu sumarycznego przeplywu vo-+v, wprowadza krzywizna $cianki.

Postapimy podobnie jak B. BENJAMIN [58] w przypadku Scianki plaskiej 1 ogra-
niczymy-sig.do przyblizenia, w ktérym rozwiazanie /() pelnego zmodyfikowanego
réwnania Orr-Sommerfelda (1.5) mozna w zaleznodci (A.3) zastapi¢ kombinacja
liniows tylko rozwiazas nielepkich inif, (y) ze wzoru (4.3), Oznaczajgc t¢ kom-
binacje liniows przez

Ay oo : Fa@=Cifs (N+Cof ()’)

mozaa otrzymac w tym przybllzemu ze

Uo nl
a.5) -__-'ﬁ(O)mz [[ o o 29 gy Kf s

1+ Ky 1+ Ky I+

Zalemobé (A 5) mozna jeszeze dalej uprodcid, jezeli wwzgledni sig (zgodnie 2 zato-
zeniem 1 (pi 1), Ze w obszarze wewnatrz warstwy przySciennej prawdziwa jest
relacja Ky<l

W zwxqzku z powyzszym preyjmijemy nastepujaca uproszezong postac zaleznosci

(A.s)' PO [ W) dfu(Ddy—2K [ Uo(n)fu()dy.

3 0 ' 0 '

Za p'(')_'_mq_(;a_c______zmodyﬁkowa.nego réwnania Orr-Sommerfelda (1.5) w nastepujacej
niclepkiej postaci

(W,

~ ([ K = fu) = Uy +KU) fu=0
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moina otrzymac zaleznosc
(A7) @ (U= ) fu=Ue= ) () K1)~ (U +KUG) .
Po podstawieniu (A.7) do (A.6) otrzymuje sie zwigzek:

A8 pOx—c [ (fy+KDdy+ [ Wafy U fddy—K [ (UofyUsfur) dy.
0 0 Q

Uwzgledniajac w czasie wyznaczania powyzZszych calek warunki brzegowe f, (),
L ()—=0 dla yoo oraz U, (0)=0, otrzymamy

| Ui+ Kfydy=—1,,0) = K1, 0),
o

A9 [ Wl = Ui fddy=—1Us fu=Us 15 =Us 0)fus (0),

oo

[ Wa £+ U fu) dy=TUs fulp =0.

)]
Podstawiajac (A.9) do (A.8) otrzymujemy nastepujacy wzér na amplitude
cisnienia zaburzenia na $ciance:
(A.10) PO, (0)+[U; (0)-+Kelfu 0).

Wzor powyiszy pokrywa sie dla Scianki plaskiej (K=0) ze wzorem podanym
przez B. BEniamina [58). '

DODATEK B

WYPROWADZENIE UPROSZCZONYCH WZOROW LINA ZMODYFIKOWANYCH
PRZEZ KRZYWIZNE SCIANKI K

Zachowujac we wzorze (5.6) tylko jedna caltke, mianowicie X, (¢, K), otrzymujemy

Ug(0)c e ¥

Oy —c)*

Wyznaczymy teraz rzeczywista i urojona czesé calki K, :

B wle c; K)=w, 4w = Uy Oy ek, + +0(1).

e
6= [ o
P TR
JeZeli do calki (7.2) podstawimy a () =e~¥*,a za gérna granice calkowama przyjmie-

my y=1, to ze zwiazkéw (7.3) otrzymamy bezposrednio

: Im{K,}=nF,,
(B.2)

1 , 1=y
Re{K1}=—Fcy (]_y)—i-Fcln ; +0(1).
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Po podstawieniu do zwiazkéw (7.4) wyrazen ac“e""’z a,= — Ke~¥% otrzymujemy
zaleznodci na wspdtezynniki F, i F.:

Fo=e (U2,
Fl= —(KIU2+UL U e
Podstawienie wyrazen (B.3) do wzoru (B.2) daje wigc
Im {K,} = —n (U, JU>H KU e ™™,

1 U’ X e :
Re {K;}= [ —~U;2yc a0 !—( T + )ln Iﬁyc] e~ ¥reL0g1).

U?
Zalézmy teraz, Ze stosowanie uproszezonych wzordw bedzie si¢ ograniczalo tylko
do takich profili predko$ci oraz do takich wartoici ¢<1, dla ktérych stosujg sig
przyblizenia
(B.5) e=Uly., U,—cxU,.

(B.3)

(B.4)

[

Stosujac kolejno plerwszy i drugi wzér (B.5) otrzymamy

UP y (I =y (Ui mel
oraz

Ve
(B.6) L

~lne—InU.xInc,
¢ [
przy czym w drugiej zaleznosei uwzgledniono dodatkowo, ze U.~1. Podstawiajac

(B.6) do (B.4) i podstawiajac te ostatnie wyrazenia do (B.1} otrzymamy

iy

Uy @) c Us (0) vl K L
w, (&, c; K)= P C)z-e"“r - U —;—UO(O)C(U er Iney e~%r,
(B’;") e I3
w; (o, K)= —nl, (O)c ) —Ke,

DODATEK C
SZCZBEGOLY ZWIAZANE Z OBLICZANIEM CALEK H | (¢, K), K (¢, K), H, (¢, K), N, {c, K,
M, (e, K) oraz Ns(c, K)

Wychodzifny ze wzorow (5.7), ktére w hastgpujqcy sposéhb defininja powyisze
calki:

1 1
Hy(e, )= [ Udy, Ki(e, K)= [ U_dy,
0 4]
} ¥ i3 1
(C1) Hy(e,K)= [ U_dy Uy, N, (e, K)= [ U,dy fua,
0 7] o . ¥

1 1 1 1 1
M, (e, K)= j U, dy ‘[ U_dy f Uepdy, Ni(e, K)= f U_dyj U+dyf U_dy,
Q » 0 [} ¥ ¥
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gdzie
' =00 —cP e,  U_=[Uy(y)—c}~2e~5,

Nastepnie zauwazmy, ze prawdziwy jest wzor
(CZ) NZ (C! K)=Hl (Ca K):

ktory pozwala zmniejszy¢ liczbe rozpatrywanych dalej calek z szeiciu do pieciu.
Zwigzek (C.2) wynika z faktu, Ze jezeli kazda z calek iterowanych H, i N,
z (C.1) zastapimy przez odpowiednie catki podwéjne (por. np. {83]), to okaze sie,
Ze zarOwno obszary caltkowania jak i funkcje podeatkowe otrzymanych catek podwaj-
nych sa identyczne.
- Dla H, i N, mamy istotnie

1 y=x
= [U.@|[ U.od|dx= [ [U. @)U, 0)dxa,
O o D
1 1
M= [U.0)| [U-@dx|dy= [ [ U_ (U, (Ddxdy,
0 A=y D
gdzie D oznacza wspdlny dla obydwu catek podwdjnych obszar catkowania, ktérym
jest pole réwnoramiennego tréjkata prostokatnego. Calki H, i N, sa wicc réwae,
a 16znia si¢ jedynie kolejnoscia catkowania po obszarze D.
L. Przypadek profilu Blasiusa aproksymowanego przez wzor (8.1},

Obszar catkowania kazdej calki pojedynczej dzielimy tutaj na takie same trzy
plr_‘zedzialy, jakie wystepuja w okrefleniu funkeji U, (p):

-3 - dla 0<<y<04;
(C.3) Uo()=11-(09—3¥ dla 04<y<09;
1 dla 09<y<l1.

Np. dla calki H, (¢, K) mamy
0,4 »

1 ¥
Hy(e,K)= [ U_dy f Usdy= [ Utdy [ ULdy+
Q ) Q a

Q.9 ‘0,4 ¥
+ f Uidy[f Uidy%— fUidy]~|-

0,4 0 0,4

1 ‘0,4 0,9 ¥ 0,4 »
+ fua|f via+ [ Uiyt fvgdy]= [ vtay [Utay+

0,9 ] 0,4 0,4 0 o

a,9 iy

+ [ vdy fUidp+ f U2 dy f Ul dy+
0,4 0,4 0,9 0,9

i 0,4 0.9 0,9 0,4
H[oa)(f was [oa)([ va)(f ),
9 0 0,4 4 0

0, Q,
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gdzie oznaczono:

U =(2p~3y*—c)?e®, Ut=1u,
(C4) U2 =[1-©9—p) e, UL=1U2,
U3 =(1—c)%P, Ut =1/U2,

W ten sposdb rozpatrywane przez nas calki moZna przedstawic 7a pomocy
nastgpujacych wzordw:

Hi(e, Ky=H;{+Hy;+H,;,
Ki(e, K=K, +K;-}+K, 3,
©3 (e, K=oyt Hopt Hos b Koy (HoHHAHK S Hy
My (¢, K)=May+ May+ MyyH(Hy o+ ) RH b Kos (- Ho )
' ' +Hy QH 2+ H, Ko),

NS (8) K)=N31+N32+N33+(-K13_E'K12) I2H21"1'H11 (1<L3F!>]<12)}'"E'w
' +Ky3(2H2,+ K, 3 Hyd),

gdzie
(C.59)
0.4 9,9 1
Hy=[ Uldy, Hyu= [ Uldy, CHis= [Uldy,
0. 0.4 E 0,9
~0,8 X i
K11#-f':Uidy, : :-Ku: f U2 dy, K= fUid)’,
O 0.4 0,9
0.4 _' 0.9 1 ¥
H21—f U dnyl dy, Hy,= f U dy fU+dy, Hy= [Uldy [Uldy,
0,9 0,9

04 0,4

. 0,4 0,4
Mag__%__f U} dyf UL dny+dy, Nalzuf U‘dy(ij_dy;f Ut dy,

65 0.9 0,9 0,9
Mﬁ'»f f U’dyf U dy fUza'y, Ngz= f U dy fUzdyf Ut dy,

»

=fUidyf U3 dy fUidy, Niyy= fU3 dy fU3 dyf U2 dy.

0,9

Pomze" pOdaJCmy Scisle rozwiazania dla tych calek (C.5") 7 trzeciego przedziatu
zmlennos' : dla ktérych takie rozwiazania mozna otrzymaé:
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, dla K=0,
eX—e™KY)YK  dla  K+#£0,
K13:(1uc)*2{0’1 dla ’K:O,
(e ™ e YK dla  K#0,
13000 dla  K=0,
(eX ™) K3—0,2e"K/K?  dla  K#0,

Hmz(l—c)z:(

6 May=(I —c)Z{

1/3000 dla K=0,

N33=(1—‘C)—2{
(e-0oK b YK 0207 KK  dla K0,

0,005 dla K=0,
23—{(9“0’1K+0,1K—1)/K2 dla  K#0.

Pozostale calki nieosobliwe, tzn, Hy,, Hz, K15, H,,, My, ordz Ni, obliczamy
na drodze catkowania numerycznego, wykorzystujac algorytm «Maultint» zamieszezo-
ny w pracy [84]. Algorytm ten pozwala obliczyé catki wielokrotne typu:

ba{p0) Bl P Ly Y21 000 ¥n1)

b .
[reddn [ filrra)dys. [ fOuya e vy
az (v} @i, ¥auoor Fa—1)

przy czym kazda kolgina calka wewnetrzna obliczona jest w tym algorytmie za po-
mocq wzoréw numerycznego catkowania Gaussa [80]. ‘W konkretnych obliczeniach
przy wyznaczaniu wymienionych .wyzej catek nieosobliwych zastosowane byly
szedcioweztowe wzory Gaussa. ‘

Pozostaty wreszeie do obliczenia calki osobliwe Ky, Hyy, M3 1 N3y

Poniewaz zalozyliémy, ze przy wyznaczaniu wyrazenia w (o, ¢, K) uwzglednimy
tylko urojong cze$é catki K, a pominiemy urcjone czgéci pozostatych calek, oraz
Ze przyjmujemy Ni, =0, to ponizej podane zostana tylko wyrazenia na Im {K,},
Re {K;,}, Re {H,;} i Re {M;.}.

Jezeli we wzorze (7.3) podstawimy odpowiednig gorna granicg catkowania (y=0,4)
oraz a(y)=e % U, (3)=2y—3p* lskqd wynika

(o)} c=2yc—3yf lub yc=;—-+—:—2—c4+ 128 c7+0(c1“)],
to otrzymamy nastepujace formuly:
Im{K,,}=na,
0.4a 0,4
(C.8) Re{K,,} =~ m +bln - J’—c £ +0,2d- 1-—" (04— yc)z—y2]

L 9 h
e (U EEe L CUE R AR
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gdzie
a=Ae 8,
h=(B—KA)e K,
d=(C—2KB+K? A) e~ %,
e=(D—~3KC3K*B—K?A)e~ ",
f=(E—4KD+6K?C—4K3B+K* A) e ",
2=(G—5KE+10K2 D —10K*C+5K*B— K5 A)e™ ¥,
h=(H—6KG+15K?* E—20K?D+15K* C—6K> B+ K°® A)e~K¥;
A=M"2,
B=—2NM-3,
C=6N2M"*-2PM-3,
D= —24N3> M-5-18NPM-*—20M 3,
E=120N* M~ —144N? PM 5 |-(18P2++24NQ) M4,
G=T20N5 M~7-+1100N3 PM~S —(350NP2 | 240N* Q) M~ 51 60POM —*,
H =5040N6 M~ —10200N* PM~74-(5050N2 P2+2300N3 Q) M~ —
—(1470NPQ-+-350P%) M5+ 600Q% M~*;
M=2-12y%, P=-24y,
N=—18y2, 0= —18.

Czedé rzeczywisty calki obliczamy w ten sposob, ze wyznaczamy najpierw ana-

¥
litycznie wewnetrzna (nieosobliwa) calke [ Ul dy, a nastgpnie stosujemy znéw
0 .

wzory (7.3) i (7.4), podstawiajac tam a(y)=e % f Ul dy. Otrzymujemy wtedy

_ 0,4F, 04— 5
(C-9) RB{Hzl}__m+F1ln e +02Fz+ [(04 yc) ]+
F
e 0=y 453 o (04— 1A e (04305 T
gdzie
Fo=a,4,
Fi=a, A4ayB

F,=a,A+2a,B+a,C
Fy=a; A+-3a,B+3a, C+a,D,

(C.9)  F,=a, A+da,B+6a, C+4a, D+aoE
Fi=asA -1 5a, B+10a; C+10a, D+ 50, E+-dy G
F. =ag A--6as B+15a, C4-20as D150, E-+-6a, G-+-ao H
@o=bo+Kbx+0(K?),
a,=b,—Kb,_,+0(K*», n=12,..,6;

Rozprawy InZynierskie — 15




226 LT - o - EUGENIUSZ MZYK -

(C9')  be=—0,1pF2Ty] — /3yd te(~1/5ys+2/3p]) 22,
fe.d] bo=y2 — 28 +4/3y3+c(6/5y: — 22+ v, ,
by =9y —12y] +4y? 4-c (6 ~4y)+c?,
by=72y] — 60y +8y.+c(24y2 —4),
by =504y° —240y3++84-720cy?,
ba=3024y3 —120y2+144cy,,
bs=15120p* — 1440y,+144c,
b =60480y> —1440;

wielkoéci A, B, C, D, E, G i H, sg takie same jak w (C.8).
‘Wreszcie catke M5, liczymy w ten sposdb, Ze stosujemy najpierw przeksziatcenie

0,4 0,9 0,4

0,4 y
Maiﬁj U’ dyf Ul dyj Ul dy= (‘j Uidy) ([ UidnyLdy)—
2 Q Q
0.4 y ) ¥
- [ vtdy [Uldy [ULdy,
1] [0} 4]
a nastepnie czgSé rzeczywista ostatniej calki wyznaczamy w podobny sposdb jak

Re {H;,}. Stosujac mianowicie dwukrotnie zwiazki (7.3) i ograniczajac sig do trzech
wyrazow wystgpujacego tam szeregu, otrzymujemy

: 1
(C.10) Re {M31}:H11 (Re {Hz1}_Mo)+Fo Cy—F, Cy— "EFz Cs,

gdzie
: Lo
MO = _Fllnyc:
3 _yc dZ
C =dyln —-+0,44d,+04 W"’G,‘]‘ -i 0,4 —I—

I,

04—y, e €3 ey
Cy=e, yclnﬁy +0,41eoIn (0,4 —y)+e;+04 ?—!—0,4 T+0,4 T”}—
c . A

o404 (E

6 ~+0,4 (“877“+0,4( +04( +004‘-’10) )

c?.

. 4
Cy=0,42 (—2m+o,4 (% (cK—4)+0,4 (1 —~cK+04 (? K104 (c+

6 3
+0,4 (7 (cK—-2)+0,4 ( -y K_—l—(),42 (0,9+3,6K))... ) ;
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ds=9(1+Kyp), ds=6cK—12-}dsy,, di=4(1—cK)}dyy,,
d'7=d8ycn . d'4:6c+d5ycs dl:C(CK_4)'+'d2J)cn
dg=—12K-+{-d; y., ' dy=4K+-d,; y., do=c*Fd, y., |

c 4 6
eo=c21+0,4 o {(cK—4)-1-0,4 (-3— (1—-cK)+0,4 (Kki"0,4 (5 c+0,4 (CK— 24

12 '
104 (_7— K4+40,42(1 +0,36K)) ) ,

€10= —09K, eg=—(eK—D+te, .,
eo=—l4eoy., es=—12c}esy,,
€35 Ve, e, = —K+tesy,, €= '—"g_ (CK__4)+€3 Yoo
12 4
&= Ktesy, e=—g(—cK)tey, e=—ctey;

wyrazenia na H,, oraz F,, F, i F, s takie same jak we wzorze (C.9), a H,, wyzna-
czamy na drodze catkowania analitycznego lub numerycznego.

2, Przypadek rodziny profili predkosci aproksymowanej wielomianem széstego stopnia
Zapiszmy wzor (8.2} w postaci
(C.11) Us(p; A=y ytuz 3tz y*+ua y*-Hus y* +ug y°,

gdzie
u1:2+0,2A, u320, . u5ﬁ6"".A,

H2=_0,5A, 1J4=-—5+A, M6:_2+0,3A.

Stosujac podobna metode postepowania jak przy obliczaniu catek dla przypadku
profilu Blasiusa (przypadek 1), lecz dzielac obszar catkowania kazdej cafld tylko na
dwa przedzialy (0<<y <04 oraz 0,4 <y<1), otrzymamy tutaj

H(c,K, A)=H,,+H,, ,
Ky (e, K, A)=K,+K.,,
(C.12) H, (e, K, A)=H,,+H,,-+-H, K5,
| Ms(e, K, A)= M1+ Mao + Hy QHy+H K ),
Ny (¢, K, A)=Nys+-Naz+Nag+ Ky, QHo o+ Hi 1 Koo,
gdzie

0.4

1
Hy= [ Uudp,  Ha= [U.dy,
Q 0.4
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0.4 1
K11:f U_dy, K12= fU—dy?
¢ 0.4
0.4 ¥ 1 ¥
Hy= [ v_ay [ UL dy, Hu= [U.dy [U.dy,
0 0 0,4 0.4

0.4 0,4 v 1 1 ¥ ’
M:u:f U+‘£J’f U-dYJU+dY» Miz,= [ U+dJ”fU—d)’ fU+dy,
0 » Q 0.4 ¥y 0,4

0,4

. 1
Ny = }4 U—dny+d}’f U_dy, Niz= f U_dy fyU+ d}’f U-ld}’»‘
0 0 ¥ - 0.4 0.4 ¥

gdzie
Ui=(—ctu ytu ytus Pfus yttus ¥3-Fug y9)* e, U_=1{U,.

Jezeli y, <04, to catki K;,, Ha,, M4, N3, nie sa catkami osobliwymi. Calki
te oraz H,, i H,, mozemy obliczy¢ wige na drodze catkowania numerycznego,
podobnic jak w przypadku profilu rozpatrzonego w punkcie 1. Natomiast caiki
osobliwe, z wyjatkiem Na,, ktora przyimujemy w przyblizeniu réwna zerw, obliczamy
nastgpujaco:

a) Im {K,,} oraz Re {K, .} obliczamy wg wzoru (C.8), z tym, Ze wielkodci
M, N, P i @ obliczamy teraz z nastepujacych wzorow:

6 5
1
Mf— ,,;; m, 2, P:? Z; n(n—1) (n—_?.)u,,yfs,
(C.13) | o T
—_ n—2 1
N= 5 ZH(H—I)%,JJC > Q=IZn(nv—l)(n—Z)(n—B)u,,yﬂ*‘*.
=2 —a

b) Re {H,,} obliczamy ze wzoru (C.9) z tym, Ze inaczej obliczamy nastepujace
wielkosci:
fiz 14 fll 13 flO 12 f9 11 .fS' 10 f'i' 9 f6 8
b""—(wzyf e Y s e Tapve e TR et

156
fs.,f46f35f24f13C22)
+42 )“+30y”+20 yet 12y‘°+—ﬁ6wy° 2 e

12
i
c 1 [ 4
n=1 n+
i

(C.14)
2 12
by=c*+ > firk, ba= D) nln=1@=21y
r=% n=3
12 12 .
b= D) v bs= Y n(r—1) (-2 =)Ly
n=1 ne=d
12 12

n="2 n=3

by= Z n(n_‘l)f;ry’::_za be= 2 n(nwl)(n—2)(n—3) ("—4)f;1yz_5 )
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gdzie ,

Jra=uZ, So=ui+2(uy ustus uy —uge),

Ji1=2u5 15, ' Js=2(uq1,+uzu,—usc),

Sro=uz-+-2u, ug, o=y +2(us u; —ug ),

Jo=2{(us us+tug s}, fi=2( 1 —uy ¢),

fg=ui—|—2(u5 s Usa), f2:u§~2u2 C,

Ja=2Qusuytusviy g uz), fi=-2uc.

¢) Wreszeie Re {M3,} obliczamy ze wzoru

_ . 1
(C.15) Re{Ms1}=Hyy(Re{Hy} = Mo)+Eo €, = Fy Oy = F; Cs,

gdzie
Fy
My=— 7 —F Iny.,
)
04—y, 04° 10,47
Cy=dyln— " ——Cy + Z o d,
Ve 9 =
1 0,47
Y= YRS .
Cm0deIn g3 teryn® 2o X =,
1 0,47
C3 = 2 ,n CM-—Z 3
gdzie

co=¢*, ¢ =f1+K*+0 (K3},
=t Kf 1 +0{KH, n=2,3,..,9,
gdzie £, (n=1, 2, ..., 9) wynikaja ze wzoru (C.14);
dg=Cg+Co¥e,
dy=Ca-bdyys Yo, n=7,6,5,..,0;
ep=—Co,
€= —Cy_1F 1 Ve, 1n=9,87, ..,1;

o= Z 0,4"¢c,,

n=0

przy czym H,, wyznaczamy na drodze catkowania numerycznego (lub analitycznego),
Re {H,,} wynika ze wzoru (C.9) oraz (C.14), natomiast wielkosci Fo, Fy 1 F, okreslo-
ne sy przez wzory (C.97) i (C.14).
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PesoMe

BIIASHWE KPHUBH3HDBI 1 TTOOATIHBOCTH CTEHKKA
HA IHIPOJIUHAMKUYECKYIO VCTONYHROCTE JIAMMHAPHOI'O,
HECKWMAEMOTO TIOI'PAHHYECKOTC CJIOA (5)

HeceaoBANOCh BANAHYES TIPOAOALROA KPUBHIHEI JWECTKO# ¥ NOMATIHEPOH CTEHKHE, Ka yCTOH-
YUBOCTE TAMWHAPHOTO MOTPAHHYHOTO CIOH, 10 OTHOLISHHIO MAhiX BOIMYITIEHKH, THNA (OMEPEY-
mpix pEXpelf. TIpeanonaraeycs, MexAy OPOYHM, YTO TpoduIs CKOPOCTH OCHOBHOIO TEYEHHA, HE
3aBUCHT OT XPHBH3HBL ¥ NONATHHBOCTH CTEHKH, & MEXAHHYECKHAS cBOIicTBA TOMH CTCHKHA OITHCKBAXOT
©8 C MOMOLIBIO 4eThIpex Oe3pa3MEepHBIX [apaMeTpoR. PeazynsTathi, B BHIE KPHBBIX HedTpaneHoi
YCTOIMHBOCTH, ROMYHYCHSL A/ PA3HEIX 3pavernit GeapaiMepHOi KPHBHIHEL CTCHKH M DANA xomMOH-
HAUMH HAPEMETPOB, XapakTepH3YOHOIHR MEXSHMUECKHe CBOMCTRA CTEWKH. JIIA JKECTKO# CTCHKH,
Pac4eTH HPOBOAHITHCE, IPHHEEMAL mpodras ckopocty Brasuyca w ceMeiicTBO Tpoduell CKOPOCTR
ITonkray3ena, ¢ IOMTHHOMOM HICCTOH CTellenH, a Wil methopmupyeMoil cTeHEH — TOMBKO upodune
Brnaznyca. .

IIsst criyuast JKeCTKOH BHMYKNOH CTSHKH, KOHCTATHPYETCH, HTO pPOCT 3TOH XPUBH3IHEE BJHACT
nmectabmivzupyrowe Ha Teuerme. Mt cayvas senethOPMEPYEMOH CTEHKH OKA3afiocs, YTO HpH
YCTAHOBICHHLIX MEXANAYCCKAX CBOHCTBAX CTEHKH (¢ TOYKM 3pEHMS HEYCTOHWHBOCTH (Knacca Ap)
POCT €8 KPUBH3HLI, MOKET BIMATH CTAGHA3APYIONIE HA TEUCHHE, TOCKOIBKO TONBKO MEXAHUHCCKHE
CcpOMCTBA CTEHKA COOTBCTCTBEHHO HAREKO pa3HATCA OT CBOMCTE MECTKOH CTeHKH.

SUMMARY

THE INFLUENCE AND SUSCEPTIBILITY OF A WALL ON HYDRODYNAMIC
LAMINAR STABILITY OF AN INCOMPRESSIBLE BY-WALL LAYER (IT}

An investigation was made of the influence of a longitudinal curvature, rigid and suscepiible,
on the stability of a laminar by-wall layer in relation to small disturbances of a diagonal vortex type.
Among other things, it was assumed that the velocity profile of a basic flow is independent of the
curvature and susceptibility of a wall, and the mechanical properties of that wall were described
by the four nondimentional parameters.

Results have been obtained in the form of curve neutral stability for various values of non-
dimentional curvature of a wall for series of combinations of parameters characterizing the mechani-
cal properties of the wall. For the rigid wall, the calculations were made by taking the Blasius
velocity profile and a family of profiles of velocities of Pohlhausen with the sixth grade multinomial,
and for the deformed wall — only the Blasius profile.

In the case of a rigid convex wall, it was assumed that increase in its curvature influences the
flow in an unstable mannet (from the point of view of an instability of «A-classp} only if the
mechanical properties of the wall are suitably far from the properties of the rigid wall.
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