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OPTYMALIZACIA OSIOWO-SYMETRYCZNEGO USTRQIU WISZACEGO,
ZAWIESZONEGO NA GORNYM PIERSCIENIU

STANISEAW KEM PNY (GLIWICE)

1. WsrEp

W ninicjszej pracy poszukuje sig osiowo-symetrycznego, siatkowepo przekrycia
wiszacego o ciegnach potudnikowych i réwnoleZznikowych, poddanego dzialanin
obcigzenia rownenmiernie rozloZonego pa jego powierzchni, przy ktdrym dla okradlo-
nego wytezenia spelnjony jest warunek minimum materiatu elementdw nosnych
{rys. 1}. Poludnikowe i rownoleznikowe elementy ustroju powinny mieé tak zmie-
niajace sie przekroje, aby przy wyznaczonym ksztalcie
panujgce w nich napreenia byly rowne napreZeniu ¢ L
dopuszezalnemu. Cigzaru wilasnego tych elementdw \\\\ \ \ ] / / ///
nic uwzglednia sie w obliczeniach. Usirdj jest pod-
party w sposch ciagly jedynie na zewnetrzaym brzegu.
Piericien dolny niepodparty mozs byé obcigzony
badz nieobcigzony.

Dla rozwigzania tego zagadnienia poshuzono sig
tutaj szczegdlnym modelem ustroju siatkowego o nie-
skofczone] ilosei elementéw potudnikowych i réwno-
leznikowych. Objetos¢ ciegien nosnych w takim ustroju
jest funkcjonalem zaleinym od krzywej ksztaltu potud-
nika, a postawione zegadnienie stanowi wowczas
zadanie wariacyine, w kidrym posiukuje sie argu-
mentu ekstremum tego funkcjonatu. Okazuje sig,

ze w omawianym przypadku peszukiwanie ksztaltu l gf;:“—J‘ ' i
. - . . = 1 3

optymalnego z warunku na minimum materialy ~

jest rdéwnowazne poszukiwaniu tegoz optymalnego Rys. 1

ksztaltu z warunku na minimum energii potencjalne]

odksztalcenia. Na mciliwoéé korzystania z energii potencjalnej przy poszukiwaniu

uldaddéw o minimalnej ilosci materialu konstrukeyjnego wskazat po raz pierwszy

Z. WASIUTYNSK] w podstawowych i monograficznych pracach [1 i 2],
Optymalizacja podobnego ustroju, lecz podpartego réwnoczeénie na zewngtrznym

i wewnetrznym piers’cieniu, zajmowal sie S. LESSAER w pracy doktorskiej [4]. Odcinki

ciggien siatki pomigdzy wezlami przyjeto tam jako proste, a przekrdj ich jako
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zmienny, spelniajacy warunek wytrzymatoéci. Zagadnienie optymalizacii w tym
przypadku sprowadzilo si¢ do poszukiwania ekstremum funkcyi wielu zmiennych.

S. JENDO w pracy [5) zajmowal si¢ réwniez osiowo-symetrycznym ustrojem
podpartym na zewnetrznym i wewngtrznym pierScieniu z tym jednak, Ze ustrdj ten
utworzony jest wylacznie 7 elementéw potudnikowych. Ksztalt tych ciggien po-
Tudnikowych wyznaczyl S. LESSAER w pracy [3] w postaci szeregu, a S. JENDO W postaci
‘zamknigte] za pomoca funkcji specialnych (funkcji bledu). S. JeNDO wyznacza
ksztalt ciegien, odpowiadajacy najmniejszemu zuZyciu materiatu, przez wyznaczenie
parametréw funkeji ksztaitu przy zaloZeniu statego przekroju ciggna. W pracy [8]
podano sposéb projektowania ustroju réznigcego sig od rozpatrywanego w [5]
‘wystgpowaniem clementéw réwnoleznikowych, napigtych takimi sitami, aby po
uwzglednieniu ciezaru pokrycia sity w elementach potudnikowych byly stale.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA WARIACYINEGO

Przyjeto nastgpujgce zaloZenia:

a) ustréj jest osiowo-symetryczny, podparty na zewngtrznym obwodzie {rys. 1);

b) wymiary ustroju D=2x, i d=2x, sa ustalone;

c) obcigzenie jest pionowo i réwnomiernie roztozone na powierzchni;

d) przy wyznaczaniu wielkosci wewnetrznych przyjeto zasadg zesztywnienia;

€) ciegna uwaZa si¢ za idealnie wiotkie;

f) ustrdj jest Zozony ze cisle przylegajacych elementdw potudnikowych i réwno-
Jeznikowych, tworzacych w ten sposob kontinuwum materialne;

g) naprezenia dopuszczalne dla materiatu ciggien k, sa w pelni wykorzystanhe
-w kazdym z ich przekrojow. ‘

/

Przyjete zalozenia pozwalaja na kérzystanic zréwnafi powlok w stanie blonowym :

. N, N
2.1 2nrg N, sin p+R=0, T+T+Z=O,
1 2
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gdzie zgodnie z rys. 2 N, i N, sa odpowiednio sifami potudnikowymi i réwnolezni-
kowymi, a R wypadkowa obciaZzenia znajdujacego si¢ ponizej rozpatrywanego
poziomego przekroju. Zgodnie z tym

R=—2np f X ]/T%pydx: —2npz (x),

Xo

gdzie
z(x)= fx] Ty dx;

uwzgledniajac ponadto (rys. 3), ze

¥ 1
— N CoOsSpp=s————r
Vit Yy

sin g =

otrzymuje si¢ z 2.1

{2.2) Ny=p———F 1+y z(x).

Promienie krzywizn giéwnych w rozpatrywanym przypadku wynosza

(142 xV1+y?
1 = N ’ r?. = r .
» ¥y
Wstawiajac do réwnania (2.1), Z= —pcosp= -~p/|/1—l—y’2 wyrazenia na ry i r,
§Z ¥y
oraz (2.2), otrzymano

[x yn ] yl
2.3) Ny=p|=— =) |.
( ) e— P 3 y’zl/ﬁy'zz(\)

Rownanie (2.3) ma wplyw na do-
bar krzywych dopuszczalnych, gdyz
na pewnych krzywych moze byé
Ny >0, na innych za§ w przedziale
(Ko, X4 Ng 20, a w pozostalym
przedziale (x,, x;> Np < 0 itp. Stad
wniosek, ze w funkcjonale 'objfgtoéci
ciggien nosnych nalezy rozpatrywaé R
bezwzgledng wartodé sit rownolez- Rys. 3
nikowych.

Objetosei elementéw poludnikowych i réwnoleznikowych odpowiednio wyno-
sza (oznaczenia zgodnie z rys. 2):

N,rodf NGl 1y dqa
o [ e, [ [0

[(e2)

Rezprawy InZynierskie — 8
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gdzie O jest polem funkcji podcatkowej stanowigcym rzut” poziomy rozpatrywa-
nego ustroju, k, za§ napreZeniem dopuszczalnym dla metariatu ciggien.
Catkowita objeto$é elementow nosnych

i
o' =+ v, = ff-?;(N,pﬁ—\Ngl)rodGridgo.
{Q)

Na przyklad wyrazenie na o; moina przedstawic w postaci
(N, 7o d6)> o= (N, rodd)? g
ff N;Ode'l' I (f)f Ma
Q

gdzie M jest stala, a A polem powierzchni przekroju ciggien poludnikowych.
Otrzymana postaé funkcjonatu »; wskazuje na to, #e¢ w rozpatrywanym zadaniu
warunek na minimum materiaty elementéw noénych jest réwnowazny warunkowi
na minimum energii potencjalnej odksztalcenia.
Uwzgledniajac wzory (2.2) i (2.3) oraz r, d¢=d5=]/l+y’2 dx uzyskuje si¢ po
scatkowaniu w granicach §=0 do #=2xn formul¢
]dx.

o= o
kq d y Y
Badanie ekstremum @' jest réwnowazne badaniu ekstremum funkcjonatu

2 YT
X1 1 xz - xyu
(2.4) o= f [(y'%-?) z+ 'JTI/I“FJJ'Z— y,2 Zl]dx.

Xo

e

xy
2Z

Wprowadzajac oznaczenic

r

2 Z:Fﬂ(x: Z,y’,y”),

1 X2,
y+—z=F*(x,2,¥), oraz —; ]/l +y'2—
Y y
funkcjonal (2.4) mozna przedstawi¢ w postaci

X1
2.5 o= f (F*+|F)dx .
Klasg krzywych dopuszezalnych dla powyzszego funkcjonatu jest zbior krzywych
Klasy C', gdzie rz=1 o jednym punkcie stalym, gdyZ dla x=x, ma by¢ y {xy)=0,
i drugim ruchomym, przesuwajacym si¢ po prostej X=x,.
Naturalne bedzie réwnicz zalozenie y'>0 dla wszystkich xe&{Xo, X3 Ostatnie
warunki moina krdtko zapisaé w postaci:

yECr(POePi)a f'}l,
(2.6) A

Po(x4,0), Prex=x,, »'20, xelxo,x.
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3. POSZUKIWANIE OPTYMALNEGO KSZTAETU

Badanie minimum funkcjonatu (2.4) przeprowadzone zostanie dla trzech jedy-
nie mozliwych przypadkéw rozkladu sit rownoleznikowych.

3.1. Sily réwnoleznikowe sq rozciqgajgce na calej powierzchni siatki

Z postaci funkcjonato (2.4) wynika, Ze moZe on osiaga¢ ekstremum na krzywych
Klasy C? badz D? (krzywych przedzialami ciaglych wraz z pochodnymi do drugiego
1z¢du wlacznie). Dla Klasy C? krzywych dopuszezalnych i takich, ze dla kazdej
z tych krzywych jest Np>0 lub F®>0 réwnanie (2.4) przyjmuje postad

-5

1 xylf
l/l—g_y'ZJr ,+y'— )7 z|dx.
Poniewaz

{Z(—-‘C)= fx ]/W dx}z{z’-—x ]/1in2=0}

Xp

z warunkiem z (xo)=0 lub z'—x /1442 =0, jesli y'—u=0, wiec ostatnie wyraze-
nie na v przybierze postaé

G.1) vwf[ Vit +(m+u—%u—)_:‘]dx,

z aholonomicznymi warunkami ubocznymi

(3.2) 2 —x V14w =0, y'—u=0.

Zgodnie ze znang regula mnoznikéw Lagrange’a [6] nalezy w tym przypadku
postuzyé sie funkcja tworzaca

(3.3) H—ml/H-u“r( )z+/11(V)(z —x V14242, () (7 —u),
gdzie funkcje A, (x) i A, (x) sa mnoznikami Lagrange’a. Nietrudno zauwazyé,
ze uklad funkeji u, y, 2, 4,, 4, nie spelia warunku Hilberta i tym samym krzywa
stacjonarna nie jest regularna. Istotnie

i H > H *H
du'? =0, dy

a to oznacza, Ze warunek Hilberta nie jest speliony [6].
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Ulkdad réwnati Eulera-Lagrange’a dla funkcji H przedstawia sig nastepujaco:

2

Hom e () e 2, (0)=0
o = e T A (X)) T A ) FY,
dx " Y1 UYL
d d

3.4 Ay _
G4 Hy———H,= = —— [l (x)]=0,

.H d _l xu' d ; o

. dtz,w;"I—u—?' ";E[‘-l(x)}_'

Z (3.4), wynika, ze 1, (x)=c, jest Stalq. Uwzgledniajac zaleino$¢ (3.2) otrzy-
" mano z (3.4),

.
A=yt —te.
¥y
Wreszcie z (3.4),, (3.2) oraz ostatnich dwoch zaleZznodci otrzymuje sig réwnanie

rézniczkowe krzywe]j stacjonarnej:

3.5) x(p4e)y ey —xl(1+y*)=0.

Na krzywej (3.5) pierwsza wariacja funkcjonata (3.1) z aholonomicznymi warun-
kami ubocznymi (3.2) przeksztalca sig do postaci :

(3.6) dv=—{{[H-w H,—y H,—z H, ], 6%+ [H, ) Ot +
HIH )y, OvoHIH ), Sz} +[H—v' Hy—y' H,—2z H . 0%+
A [Hy Loy, S0 Ty Lo, 891 L T, 021
PoniewaZ y (xo)=0, z{xp)=0, a drugi koniec przesuwa si¢ po prostej x=x,, to
réwnanie (3.6) przybierze postad

(37) 502 - [Hu’]xmxo 5u0+[Hu‘]x:x1 6”1 %" {Hy’]x:xl 6yl+[Hz']x=xl 621 "

Wystepujaca w formutach (3.6) 1 (3.7) funkcja H ma postac (3.3).

Podstawowym warunkiem koniecznym, azeby krzywa stacjonarna dana réwna-
niem (3.5} byla argumentem ekstremum catki (3.1) z warunkami (3.2} jest, aby
. pierwsza wariacja byla réwna zeru, tzn. aby spelnione byly nastgpujace watunki
brzegowe:

X
~Hw= 57 =0

X
H,]. _ —[—z] =0,
(3.8) ks, LR A

[Hy’]x:xl - [}“2 (x)]xzxi"—_ Ca :0’

li

[Hz']x:-n = [44 (x)]xzx; = [,(y + ;’ —%-Cl)] - =0
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Warunki (3.8) sa sprzeczne, gdyz z (3.8), wynika

Xy
¢y = —[y (x1)+m],

a z (3.4),, nvwzgledniajac ostatnie wyraZenie oraz (3.2), Ze

%2
cz:[(ﬁﬂl/ﬁﬂuﬂ 0.

Oznacza to sprzeczno$é, czyli na tej klasie krzywych dopuszezalnych funkcjonat (3.1)
7 waronkami (3.2), a wiec 1 funkcjonal (2.4) nie osiaga ekstremum. To znaczy,
7e dla kazdego ksztaltu siatki, przy kforym na calej jej powierzehni ciggna réwno-
leznikowe sg rozciggane, minimum objetosci elementéw nodnych nie moze byé
ostagnigte.

3.2, Sily réwnoleznikowe sq przedzialami wzdluz poludnika rozeiqgajgee [ fci-
skajgce

PoniewaZz ekstremum nie jest osiagane, gdy N,>0, dla x e {x, x;», wigc natu-
ralne w tej sytuacji jest przypuszczenie, Zze w pewnym przedziale (np. (Xe, Xg0)
Ng>0, a dla x € {x,, x;> Ny<0. Zaklada si¢ tym samym, Ze ciggna réwnoleznikowe
moga byé tutaj Sciskane i maja taka sama wytrzymatodc na éciskanie jak i rozeia-
ganie. Ogélne zaloZenia (2.6) co do klasy krzywych dopuszezalnych nie wykluczaja
takiej modyfikacji rozpatrywanego modelu. Wowezas funkcjonal (2.4) przeksztalea
sig do postaci

xr 1 xp'’
(3.9) = f l?l/i—{—y'z -i—(y, +y = ;;,2 )z] dx-.%

Xo
e

X

Xy 1 , xy ) 2 —__E]
+xf [(J,,+y+y,2 (4s) = VI |dx,

gdzie

shz= | xVTgprdet [xVTdy?de=st [xV1ty?dx.

Xn

Podobrnie jak w p. 3.1 zagadnienie poszukiwania ekstremum funkcjonale
(3.9) sprowadza si¢ do aholonomicznego zagadnienia Lagrange’a o koricach rucho-
mych:

Ay 2 1 ot
= f l:%]/]—}-y,z —I-("“J—I-u— %) z]dx+
A1 xu' b S—
(3.10) -+ f [(";+u+—172—)(s+z)—71/1+u2]dx,

z'—x]/l—l—u2= , ¥ —u=0,
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Funkcja H dla pierwszego skladnika funkcjonafu (3.10), z warunkami (3.10),
jest identyczna z (3.3), tym samym uklad réwnaid Fulera-Lagrange’a pokrywa  sig
z (3.4), a takZe réwnanie rézniczkowe krzywej stacjonarnej jest identyczne z (3.5).
Dla drugiego skladnika (3.10); funkcja tworzaca ma posta¢ nastepujaca:

1 ! 2 S
(3.1 H2=(u+u+%) (s—l—z)—i;—]/l—l—uz—{—rl(x)(z’—xl/1+z¢2)—l—
+1, ()0 —w.

Podobnie jak w p. 3.1 i tutaj ukiad funkcji {u, , z, 71, 7,} nic spelnia warunku
Hilberta. : ’
Uklad réwnafi Eulera-Lagrange’a dla (3.11) przybiera postaé

, d 2 x? xu
H——HL=|1— 5|t~ —F—— 1. (x) 7= —n(¥)=0,
dx L Vitw? V1tu?

| d d
(3.12) H}———Hj=~——[n®)]=0,

d
HZ _E__Hz_i_l_ +xu’_i _0
T dx P i u u? dx [t (.X)]— .

Z (3.12), wynika, Ze 7, (x)=D, jest stala, a z (3.12), oraz (3.10),, ze
( "t [ D
., (X)=y—— — .
1(x)=y v ¥ 1
Z (3.12),, (3.10), i ostatnich dwéch zaleznodci otrzymuje si¢ nastgpujace réwnanie
rozniczkowe krzywej stacjonarnej:
dx xy’

2
(3.13) (1 “}Tz“) (S+Z)—(y+D1+2f e )*‘“i;fy,—z—DFO-

Na krzywych stacjonarnych (3.5) i (3.13) wariacja pierwsza funkcjonatu {3.10),
z wiezami (3.10), przybiera postaé

(.14 dv=-{{H' —u’H,},—y’Hy‘,—z'H}]x”o 5x0+{H"‘,]x:x°5uu-|—
A [H Y, 3o+ LY, 20} -HIH —u Hy—y Hy—2' Hilioy, o 0%y
A H Y w vy —0 Oty +H o, 0OV HIH Y o x,—0 624 — {HHE =0 Hp—
—y HZ—2' HZ\oy, 10000 FHE oy, 10 0Us I oy o S04 THZ oy, 10024}
HH? —u’ B2~y H2 =2 H2, 6%, HHH oy 00+ [ 031 H e, 024

gdzie H* jest funkcjg tworzacy (3.3).
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Uwzgledniajae, ze ¥ (xo)=0, z(xo)=0, a drugi koniec krzywej przesuwa sig
po proste] x=x,, wariagje (3.14) przeksztalcamy do postaci

(3.15) dv={{H'-u' H) —y’Hy‘. -z’ H;.}wao— [H*—w HZ—y' Hj—
~2 Loy, vor 0% H{IHLios, —0— [H2 e, 1o} Gttt
HIH e, co— [ oo, 0] 9 H I oo, 0= [HZ1i ¢, 0] 024
A LH e, St0aFIHEL L OpiH[H ) oy, 021

Poniewaz dla xo<Sx<{x,, Ny>0, a dla x,<x<{x;, N;<0, wigc x=x, musi
znajdowaé sig na krzywej danej réownaniem N,=0, tzn.

X ))fr

J:’ yl2 ]/mﬁ

(3.16) z=2(
b uvwzgledniajac (3.10),

’

X i 0
317 PR reriintd

Roéwnanie (3.17) jest réwnaniem linii nieciaglosci funkcjonatu (2.4), poniewaZ
w przeciwnym razie z przyrownania drugiego sktadnika (3.15) do zera wyniknetaby
sprzeczno$é i tym samym réwniez na tych krzywych dopuszezalnych ekstremum
nie byloby osiagalne. Jezeli wige zalozy¢ nieciaglo$c funkejonalu (2.4) oraz uwzgled-
ni¢ (3.10), otrzymuje sig¢ nastgpujace wzory:

Xu ]ffl +u?

Suy =u dx, =V TN Sy, Sz,=z2x,=xV1tu? 8x,.
z

W wyrazeniu du,, gdzie wystepuje u’=y"", tkwi zatem przyjecie nieciagtodci drugiej

pochodnej poszukiwanego argumentu ekstremum w punkcie x=x,.

Poniewaz warunkiem koniecznym isinienia ekstremum jest, aby pierwsza wa-
wiacja byla réwna zeru, wige z formuly (3.15) oraz ostatnich zaleZnosci wynikaja
nastgpujace warunki brzegowe:

{1 : 1
[(— +u) z—y’cz] =[(— +u) (s+2)—y'Dz] ‘ ,
u x=x,—0 u X=Xy +90

ca=D,

, .
(3.18) [;; (s+ Z)J =0,

1

[72 (x)lx=x‘=D2 =0 s

x dx -
’ +2f_J:‘T+D1] =0.

y x=2x;

[z, (x)]x=x1=[y -
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Z (3.18); wynika u(x)=o00, a z (3.18);

o
pi=-|y-T 2 f

Nietrudno zauwazyé, Ze wobec ostatnich zaleznoéci réwnanie (3.13) nie jest spelnione,
- pdyz w przeciwnym razie musiatoby by¢

] .
X=X

1

dx
yl

[s+z],-,,=0,

co jest nieprawdziwe, czyli argument ekstremum, dla ktérego w pewnym przedziale
jest Np=0, a w pozostalym Np<O uie istnigje.

W dalszym ciggu mozna by rdwniez udowodni¢ na zasadzie indukcji matema-
tycznej, Ze argumentem ekstremum funkcjonalu (2.4) nie jest zadna z krzywych,
wzdiuz ktdrej ciegna rownoleznikowe sa na przemian przedzialami rozciggane
i Sciskane.

3.3. Sily rownoleznikowe sq réwne zeru na calej powierzchni ustroju

Pozostaje wiec jeszeze do zbadania, czy argumentem ekstremum catki (2.4
jest krzywa okreslona réwnaniem (3.16), czyli Ny=0 dla wszystkich x e {(xg, X1D.

Uwzgledniajae, Ze 'y (x)=0 oraz, ze z (xp)=0 widzimy, Ze rozwigzaniem row-
nania rézniczkowego nieliniowego (3.16) jest

3.19 x'h it d
(3.19) Yo= fs 2, X,
wiedy
A x2—x2
(3.20) Zo= fxl/1+y’2dx=clshT°—
1

Xo

7, warenkéw sformutowanych na koficu p, 2 wynika, Ze ¢, >0.

Krzywa (3.19) jest szczegdlnym przypadkiem krzywej ksztaltu lin mosmych
osiowo-symetrycznego ustroju wiszacego, wyznaczonej w pracy [3], a w postaci
zamkniete] w pracy -[5].

Przy przejsciu od krzywej y, (x) na dowolng bliska j (x) przyrost funkcjonalu
(2.4) Iub (2.5) wynosi

dv= [ (PP, 550+ IF (2,7, 5 Y= [F° (%, 20, o)+ F* (% 20> s ¥0 I} =

= f [F(B(x, 23 J.}’)'f'F‘p(xs zO) y(’))_}_lFe(x: Es }’-', j;”)___FG(x, ZO: y(’]p y(,)’)!] dx-
X0 :
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Korzystajge z twierdzenia o wartosci $rednie] moina ten przyrost przedstawic
w postaci:

351 '1 , 1 i x x)i
(3.21) de= [ [(1——37—2")21§y'+(y1+—*) f l/Pr = 8y dx+
- T

4‘ d(x 5*)*”( i +ZI)5’ I d
o B st | 0 =5 oy dx
dx \y e ]/l—|~y;2 yi v _\J ]l+y~

o

gdzie
ayr:ﬁr_y(’), 5_]?”-_-37”—}2:;,_ y;:J)é+‘91 5}),: _}’;r=y:v;+192 5)):);

Jezeli na przyklad w przedzale {a, by={x,, x;) nadany zostanie przyrost
dy=j--y, krzywej (3.19) w pozostalych punktach Sy=0i taki, ze 8y (a)=39y" (a}=
=dy (F)=25y" (F)=0, to mozna w nim
wtedy wyrdinié pewna ilos¢ podprze- g
dzialéw, w ktérych 8y’ =5 —y, bedzie
ustalonego znaku.

Dla zbadania wige znakn przy-
rostu funkcjonaln nadano w malym
otoczeniu punktu S, tj. w przedziale _
{Xs, Xs+Ax> © {xg, X, >, przyrost po- 0 Xp Xs  XtAx Y
chodnej krzywej (3.19). To znaczy, ze Rys. 4
8y’ jest réine od zera i zachowuje
znak w przedziale {xg, xg+4xy, a w pozostalych punktach 6y'=0 (rys. 4). Wtedy
zgodnie z podanym w pracy [7} pojeciem wariacji funkcjonatu o () w punkcic §
o odcietej xg po prostych przeksztalceniach wyrazenia (3.21) uzyskuje sie

] loy}.
X=X

8

29

o
¢ M(y")ﬁ[(l_ v )Z"L 61+”1/ e e

Przykladowo drugi wyraz wyrazenia (3.21) w rezultacie catkowania przez czeici
i zastosowama twierdzenia o wartoscl éredniej przeksztalea si¢ w nastgpujacy sposob:

xs-l- Ax

xg+dAx «
xsf ( )( f 1/1+ 2 dx)dv_ Sf {[(y”L xsf 6:: )Lﬂx“
_.(y1+ xf dx )} l/lxj;‘z dy' dx = {[y;—i— xf%]xswx_

. C e\l w
—tyt+ —,)} dy'd
(J’I f ¥, ]/ 1+y; I f Y ax,

xg x= xS xg

gdzie .
1=yo't %0y, yi=vot+9:0y", xg=x5+39, Ax.
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Jesli teraz odlegloéé rzedu drugiego miedzy krzywymi yq 1 ¥o-+0y, ¥2 (Vo, Yo+ ¥)—0
i rownoczesnie 4,—0, to ostatnie wyrazenie daiy do granicy

, 1Y Xy,
Yo +7, T dx ady,
Yo }/1 +_]702 x=xg

o jest wielkoScia mala wyZszego rzgdu wobec poszezegdlnych skladnikéw (3.22).
Jedli w (3.22) 0,>0, to dla A

xgE{Xoy X1y

(3.23) 89 (yp)s = [zc+

2

e >0.
Viyg Lxs -

Jezeli natomiast o, <0, to

{ 2 -2
57’0’0)3/[(3): )Zo+l/1 Sy ] >0,
Q )

jesli tylko po uwzglednienin (3.19), (3.20) i (3.22} spehni si@ nier6wnosé

X
2¢c,

(3.24) = (;— shz’q‘——l)cthé,
gdzie {= (xs—xo)/2c1>0

Tak wige dla tych xg, dla ktdrych nieréwno$c (3 24) jest spehnona, krzywa
{3.19) jest argumentem minimum.

Niech z kolei w przedziale x5, xg—+4x) < {xo, x> mnadany zosta-
nie przyrost krzywej (3.19}, ten.
dy# 0 i niech zachowuje znak
w przedziale {xg, x5+ 4dx>, a
w pozostatlych punktach przedziatu
{xg, x>y dy=0 (rys. 5). Niech po-
Yolx1) nadto dy’ (x5) =4y, (xs+ 4;}=0.
W wyniku analogicznych przeksztat-
cen postaci (3.21), jak w przypadku
nadania przyrostu pochodnej krzy-
Rys. 5 wej {3.19), uzyskuje sig

yi

X XB_XZ
Yy =f3h-§'c—o dx
Xo g

g g Xg Xg+hx X X

0

_ d %o
{3.25) 5v(yo)s>[dx( ;}z)] "2+” dx ]/1+y +y$f)“

X" Yo

J’ol+2

] |2!’

gdyz np. w wyniku dwukrotnego calkowania przez czedci drugiego skladnika wyra-
Zenia (3.21) oraz zastosowania twierdzenia o wartofci fredniej otrzymujemy:

xs-in 4x

T by orsan T o 51,0
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o [l [,
- 7 B y X = - / ’
STV BERAL

. , ‘S“i Ax
Xy; , 1 Xy,
ot [ ) sy,
7 f B \Yiye !l VT VT e f "

gdzie
Yr=Yo+3edy, y}my()%-t?l ay’, xs =Xxs1+ 83 4x.
Uwzgledniono przy tym, Ze
3y (x5) =0y’ (xg) =0y (x5 + 4x)=0y" (x5 +4x)=0.

Jeshi rownoczesnie 7, (¥o, yo-0¥)—0 1 Ax—0, to ostatnie wyrazenie dazy do granicy

, 1 d XV S
{—(yo +— ) Fm ( ) +x¥ I+)’ } ‘72"_‘[3‘]‘/1"‘5’02},-::::3 oy .

]/1+J’ ¥=Xs
Wstawiajac (3.19) 1 (3.20) do (3.25) otrzymujemy:
xsché x5(1—sh2¢) i

(3.26) 0v(os = = ay 92 + loal .

ch&sh?é ¢, shéch?é

Gdy o, <0, prawa strona nieréwnosci (3.26) jest stale dodatnia, poniewaz moZna
wtedy dla kazdego x5 z przedziatu (xo, ¥, napisa¢
x5 (1 —sh2&) x5

chésh? & c;shéch?é

xgché
(3.27) 5v(yo)s>[ E

]io*z|>0.

Jezeli natomiast 6, >0, a \;5!(3.26) wyrazenie objete znakiem wartodci bezwzgled-
nej jest ujemne (dla wigkszych wartodei liczbowych &), to dv (3)s>0 tylko wtedy,
gdy

2

5
2es =cthé.

(3.28)

Yatwo wykazaé, ze dla tych x;, dla ktérych nieréwno$é (3.24) nie jest spelniona,
zachodzi (3.28) i odwrotnie; gdy nieréwnoé¢ (3.28) nie jest spetniona, to jest spel-
niona (3.24). Innymi stowy, wykazemy, Ze gdy
: xs 1
(3.29) 2 sh 28 —cth &,
€y
to wéwczas spelnia si¢ nierdwnos¢ (3.28), przy czym (3.29) jest przeksztalcona
nieréwnoscia przeciwna do (3.24).
Istotnie

1
{3.30) égTshZG—cthé’,
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gdy

1
¢ o 28 (sh 28 - 8E)-H{&--cth &) (& —cth &) = 0.

Aby ostatnia nierdwno$¢ byla spelniona musi by
czcthd,
badz tez
sh2& = 8¢;

tak wige ¢>cth &, Widaé stad oraz z nierdwnosei:

.2 2
Y5 b hseeme, 5 s esene
2¢, =4 STAG, o mEests,

(3.31) {=

ze nieréwnoéd (3.29) niekoniecznie musi byé spelniona, aby zachodzila nieréwnosc
(3.28). Wystarczy, aby miala miejsce slabsza nierowno$¢ (3.30), a jeZeli zachodzi
(3.29), to tym samym spekione sg warunki (3.30), (3.31), oraz (3.31),. Oznacza to,
ze dla kazywej (3.19), laczace] dwa dane punkty y (xg)=01 y (x{)=yp; i w kazdym
jej punkcie spelniona jest przynajmniej jedna z nierdwnoécei (3.24) lub (3.28), a takie
(3.23) i (3.27). Tym samym zostalo udowodnione, Ze przy przejiciu z krzywej (3.19)
na dowolna bliska przyrost funkcjonatu (2.4) jest dodatni, czyli

do=2[F(x)]—v[po(x)]>0, A
x & {Xq, ¥c)

Tak wigc krzywa (3.19) jest argumentem minimum bezwzglednego funkcjonatu (2.4).

W podsumowanin dotychczas przeprowadzonych rozwazath mozna sformulowad
nastgpujacy

Wniosek. Osiowo-symetryczny ustrdj siatkowy obciazony réwnomiernie na
powierzchni jest bliski optymalnego wtedy, gdy sily w ciggnach réwnoleznikowych
(tym samym i ich przekroje) sq bliskie zeru. Posgukiwany wigc w pracy siatkowy
ustréj optymalny ﬁrak_tycznie nie istnieje, gdyz w granicy degeneruje si¢ on do
wstroju o wylacznie poludnikowym przebicgu ciggien.

Objetosé elementéw nosnych dla krzywej (3.19) okredlona jest za pomoca wzorn

kd?)’

2np

(3.32) = =¢; [ ch*&dx.

Funkcja (3.32) ma minimum dla wartosci ¢, ktérag mozna wyznaczy¢ z nastepujacego
réwnania przestepnego:
Xt

f ch? &dx— fxésh.’Zédx:O.

Xg Xg
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4, PRZYPADEK ROWNOMIERNEGO OBCIAZENIA PIERSCIENIA DOLNEGO
PRZY ROWNOCZESNYM OBCIAZENIU POWIERZCHNI USTROIU

Postepujac podobnie jak w.p. 2 otrzymano tutaj na sily poludnikowe i réwno-
leznikowe wyraZenia

1+y'2
Na, J*/—T)L‘(B—{ Z)
N [x M B+ )l
=p|l—— z
e= P yr ]’Izl/l_l"yrz
adzie
xop' x —
B= s z= xl/l—l—f’zdx.
p J ¥Vt

Odpowiednikiem wzoru (2.4) jest tu formula

@1 o= fl(

Xo

Oznaczajac B+z={ funkcjonalowi (4.1) nadajemy postaé

Hr

X}
Vi = (B+2)

]dx .

b

)(B—i—z)—i-

.

= ARV :’2 — wd -
@2 o f[(y—l— )C+1 Vity? == ¢

Rys. 6. p [T/m?]— obciazenie réwnomiernie roz-

lozone po powierzchni ustroju, p’ [T/m] — obcigZenie

réwnomiernie rozloZzone po obwodzie pier§cienia
wewnetrznego

z warunkiem { (x,)=B. Wida¢é stad, ze argumentem ekstremum calli (4.2), réwno-
waine] (2.4), jest krzywa

S
(43) ? ]/l—l—):’z

odpowiadajaca (3.16).
Rozwiazaniem réwnania (4.3) jest

x 2+C
y= fsh"-—midx
2¢,

e

B
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gdzie

€3 =2¢, arshc— ~xZ.
1

Objetoéé elementéw nosnych jest tu okre§lona wzorem

X1

2
X +c
*vmclfch" 2 g,

2¢,

Xp
a optymalng warto$¢ ¢, mozna wyznaczyé z rownania

X1

) 2 2
fchzl__}__cz.k.dx=f X e sh te dx.

2¢
u 2e 1 i 1 Cy

3. PRZYKLAD

Na rysunku 7 przedstawiono krzywe potudnikowe ustrojow siatkowych dla
stosunku D/d=5 o ksztaltach nastepujacych: czaszy kulistej &, paraboloidy obro-
towej ¢, stozka $cigtego d i podanego w niniejszej pracy ustroju optymalaego a
przy ich minimahlych objetodciach materialu konstrukeyjnego. PierSciefi dolny
przekrycia nie jest obciazony.

Rys. 7. a~ustroj optymalny, v = 0,248, v = 47,7 pd®/ks, Ny = 0;
b — czasza kuli, v = 0,279, v = 574 pd3/k,;, N, #0;
¢ — paraboloida obrotowa, v = 0,320, v = 67,7 pd®jk;,, N, = 0;
d —stolek dcigty, gdzie, v = #/D, v = 0407, v = 87,2 pd3lk., Ny # 0.

Dla przyjetych zalozen okazalo sig, ze ustrdj o ksztalcie czaszy kulistej & jest
ustrojem najbardziej zblizonym do optymalnego a, przy czym dla jego skonstruowa-
nia trzeba o 217, wigcej materiatu. Najniekorzystniejszy jest ksztatt stozka Scigtego
d. wymagajacy wigcej materialu o 83%.
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Nalezy jeszeze zaznaczyé, Ze w ustrojach o ksztalcie réznym od optymalnego
sity w elementach réwnoleznikowych sg oczywiscie r6zne od zera, a dla ksztaltu
optymalnego sa one réwne zeru.
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Peatome

OITUMAITIRAITNSA OCECMMMETPHYECKOUW BUCSIIEN CUCTEMEL,
NOABEMEHHON HA BEPXHEM KOJIBLIE

B pabore, aBT0p CTAPRETCA ONPEIEANTE OUTHMAIBHYIC OCECHMMETPHYECKYHO hopMy CeTOYHOTO
BUCHINErO HePeXpPLITHI, IPH KOTOpoH 06beM HECYIHX 37eMeHTOB Oyner Hafimenbumm. CHeTema
OOHUPAETCA HA BEPXICM KOMBLE H HOJ BEPraeTc ACicTEMO Harpyzm%_,‘ PABHOMEPHO PACIOIOKCHHOR
0O HOBEPXHOCTH. B Pacyerax He YYWTHIBACTCH M3MEHEHMA COBCTBENHOTO BECA, CYILECTBYIOINETO
BAOJL MEPWIHOHAIBLHBIX KPHMBBIX. ‘

Hoxaspmaerca, 4ro (GyHKnAoHAn o0bema, HECYIIHX KAHATOB, SBIMOTCA MWHAMARBHBIM IS
Takoil opmMbl MEPWAWANA, TPU XOTOPOM CHILI B MAPAJICILHLIX CBA3NX PABHAIOTCS HYIHO.

SUMMARY

OPTIMALIZATION OF AN AXIALLY SYMMETRICAL SUSPENDED SYSTEM,
SUSPENDED ON THE UPPER RING

Here, an optimum shape is sought for an axially symmetrical grid suspended cover, where the
volume of the carrier elements possesses a minimum. The system is supported on the upper ring
and subjected to the action of a load distributed uniformly over the surface. In the calculations the
changes in specific gravity occurring along the longitudinal curves are not taken into account.

It is proved that the functional of the volume of carrier ropes has a minimum for such a shape
of the longitude at which the forces in the latitudinal lines are equal to zero.

POLITECHNIKA SLASKA W GLIWICACH

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 30 kwietnia 1970 r.






