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OPTYMALNE KSZTALTOWANIE SPREZYSTO-PLASTYCZNEGO SEUPA
PRZY OGOLNYM KONSERWATYWNYM ZACHOWANIU
SIE OBCIAZENIA

ANTONI GATEWSKI (KRAKOW)

1. WsTEP

Praca niniejsza stanowi rozwiniecie i uwogdlnienie prac M. ZYCZXKOWSKIEGO
i autora [2, 3 1 4] na przypadki optymalnego ksztaltowania pretéw Sciskanych,
ktérych jedna cze$¢ znajduje sig w stanie sprezystym, a druga w stanie sprezysto-
plastycznym. Rozpatrujac realne materialy konstrukcyjne mamy z reguly do czynie-
nia z takim wilasnie przypadkiem, bowiem przy zatoZenin idealnej spreZystosci
materiatu powierzchnie niektérych przekrojow zmierzaja do zera, W pracy [2]
rozwigzano zagadnienie optymalizacji kszialtu pretow sprezystych, Sciskanych silg
skierowana do:bieguna, w [3] rozwiazano to samo zagadnienie w zakresie sprezysto-
plastycznym, w [4] znaleziono optymalne ksztalty pretéw spreZystych w ogdlnym
przypadku konserwatywnego zachowania si¢ obcigzenia, w pracach [5 i 10] podigto
probe optymalizacji pretow sprezystych i niesprezystych Sciskanych sita podsledzaca
(zagadnienia niekomserwatywne). We wszystkich powyijszych_ pracach zakiadano,
Ze caly pret znajduje sic w catosci albo w stanie sprezystym albo sprezysto-plastycz-
nym, co stanowilo ograniczenie zakresu stosowalnosci.
 Obecnie znajdziemy optymalne ksztalty pretéw, ktérych jedna cze$é (dolna)
znajduje si¢ w sianie sprezystym, a druga (gorna) sprezysto-plastycznym, a ponadto
przyjmiemy, iz pret jest Sciskany sila, ktéra po wyboczeniu zmienia nie tylko swdj
kierunek, ale i punkt przyloZenia. Zatozymy jednak, Ze w trakcie wyboczenia zacho-
wuje sig ona W sposdb konserwatywny (posiada potencjaf), co pozwoli oprzeé
dalsze rozwazania na statycznym kryterium ‘statecznodci.
W wymienionych wyzej pracach podano obszerna literaturg, dotyczaca rozwia-
zywanych tu zapadniefi I dlatego nie bedziemy ponownie przytaczaé wszystkich
cytowanych tam prac.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

2.1. Przedmiotem rozwaZan bedzie sprezyscie utwierdzony pret $ciskany sila,
dzialajaca na jego swobodnym koncu, o zmieniajacym sig (w trakcie wyboczenia)
kierunku dzialania oraz punkcie przylozenia. Przed wyboczeniem sila dziala w spo-
sob idealnie osiowy. Natomiast rozpatrujac uklad po wyboczenin zatozymy (zgodnie
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z praca Z. KORDAS [6]), Ze przesuniecie punktu przylozenia sity i nachylenie jej do
kierunku stycznej do osi preta w koficowym jego przekroju sa analitycznymi funkcia-
mi strzatki vgigcia w(l) i kata w’ (/) (rys. 1). Ograniczajac si¢ do analizy ugigc nieskod-
czenie malych przyjmiemy, ze moment i sita poprzeczna w przekroju swobodnym
preta sa liniowymi funkcjami zmiennych w(l) i w' (I).

H=8{ pw'(i) +vWT{U}~Dw'H)

M=-Pl [.pw’m;a%”]

Rys, 1

Warunkiem utwierdzenia sprezystego bedzie proporcjonalno$é momentu
utwierdzenia do kata obrotu przekroju utwierdzonego.

Ksztalt przekroju poprzecznego preta i jego zwigzek z momentem bezwladnoscs
przekroju scharakteryzujemy zaleznoscia

Q1) eO=g@F, FQ=F9&), J=4gl), Fo)=F, J(o)=Jo,

gdzic g(¢) oznacza moment bezwladnoéci, ¢ (&) pole powierzchni przekroju,
a wykladnik x okresla sposéb wyboczenia preta; w najwazniejszych przapadkach
x=1 (pret plaskozbiezny podlegajacy wyboczeniu z plaszczyzny zbieznoéei), £=1/2
(pret wszechstronnie réwnomiernie zbiezny) i x=1/3 (pret plasko-zbiezny, podiega-
jacy wyboczeniu w plaszczyznie zbiezno$ci). We wzorach tych F, i Jy oznaczaja
pole powierzchni i moment bezwladnoéci w pewnym na ogoéf dowolnie dobranym
punkcie £=¢£y.

2.2. Aby nie zawezaé rozwazan, przyjmiemy, Ze czg$é preta (od utwierdzenia do
chwilowo nieokreélonego punktu &%) pracuje w zakresie sprezystym, podezas gdy
druga cz¢é¢ (od punktu £* do swobodnego koiica) znajduje sig w stanie spreZysto-
plastycznym.

Oprzemy sig tu na prostej teorii wyboczenia sprezysto-plastycznego, podanej
przez F. R. SHANLEYA [9], ktéra w odniesieniu do stateczno$ci pretéw Sciskanych
sprowadza si¢ do zastapienia modulu Younga E (w réwnaniu linii ugigcia) przez
modud styczny E=do/de=E (5).
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‘Rdéwnania linii ugigcia preta obciaZonego w spos6b przedstawiony na rys. 1
sq mastgpujace:
(BT W) '+Pw/=0 dla 0<EES,

(2"2) = I ] o
(BLwy, ) '+Pw, =0 dla &*<E<],

gdzie w, oznacza ugi¢cie w punkcie £ w czgici preta pozostajace] w stanie spre-
Zystym, w, — ugigcie w punkcie ¢ w czedci preta znajdujacej sie w stanie sprezysto-
plastycznym, w;=dw, /d&, w,=dw,/d¢, Jesli w dalszym ciagu wprowadzimy ozna-
czenia

_ W _ W _f _fi ’_J1(X)
- yl“T; J’z“"T: x”‘“f, f= EJ,° g1(x)= A
’ I3 () Fi(x) Fy(x) E(x)

g2(x)= 7 P (x)= T =gi, p.(x)= F, & f(?f)=—E—,

to réwnania (2.2) mozemy napisa¢ w postaci

Tivys s * ' dyl
(glyl) 7|‘ﬁy; =0 dla nggx yizg .
2.4) |
Fiyry 1t " ; dyz
(fgz32) "+ fyy =0 dla x*<x<1 y=—7).

Do réwnani tych nalezy dolaczyé warunki brzegowe, ktére zgodnie z przyjetym
charakterem sily $ciskajacej, maja nastepujaca postaé:

Y1 (0):0,

1
: J’; 0)= f {lgs J’”x:{)a
{2.5)

[f2295 1sws=—Blpy, (1)-+ 99, (N,
118275 Tima == Bz (D+vya (1,

gdzie { charakteryzuje sprezysto$¢ utwierdzenia (gdy {=0, to pret jest sztywno
utwierdzony, a gdy {— oo, to pret jest zamocowany przegubowo), p, 9, i, ¥ oznacza-
ja wspblczynniki stale, ktére nalezy okredli¢ w konkretnych przypadkach obciazenia.
Aby obcigzenie bylo konserwatywne, stale p, 9, p, v nie moga byé dowolne, lecz
musza spetniaé warunek podany w dalszej czeéci pracy (u+8—1=0).

Calkujac dwukrotnie rownanie (2.4) i wprowadzajac nowe zmienne zaleine
7 (%) 1 v, (%)

B B B B
(2.6) 2 (¥)=y, () ——— :

g 'Z’z(x):J&(x)__ﬁ—__ﬁTx

(B; oznacza stale calkowania), otrzymujemy
gi(x) o) +pv;=0, O0<x<x*,

.7 .,
S g2 (X)vy + fu,=0, *gxgl,
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Tub
Ty v,
@9 Gi(p)+—r =0,  Galp)t—r=0,
1 2

gdzie funkcje G, i G, zdefiniowano nastgpujaco:

1 1 ‘
) —p— —_—— 1[!:
2.9 G.(p) I g1 (o) B 7P G,(ps)= ﬁ.fz {p2) g2 (p2)= ﬁ 692 “f2(ps).

Funkcje G, (p,) 1 G, (p,) sa zalezne od zmiennej x za poSrednictwem funkcji ¢; (x)
i @, (x), okrelajacych pole powierzchni przekrojéw poprzecznych preta w obu
jego czgSciach. W czefci sprezystej modul Younga jest staly i nie ma wplywu na Gy,
natomiast w czedci spreZysto-plastycznej funkcja G, w sposéb istotny zalezy od
preyjetego prawa fizycznego o=o (&), a wigc mnoznika f, {p,) w drugim réwnaniu
2.9).

Do réwnad (2.8) i (2.9) nalezy dotaczyé warunki brzegowe, wynikajace z (2.5)
i (2.6) (jak moina fatwo wykaza¢ zachodza réwnoSci B, =B; i B.=B,):

(1= 8)0, (1) po,, (N-H(p+ D)2, (O)+(pL+ 8-+ Hv, (0)=0,

(2.10) , !
v, (1)+(u—1) 25 (D — () 2 O —(plHv{+ 2 (0)=0.

3. OPTYMALIZACTA KSZTALTU PRETA {ROZWIAZANIE OGOLNE)

Zasadniczy problem pracy polega na znalezieniu takich funkeji @, i . oraz
punktu x*, aby objeto$é preta byla minimalna, tzn. aby

71 1 U2
- dx -+ fwz —— ] dx|=min.
v x* '2)2 r

1

(3.1) V= Fy z[_f*% (H

W funkcjonale (3.1) w; (— o,/2)) 1 wa — v,/ v)) sa funkcjami odwrotnymi do Gy(91)
i G, (p,) i wynikaja z rozwigzania réwnan (2.8) i (2.9) ze wzgledu na ¢4 i pa.

Jak widaé, mamy tu problem okreslenia minimum funkcjonatu, przy czym nie
wszystkie warto$ci brzegowe sa miczalezne i ustalone; me jest réwniez okreS$lona
wartos¢ wspéhrzednei x¥, dzielacei pret na czgd¢ sprezysta i szgdé SPIszsto-plastycz-
na, stowem jest to zagadnienie z konicami ruchomymi. Zatem obok rownadi Eulera-
Lagrange’a nalezy wykorzystaé podstawowy warunek konieczny istnienia ekstre-
mum funkcjonatu 6¥=0. Piszac réwnania Fulera-Lagrange’a w formie rozwinigtej
{(podobnie jak w pracy N.G. Czencowa [1]) otrzymujemy

(3.2) v iy — 0t =Cy, Uy Ty =0yt =C,
gdzie
y . U . dyy ; . U2 . dyr,
= i3 3 S =i i3 3 e T .
1=y d ol W o 2 Vzwzz ¥ ,
d\——= - dl——+
v, Vs
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Warunek konieczny istinienia ekstremum ma w naszym przypadku postaé [8)

2wy oy, d (&”/1 )] |
L R4S A R s
(3-3) [Wl 1 3‘01 %t a‘Ur; +vi dx \a'ﬁ’l’ x=x‘§l i

oy, d ( Wy )] dyry
—_— *k -
[av; Goy ]SO

a'f'fz . W , d (39’/2 )]
— & __
{"’2 cree o, % Gy TV \Gwy )] _LOF

dvy (x*)—

Sz d (51//2 )} g‘l’z
J— —_— — ’ *
[a@; 7 \aoy )], 0O g on O
y, d (3W2 )] dyry ;
"%[avz ax \ oo, x:157)2(1)+—-—5 i JC:lciztz(l)-
dy, d (8% )] 31//1 ,
[avl oG] _2m @ sui@=0.

Bioi'ac pod uwage warunki cigglodei funkeji ugigcia v (x) i jej pierwszej pochodnej
o' (x) w punkcie x=x* oraz warunek réwnos$ci naprezen w tym punkcie, tzn.

do, (x*)=dv, (x%), v, (x*)=dv,(x%), 1 (¥ =y, (%),
z réwnania (3.3) otrzymujemy
(3.4 [(v) ti— v 1) (v 1~ 05 )} e X1t — 1) vy (x¥)-F(ty —1,) Sw) (x*)—
— 1, (1) 62, (1)1, (1) doy (1)1, (0) dwy (0) — 1, (0) Jv; (0)=0.
Wobec dowolnofei wariacji x*, doy (x*) i dvj(x*) miﬁmy
O am=nE), GEN=66, % 6= o),
11(0) 32, (0)—1, (0} 50; (0)— 15 (1) vy (1)-+ 15 (1) b2, (1)=0,

Z pierwszych dwoich warunkéw (3.5) oraz réwnai (3.2) wynika, Ze C;=C,=C];
dwa dalsze warunki lgcznie z warunkami brzegowymi (2.10) pozwalaja wyznaczy¢
nieokreslone dotychezas stale x* i € oraz stale calkowania réwnan (3.2) (jedna z nich
pozostaje dowolna). W celu obliczenia stale] C wykorzystamy warunki brzegowe
(2.10), ktére lacznie z ostatnim réwnaniem (3.5) tworza uklad trzech ]iniowych
ijednorodnych réwnai ze wzgledu na cztery wariacje dv, (0), ) (0), v, (1) ido, (1)
(nie wszystkie réwne zeru):

(1= 980, (1) —pdw; (D-+(p+ 9 89, (O)+(pL+9¢+ H) S0, (0)=0,
(B8  vou ()+Hu—1)5v; (1) —(u+v) 8v; (0)— (u{-+v{+v) 59, (0)=0,
5 (1) 3w, (1)— 12 (1) S0, (1)+1, (0} 89; (0)— 11 (0) 6, (0)=0.

(3.5) |

Poniewaz funkcja ugiecia preta moze byé okreSlona z dokladnoscia do dowelnego
stalego mnoZnika [réwnania (2.4) i warunki brzegowe (2.10) sa jednorodne], wigc
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dowolng z wartoéci v (0), v (0}, #, (1) i v, (1) mozna uznaé za ustalona, a odpo-
wiednig wariacje za réowng zeru. Przyréwnujac do zera kolejno wszystkie wariacje
w rownaniach (3.6) otrzymujemy cztery uklady trzech liniowych jednorodnych
réwnan na pozostale trzy wariacje. Wyznaczniki giéwne tych ukladéw przyrédwnane
do zera dajg cztery nastepujace warunki:

(D (v — 2N CHDA-(p+H {81~ 12 (1) {(py— g (- () ] -
_ ~ 1, (0) [(pv— e+ 8= D] =0,
1, (D [y — aD o+~ 2 (D [(pv— 2+ ()] +
(3.7) - +1, (0) [py— ) -Hp+9-1)]=0,
£ (1) (py— p9)— 1, O [(pv— 9+ (u-H)]— 1 (0) [(pv— 3 {H-(p-H3) 441 =0,
t2 (D) (py— pH—1, (0) [(pv— uN+(u4-9)] = £, (0) [(py — n ) ({4 1)+
+(p+H {+81=0,

z ktérych tylko jeden jest niezalezny i pozwala obliczyé stata C. Oczywiicie przy
wyborze jednego z tych warunkdw, ktdre nie sg spelnione tozsamosciowo, nalezy
w szczegllnych przypadkach obcigZenia kierowaé sig wygoda. Aby zbadaé, kiedy
stala C moze by¢ réwna zeru, napiszemy rownania (3.2) w postaci

L\ C t,Y C
(-5 (et

/0 v} v,
lub po scatkowaniu

> dx < dx
3.9 ty=Dv,+Cvy f R ty=Dyv,+Co, f 2
& & 2

1

gdzie D, i D, oznaczaja dowolne stale rézne od zera.
Oznaczajac w dalszym ciagu:

v dx o fdx _
(3.10) f?=¢1(x) i f;7=§152(x)
0 1 0 2

i podstawiajac wyrazenia (3.9) i (3.10) do np. pierwszego warunku (3.7) otrzymujemy
G DMy —p) D) o+ L8] v () oy — p8) L+ (k) (Hv]—

1
— 0Oy~ pH+(u+9-1)}= C{—'—"[ (1)+vz(1)@z(l)]

1
x [(gv--u3) (C+D+(e+HE +3]+5: v, (1) @, (1) [(py— p9) {+-(u+v) (Hv]+

' 1
+D [ (0) +‘U1 (0) &, (0)] [(PV #3)+(#+8 1)}}
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Nastepnie po wyeliminowaniu z warunkéw brzegowych (2.10) warto$ci », (0) mamy

(3.12) '0;(1)[(Pl’—#9)(C+1)+‘(Pfr3)C+9]—ﬂz(l){(ﬂ‘a’mﬂg)C+(ﬂ+v)¢'+‘»’]—

— 2, (0)(pr— 1§ =0
Po odjeciu réwnania (3.12) od (3.11) dostajemy

“|“ ‘i’); (1) e/ (1)]><

L[ 1
(3.13) —vz(O)(quS*l)‘—“C{"Dle(l)

1
=y = H DA+ ) C+3]+D—2 22 (1) D2 () [(pv— p ) { () {HvIH-

1] 1
’I‘Fl‘ l_vl (_0) +v,{0) @, (0)] [(p]?‘mﬂ9)+(u+‘9m 1)]},

skad wida¢, Ze stala C jest rowna zeru, gdy spelniony jest warunek
(3.14) i+ 9-1=0.

Ten sam wynik otrzyinujemy z pozostatych warnnkow (3.7) z tym zastrzeZeniem,
Ze wspolczynniki przy stalej C sa rézne od zera. Jednak tozsamosciowe spelnienie
wszystkich warunkéw (3.7) jest malo prawdopodobne, gdyz w tym przypadku
objeto$é preta nie zalezalaby od stalej C.

Warunek (3.14) dowodzi, Ze dzialétjqce obcigZenie jest konserwatywne; istotnie,
jesli moment i poziomy skladowa sily (pionowa sktadowa przy zalozeniu malych
ungied jest stala, a wige konserwatywna) na swobodnym kofcu preta wyrazimy
przez kat ugigeia w, i ugiecie w; w nastepujacy sposéb (rys. 1):

(3.15) M=—PB(pw,+%w), H=pg(pww +vw)—pw,,
to warunek istnienia potencjatu

316 oH oM

(3.16) aw,  dw,

daje zwigzek (3.14), S=1—p

W dalszym ciggu pracy ograniczymy sie do optymalizacji ksztaltu pretoéw
$ciskanych obciaZeniem konserwatywnym, a wigc przyjmiemy, Ze stala C=0, co
znacznie ulatwi rozwiazanie problemu. Réwnania (3.2) po jednokrotnym scatkowa-
nin  przyjmuja prosta postac

v)2=Cy; dla 0<x<x*,
G.17)

7);',2:6'2!/;2 dla x*gx-{‘l:

gdzie C, i C, sa stalymi calkowania. Ostatecznﬁ ﬁostaé réwnafi {3.17) zalezy
jeszcze od przyjetego prawa fizycznego o=o (g) W stanie. sprezysto-plastycznym.
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4, OPTYMALNE PRETY SPREZYSTE

Gdy caly pret znajduje sic w stanie sprezystym, linia ugiccia preta optymal-
nego jest opisana tylko pierwszym z réwnai (3.17), przy czym funkcja okres-
lona jest wzorem (2.9)

ﬁ‘U K . o x—1
(41) ‘J’II: - o’ 3 WL:Kﬁ'c - 'Dfl .
Wstawiajac (4.1) do (3.17) otrzymujemy réwnanie
4.2) _ R R LT SO

gdzie C5 oznacza stala catkowania, do ktérego nalezy dolaczyc warunki brzegowe
¢ (2.10).

. Szczegdlowe Tozwigzania w ogdlnym przypadku zachowania sig konserwatywne-
go obcigzenia przedstawiono w pracy [4].

5. OPTYMALNE PRETY SPREZYSTO-PLASTYCZNE

W tej czeSci pracy znajdziemy optymalne ksztalty pretow pracujacych w catosci
w stanie spreZysto-plastycznym; napreZenia Sciskajace muszq wige przekraczad
granicg sprezystosci §. Wystarczy tu skorzysta¢ z drugiego z rownan (3.17), ktore
zgodnie z W. Krzysiem [7] moZzna rowniez przeksztalcié do réwnania okreslajqcego
rozwiazanie w postaci funkeji odwrotnej x=x (¢): '
3IGG' 2 -2GG"' G 267

e I '3_
(-1 Y TGE —26h G Yo G2t e O

Oczywibcie charakterystyka materiatu wplywa na efektywnoé¢ rozwigzania réwna~
nia (3.17) lub (5.1); ograniczymy sie za W. KrzysiEM [7] do takiego modelu ciata,
dia ktérego funkceja G (¢) jest liniowa (a tym samym funkcja odwrotna y jest réwnie’
Iiniowa):
(5.2)

(/)

1 ] . ﬁ .
G(¢)=?(K1+K3qa), W(“T)= —7('2"4"};:2“(—7), v=r" =const.;

T

K, i K, oznaczaja tutaj stale okreslone dalej.
Z pordéwnania wzordéw (5.2) i {2.9) wynika nastgpujacy charakter Zmiennosci
modulu Younga:

K +Kp

53) o)==

a z Tozwigzania réwnania (3.17) [przy zaloZeniu (5.2), tzn. gdy v"'=const]
i po uwzglednieniu warunkéw brzegowych (2.10) otrzymujemy funkcje linii ugiecia
pretow dla dowolnego x:

G4 v(d=lbAyxtAsx®
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Zakladamy, Ze linia ugiecia jest jedna péifala, a ponadto przyjmujemy tu, ze v (0)=1;

stale 4, i A; sa okreslone mastepujgcymi wzorami:

L2p+28—p—v)—Qutv-2) _ ptv—-p—9-1
2tv—2p—9—1 T 2uv—2p-8-1"

(5.5) A=

Rownanie bezwymiarowej powierzehni przekroju poprzecznego ma postaé

ﬁ 1+A3X+A3x2 _!_fl_)

(56) px)= _76( i 7

a z zalozenia, e pole powierzchni przekroju utwierdzonego jest réwne Fy (tzn.
¢ (0)=1) otrzymujemy réwnanic okreSlajace sile krytyczna i, w zaleZmoSci od
parametrow obciaZenia oraz statych K, i K, (ktére réwniez zaleza od f)

(5'7) ﬁ+2A3 (Kl +K2) =0.

Pozostaje jeszeze do przyjecia takie prawo fizyczne, aby wynikal z niego wzdr (5.3).

Eatwo wykazad, ze nalezy w nastgpujacy sposdb okreslic modul styczny E=dolde.
Q_O. a (1—-x)fx

5.8 E=E (—)

(O oznacza granicg plastycznodci, S granice sprezystoéel, £ modul Younga oraz o

naprezenie). Istotnie, podstawiajac do wzoru (5.8)

, EJ,
7= Foe’ e
otrzymujemy
" o—Px:
(5.9) E=E— 5= BTy,

gdzie przyjeto nastepujace oznaczenia:

EJO Q ( EJD )(lrc)hc

X1= W ’ X2 = "Q"':E ooz

5.10
(5.10) F, S1*

Porownujac wzory (5.9) 1 (5.3) obliczymy state X; 1 K,:

18 Ky=—F"31 12, Ko=p=0 oy,

ktére wstawione do réwnah (5.6) i (5.7) pozwalaja wyznaczy¢ ksztalt preta i sig
krytyczna:

24, Xzﬁ(l_zu)lx”‘Azx—Asxz
2A3 ¥z ﬁ(l—z;c).'rc

612 p(%)=
oraz

(5.13) | 1=2A43 31 X2 ﬂ““"”",—i—,Z_Aa X2 5(1'_2"),“:.0 . |
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Wzory (5.12) i (5.13) napisane za pomoca bezwymiarowych wielkoSci y,, x2 1 8
nie sa jednak dogodne do obliczed praktyczaych, bowiem przy ustalonej sile kry-
tycznej P nie znane jest jeszeze pole powierzchni podstawowego przekroju poprzecz-
nego Fo. Wracajac do zmiennych wymiarowych [wykorzystujac wzory (5.10)i (5.11}],
roéwnanie (5.7), okredlajace sile krytyczng, przedstawimy teraz w postaci

. ( 1 ) P2 Ry ( P )m 0 ( P )(1“».-},'.¢
{5.14 — —_—— =
14 245 EJ, +Q—S Fo§ Q-S\VFS 0,

ktora pozwala na obliczenie F, jako funkcji P. Korzystajac z definicji statej x (2.1)
‘W réwnaniu tym wyraZono ponadto J, przez Fy:

~(5.15) Jo=aFg,

gdzie stala & charakteryzuje przekrdj poprzeczny preta i jest przyjeta jako znana.
Np. dla preta plasko-zbieznego o stalej wysoko$ci przekroju prostokatnego A,
k=1, ¢=h3/12, dla plasko-zbicznego preta o stalej szerokoéci przekroju prosto-
katnego x=1/3, ¢=1/12b2, dla preta wszechstronnie réwnomiernic zbieZnego
x=1/2, ¢=1/12 (dla kwadratu) lub é=1/4n (dla kola).

Uwzgledniajac w dalszym ciage zwiazek (5.15) w rdwnaniu (5.14) otrzymujemy
liniowe réwnanic ze wzgledu na pole powierzchni podstawowego pizekroju po-
‘przecznego, a stad

P Q-85S e 1y 2(
(5.16) F0—§+TP e
Efektywne rozwiazanie zagadnienia (optymalny ksztalt preta przy ustalonej sile P)
otrzymamy podstawiajac prawe' strony wzordw (5.16), (5.10) i (5.11) do rownania
{5.6):

i)

(Q_S)S(I—K).’K I? ( 1+A,x+ A, x2 )

517 I G 24,
'( . ) q’(x)— (Q_S)S(l—x),’x 12 ( /.] )
+ E¢ PUTER 24,
Oraz
P (Q-8)S0—"ix ( 1+A, x4+ A5 x2 )
(5.18 F(a)=-d 2 "7 ple=Dikp2| _ ]
(5.18) W=t o * I 74,

‘Odpowiadajgca tym funkcjom minimalna objetos$¢ jest okreslona przez wzér (3.1):

1 1
o Aot As

_ (1 —x)fx
_}:I_ @ S)S Pple—1eps)

*(5.19) V= Q T 2A3

Zachowujac w dalszym ciagu dla uproszczenia zapisu oznaczenia (5.10) i (5.113
'musimy pamigtaé, Ze nalezy je wyznaczaé¢ po uprzednim obliczenin wartosci Fy
'z rownania (5.16) (przy ustalonej sile krytycznej P oraz statej ).
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Nalezy tu zauwazyé, iz rozwigzujac réwnanie (5.19) ze wzgledu na site P moZemy
przedstawi¢ problem optymalizacji w sformulowanin dualnym, tzn. obliczyé maksy-
malng site przy z géry okreSlonej objgtosci preta. Rozwigzanie
zalezy w istotny sposéb od wykladnika « i prowadzi do pro- x4
stych rownan liniowych na P dla w=1 t x=1/2 oraz réw-
nania kwadratowego dla x=1/3.

We wozrach powyiszych stale 4, 1 A, okreflone sy przez
(5.5), a ich zakres stosowalno$ci ogranicza warunek zapewnia-
jacy istnienie naprgzen wickszych od granicy spreZystoSet S
w calym precie oraz zaloZenie, Ze linia ugiecia preta jest jedng -
potfala (bez zmiany znaku o'"). Je8li jednak wyboczenie za-
chodzi wedlug linii ugigeia zmieniajgcej znak krzywizny, nalezy
rozwiazania zszy¢ z dwéch parabol o przeciwnych krzywiznach:

v*(x)=A{+ A x+45x?  dla O0<x<Z,
v(X)=A,+A4,x+A4;x* dla F=<x<I1, Rys. 2
Warunki zszycia i warunki brzegowe dla powyizszych linii ugiecia sa nastgpujace:
v(X)=2* (D=0, v (H=v*(x}, ' (D=-0*'(),
(5200 (1 =9 (A1 +Az+A43) = p(Ar+243)4+(p+ 9 A5+(pl+ 9L+ 9) 47 =0,
¥ (As+ Ao+ A+ (=1 (A +243) = () Ay — (vl v) 4T =0;

pozwalaja one wyrazi¢ pie¢ sposréd stalych A, i A} przez jedna 7z nich (dowolna)
oraz. wyznaczy€ nieznany punkt zszycia % Po prostych obliczeniach otrzymujemy

Ay 4, o o, A A
A1=“Z—A3, A2=7A3, A1= 2% “7*2){.‘7 Ag,

(5.21)
« 1[4 _4; i .
Az-_f" —A—+2x7—x Az, Aj=—A;
oraz rownanie

(5.22) A +Fd, +524=0,
z ktérego moina obliczyé .
We wzorach (5.21) i (5.22) przyjete nastepujgce oznaczenia:

A= [Bpu-+2r—4p—38— 1)+ (u+39—p—W)+27L (2p+29 - p— )+
28 (9 —9)+ 28 (p+ 8— 1)
A =%[2p+23— p—+X 24y —2u— 4N+ 2L (uHv—2p—-29) —~
— 2 ()28 128 { (e )],
A=%[(u+v—p—H—F(1+p+3v—29+5 (-1 §— p—v)+
C 282 L) 257 ).

(5.23)
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Ponadto ksztalt preta okreSlony jest wzorami

i ( 1AL AL Ki)
* - - JE I '-:
4 (X) K, ZA; + ﬁ dla O<x<{X,
(5.24)
B (Al-f—Azx-+A3x2+K1) da sevel
p(x}= X, oA, 5 a F=<x<1,

a sife krytyczng wyznaczamy np. z warunku ¢* (0)=1:
(5.25) BAT 4245 (K, +K,)=0.

Na zakoficzenie tej czedei pracy nalezy podkreslié, iz otrzymane rozwiazania maja
bardzo prosta postaé dzieki odpowiedniemu przyjgciu charakterystyk materiatu o{e);
w przypadku x=1/2 jest to prawo Johnsona-Ostenfelda, E=E(Q—0)ol{Q—-5)S;
w przypadkach k=1 i x=1/3 sa to zupelnie inne prawa, ktore jednak (jak wykazak
W. Krzv$ [7]) mogg dobrze aproksymowaé charakterystyki réznych rzeczywistych
materiatow.

6. OPTYMALIZACIA W ZAKRESIE SPREZYSTYM
1 SPREZYSTO-PLASTYCZNYM

W tej czeéei zajmiemy sie znalezieniem optymalnych ksztaltéw pretow $ciskanych,
pracujacych czeéciowo w zakresie sprezystym, a czeSciowo sprezysto-plastycznym.
Zalozymy, ze dolna cze$é preta do punktu x* znajduje si¢ w zakresie sprezystym,
a gbérna cze$é znajduje sie w zakresie spreZysto-plastycznym, przy czym oba te
zakresy sa opisane réznymi prawami fizyeznymi. OczywiScie podzial preta na dwie
czeéci nie bylby konieczny w przypadku stosowania jednego prawa opisujacego
material np. prawa Ylinena; otrzymane jednak w ten spos6b réwnanie linii ugigcia
jest tak skomplikowane, Z¢ nie nadaje si¢ do rozwigzania Scislego.

Ograniczymy si¢ tu nadal do praw fizycznych, oméwionych poprzednio i posta-~
ramy sig zszyé oba zakresy, przyjmujac, ze wyboczenie nastgpuje wediug krzywej,
ktéra nic zmienia znaku krzywizny. W rozdziale tym podamy rozwiazania réwnah
(3.17), przy czym w zakresie spreZystym funkeje w, przyjmiemy w postaci

(6.1) -w;=(~r~ﬁ%'f3),

v

a funkcje ¥, przyjmiemy podobnie jak poprzednio zgodnie z prawem W. KRZYSIA
£71:

K, B ( s )
6.2 = - -7l
(62) | V=t

Uz

Przy tak przyjetych funkcjach w, i y, réwnania (3.17) przybieraja postaé:

(6.3) . A M=, dla Otx<x*
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oraz
6.4 v, =Cs; dla x*<x<1,

gdzie C4 1 Cs 88 statymi catkowania. _
Do réwnait tych nalezy dotaczy¢ warunki brzegowe (2.10), warunki zszycia:

o, (x) =0, (x¥), v (F)=v,(x¥),
o) (x%)= 0 (x¥), e (F) =0 (x%)
oraz warnnek pozwalajacy na obliczenie sity krytycznej; moze to byé np. ¢y (xp)=1
lub ¢, (xo)=1, co oznacza, z& W punkcie x = x, przekroj jest réwny Fp (praktycznie
biorac warunek ten stuzy do okreslenia F, przy danej sile $ciskajacej F). -

6.1. k=1. W tym najprostszym przypadku réwnania linii ugiecia sa bardzo
proste i daja rozwigzania w postaci paraboli drugiego stopnia, zaréwno w czesci
sprezystej, jak 1 czgdol sprezysto-plastycznej preta:

o, () =A+ A, x+A;x*  dla Osx<x®,

(6.5)

(6.6) i
Wz(x)=B1+Bz X“‘;’Bax dia x*éxél.

Warunki brzegowe (2.10) i warunki zszycia (6.5) prowadza do nastgpujacego
ukladu réwnan na state A,, A3, By, B2, B 1 x¥, wyraione przez jedng stala dowolna
np. A

(1=9(8, ~+B,+B3)—p (Bo+2B3)+-(p+ N AP+ H 4, =0,

(B, - By-+-Ba)4-(uu—1) (By+2B5) — (p+v) Ao — (ul+v{-v) 4, =0,
Ayt Ay x*4- Ay x¥2 =B, +B, x* | By x*?,
6.7 : A, 24, x% =B, +2B; x*,
24,=2B;,

o, (x¥) 1 0, (x¥)

OV (xR xa U (x%)

X1

Z réwnan powyzszych po prostych obliczeniach otrzymujemy
Bi=Ay, Bi=4,, By=4;,

_ Qutv—D+(u+v— 2p-28+,1¢9—/)v)CA

2 14+2p4-8—2u—v L

1+ (p+9—pu-nL

A3; i

(6.8) 1+-2p-+83—2u—v
A A, \F A4 A N

A (;) ._4ﬁ_3_(1+2_3 22 Xz)

o A4, Ay Ay Ay Xz“l

; i
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Warunek ¢, (xo)=1 daje wartosé sily krytycznej
24,
Ai+A4; X944, xé

(o oznacza dowolng wartosé z przedziatu (0, x*)) a ksztalt preta
opiswja rownania

(6.9) p=

T oL ()= A Ay x-+ A4, xzz’
(6.10) Ay+4, x0+A3x0
- 1 A, +A4,x1A4,x7
Wz(x)=ﬂqc (Xr_z 24, )

Latwo mozna sprawdzié, ze przekréj w punkcie zszycia x* jest
réwny

6.11) p (%)= gL

x2—1’

1 napreZenia o (x*) réwnaja si¢ granicy sprezystosci S.

Rys. 3 W szezegdlnym przypadku sily skierowanej do bieguna poto-
zonego w odleglodei @ od utwierdzenia (afl=v), Sciskajacej pret

sztywnie utwierdzony (rys. 3), parametry charakteryzujace obcigZenie sa naste-

pujace:

' l
(6-12) p'_—.o’ 3:0’ M:l, P= - ]_i_c( , gzo_
Otrzymujemy w tym przypadku
1 I-be
Azz_Als A3=_ A1,
® &
2
x*zé_[ljr i]/( llfm) - thf ]
o v [T
(6.13) X2
2(l+e)
Bu= X0€(0, x*),

otxp—(1+a)x2

o 1
7 {(X)=2,(x)=A ( 7o + o x—xz).

Stale x, 1y, okreSlone sa wzorami (5.10) dla x=1.

6.2. k=1/2. W przypadku preta wszechstronnie réwnomiernie zbieinego,
rozwigzanie rOwnania (6.3) w zakresie sprezystym moZna przedstawi¢ w nastepuja-
cej parametrycznej postaci [2]: dla 0= x < x*

v, =A,sinz,

1
szaf}—Az(z— 5 sin2z),

T _
@, (z)=— ]/?ﬁ 24,sin%z,

(6.14)
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natomiast linia ugiecia czeéci preta znajdujacego si¢ w stanie sprezysto-plastycznym
jest, jak poprzednio, parabola drugiego stopnia: dla x*<{x<1

9, (x)=B,}-B, x+B; x?,
(6.15) 1 By +Byx+Byx°

X — >
@2 {(xX)=fFx, P 233

gdzie stale x, i y, nalezy obliczaé ze wzordw (5.10) dla «=1/2.

Zalozymy, ze warto§ci x=0 odpowiada warto$é parametru z=z,, a wartofci
x=x* odpowiada parametr z=z*. Warunki brzegowe (2.10) oraz warunki zszycia
(6.5) wraz z powyiszym zakoZeniem prowadza do nastgpujacego ukladu rownan:

34,
(1—89)(B,+B,-Bs)—p(B2+2B3) }—(p+\9)~mcoszc,+
+(P§+9C+3)Al_sin3zo=0,

34
V(B By +B3)+H(p—1)(B,+2B) —{(pt+v) —'“XL CO8 Zg—
2
(vl A, sin z,=0,

34
(6.16) A, sin®z*=B,+B, x*+B, x*2, Eﬁr*—cosz*=32+233x*,

2

3 A1
T4 A2 sinzt TV
1 1 B,+B, x*4B;x*?
— — m =% — —_
]/3/32Azsm == m

1 1
As+A4; (zo -ﬂzsin220):O, As+A4, (z* Y sin 22*)=x* .

Uklad réwnai (6.16) pozwala (przynajmniej teoretycznic) na obliczenie statych
Ay, Az, By, By, Bs, 2o, 2% 1 x* (A4, pozostaje staly dowolng). Z dodatkowego wa-
runku, np. ¢ (xo)=1, mozemy obliczyé sifg’ krytyczna.

Aby wskaza¢ na mozliwoéé wykorzystania téwnan (6.16), ograniczymy sig
do szczegSlowego zbadania przypadku $ciskania preta sztywnie utwierdzomego
(£=0) sila skierowana do bieguna, polozonego w odleégtosci @ od utwierdzenia (rys.
3). W przypadku tym obciaZenie jest scharakteryzowane przez parametry (6.12),
a uklad réwnan (6.16) mozna latwo zredukowaé do czterech nastgpujacych réwnan:

i 3 A4, 3%z
P - - =
437l 2 xz]/)h sin? z* + 4sin® z* 0.

8
6.17) (1—x%)% 44, (1 —x*)sin x* cos x* —?AZ sin*z*=0,

) o x¥ 24, sin? z,
Zp — 8N 2y 08 Zp = (z* —sin z* cos z*) — , o=
A, 3cos z,
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do ktdrych stosujemy metode odwrotng, ustalajac parametr z* i obliczajac z pier-
wsZego z mich staly 4, (réwnanie kwadratowe), z drugiego staly x* (réwnanie
kwadratowe), z trzeciego stala z, (proste rOwnanie przestepne) oraz z czwartego
parametr okreslajacy polozenie bieguna: e=a/l.

Przyklad 1. Przyjmijmy nastgpujace stale, charakteryzujace pret i materiat

1 3 5 2

L3 BT 5Ty

oraz parametr z* =0,50. Z réwnai (6.17) obliczamy kolejno: 4,=-—3,26; x¥=
=074; z,=0,80 | = —1,15; d3=1, 00 B, =03694,; B,=-0,2054, oraz B, =
=—0,07374,.
Linia vgiecia i ksztalt pr@td w obszarze sprezystym sa nastepujace: dla 0 <lx <{x¥,
* 7z <z,

v, =A,sin®z, x=1-3,26{z—sinz cosz), @1 (2)=6,52sin* z ;
w obszarze sprezysto-plastycznym nastepujgee: dla x™* <ix <1
vy=4,(0,369—0,295x—0,737x?),
P2 {x)=2,67—1,34x 0,335 x2.

Poniewaz drugi z warunkéw brzegowych prowadzi tu do waioskn, ze v, (1)=0,
wige sile krytyczng najlatwiej jest obliczyé z warunku ¢, (D=1, ktéry daje

1 QFP

b= T T,

lub  P=QF, F=F().

Latwo mozna sprawdzié, ze w punkcie polgczenia dwdch zakreséw naprezenie
fciskajace jest rdwne granicy sprezystodci S5

P,  QF 2

F(x*) 1,50F, BER R

a(x¥)=

Ksztalt preta przedstawiono na rys. 4.
Przyklad 2. Jesli przyjmiemy teraz
2 1 hY _ 2 Fo 115
A1—275 1{2‘—35 QW?’J zm=1, 1
to otrzymamy
vy=A,8in%z, x=0987-0,424(z—sinzcosz), ¢, (z)=1,80sin?z,
vy =A, (0,721,562 -2,282%), o, (x)=1,47+1,03x—1,50x%,

—0,658, zo=197.

Biegun, do ktérego zwrdcona jest sita, znajduje si¢ w odleglodci «#=0,5671 od
utwierdzenia. NapreZzenia w calej czeSci spreZystej sa mniejsze od..§ i w miejscu
wtwierdzenia wynosza o (zo)=0@/1,53. Ksztalt preta przedstawiono na rys. 3.
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6.3. =1/3. Rozwigzanie rownania (6.3) (w zakresie spreZystym) moizna przed-
stawi¢ tu w nastepujacej postaci parametryczne] [2]: dla 0<x<x¥, 2% <2<z,

. 9 1f3
6.18) wv,=A sin*z, x=A;1Ad,cosz{3—cos?z), qol(z)z(IﬁAi) sin?z;

linia ugigeia i ksztalt czgdel preta znajdujacego sie w stanie sprezysto-plastycznym
ma postad: dla x¥<{x<1

1 B, +B,x4Byx?
B2 2B, ’

(6.19)  vi(x)=B,+Byx+Bsx*, g (x)=fx,~

gdzie stale y, 1 ¥, nalezy obliczyé ze wzordw (5.10) dla x=1/3. Podobnie jak po-~
przednio zalozono, Ze wartosci x =0 odpowiada warto$c parametru z=z,, a wartodci

LEY : x4k

1,00 1,00

o (@]

Sbe VN
' |- ) % _pgag
a5 -
_ g -
alslfag alxla,
Rys. 4 ) Rys. 5

x=x* odpowiada parametr z=z* Warunki brzegowe (2.10) i warunki zszycia
prowadza do ukladu réwnan nastgpujacych:

4 A
(1 —H (B +B,+B3)—p(B,+2B:)—(p+9) ? “:4“; cos zo+(p{+I+ ) A, sin* 2, =0,

Ay :
v{B,+B,+B3)+(u—1) (Bz+233)+(ﬂ+")— '—“COS zp = (ul+v{+v) 4, sin* z,=0,

' ' 4 A, :
(6.20) A,sin*z*=B;+B, x*+ By x¥?, -3 A—coszz”= =B,+2B;x*,
2
i 4, 1 1 B,+B, x*+B,x*?

0 ERE]
ot S pg 02 % -
4. A;_ sin? z*% 2B,, (4 BAz) sin? z*=fy, Bra 2B, '

As-A,c0826(3 ~cos?z5)=0, A;+A,cosz*(3—cos?z¥)=x%,

Rozprawy Iniynierskie — 6§
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Ograniczajac sig do szezegdlnego przypadku preta sztywnie utwierdzonego, $ciska-
nego silg skierowana do bieguna, uklad réwnan (6.20) mozna fatwo zredukowac
do czterech:

3 9 A\ |
?ﬁ;& [(~4—ﬁA§) sin? z*—ﬁxi]zzﬁ sin®z* ,
3 4 ,
6.21) g(l —x*)z—l——:{Az(l —x®)cosz*sin? z*¥ — A25in®z*=0,
. N 34, sin* z,
€08zq(3—cos?zy)=cosz*(3—cos’z )—Z, o= m—z;——-

ktorych rozwigzanie przy z géry obranej wartosci z* nie nastrecza Zadnych trad-
nofci. SHa krytyczna wyznaczona z warunku g, (I}=L1 jest réwna f,=1/y; lub
P,=0F(1). Wada rozwigzan podanych w punktach 6.2 i 6.3 jest uwikiana zaleZnos¢
stalych A, B, 2o, z* i x* od parametréw charakteryzujacych obciaZenie. W konkret-
nych przypadkach obciazenia mozna jednak, w sposdb przedstawiony w punkcie
6.2, otrzymaé wyniki liczbowe dla réznych przyjetych wartosci parametru z*
i przedstawi¢ zaleinoéé stalych od parametrow obcigZenia w postaci wykresow
lub tablic.-

Na zakofczenie pragng wyrazié wdzigcznosé prof. dr M. ZYCZKOWSKIEMU
za pomoc W wykonaniu tej pracy.
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Pesiome

ONTHMATBHEIA PACYET YIIPYIO-TDIACTHMECKON KOJOHHEBI
JNA OBIIETCG CHAYYAS KOHCEPBATHYBHOTO ITOBEAEHWA HATPY3IKH

B pafoTe, macTca pelicHMe 3azayvn o0 OnpeneNicHUH OnTUMAILHON (opMel crepwuel HAXOMA-
muxca B: 1-— yopyro-npacteueckoli ofnacru, 2 — 9aCTHYHO B yIpyrod obnacThi ¥ HACTHYHO
B YOPYFO-IIACTAYECKONH oOmacTH; 3TH CTePUKHR HONBEPTAIOTCH BIMAEHIO CHXHMAIOUCH CHITEL,
KOTOpad NOCNe TOTEPH YCTORYMBOCTH MERSCT HE TONSKO CBOS HAaNpPaBicHME, HO M TOYKY OPHIO-
IKEHMH,

TIpenmonaraeTca, OORAKO, YTO BO BPEMI TIOTEPH YCTOHYHBOCTH, OHA BEHET cebi KOHCEPBATHRHO
(obnamaeT MOTCHIIHAIOM), YTO HAJIO BOZMONKHOCTR OHDEPETh PACCYIREEHWS HA CTATHYSCKOM KPH-
“repHHA yeToinBocTH. B paboTe HOKAIRIBACTCS, Y10 A CAYYAd KOHCEPBATABHOH Harpysky, obmee
YPABHCHMA JIMHHH Hporaba OmrHMANIBHONO CTEPKHA, HORBEPTACTCA JHAYHTEARHOMY YNPOUIEHHIO,
TO3IBOTAOIIEMY TONYYATH TOYHLE peinenwa. TTpuunmMan HRandeckre 3aK0HE! o (€), ApeUTOKEHRBIE
B. Kxucem [7] B nsrroit vacTl paboTEHL, ZaeTed Pan NPOCTHIX PENICHAH NI CTEPKHSA, HAXOAAUIETOCH,
HONHOCTHIO, B VIPYTO-IDTACTHYCCKOM COCTOAMMM, @ B LISCTOH YACTH — HECKONBLKO Demenul onus
CILY9aeB, KOTAA YACTh CTEKHS HAXOHWTCS, B YIPYTOM COCTOAHNN, & JaCTh B YIPYTO-TIACTHYECKOM.
TipuBoasTCH PHCYHKH ONTHMATLHEIX GOPM CTEpIKNEH CXAMACMBIX CANOH HanpapicHRAOH K TOHIOCY.

SUMMARY

OPTIMAL FORMING OF ELASTIC-PLASTIC ROD
UNDER GENERAL CONSERVATIVE LOAD

This paper presents solution of the problem of optimization of rods in the elastic-plastic range
as well as in the partially elastic and partially clastic-plastic range compressed by force which,
after buckling, changes not only its direction but also its application point. It was assumed, however,,
that during the buckling the behaviour of the force is conservative (has a potential}, which made it
possible to base these considerations on a static criterion of stability, It is shown in the paper that
in the case of conservative loading the general equation of the deflection line of an optimal rod
becomes considerably simplified enabling the obtainment of exaet solutions.

Accepting the physical laws ¢ (g) proposed by W. Krzy$ [7], a series of simple solutions is given
in Section 5 of the paper for a rod which is entirely in elastic-plastic state, and in Section 6, several
solutions are given for cases in which a part of the rod is in elastic state and another part in elastic-
plastic state.

Figs. show optimal shapes of rods compressed by a force directed to the pole.
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