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PEWNE PROBLEMY BRZEGOWE DLA CIAL ROZDROBNIONYCH
0O WZMOCNIENIU GESTOSCIOWYM

Z. MROZ i K, KWASZCZYNSKA (WARSZAWA)

1. WsTEP
W niniejsze] pracy zajmiemy si¢ sformulowaniem zwigzkéw fizycznych i rozwig-

zaniem kilku probleméw brzegowych dla materialéw sprezysto-plasiycznych, kté-
rych wlasno$ci sa przedstawione schematycznie na rys. la, b.

Tk a ri b

Rys. 1. Charakterystyki materialéw o rdinych gestodciach
a —dla $cinania, b — dla ci$nienia hydrostatycznego )

Krzywa obciazenia przy dzialaniu naprezenia Scinajacego przedstawia rys. la,
a przy dzialaniu cisnienia hydrostatycznego rys. 1b. Jesli material o pewnej gestoscei
poczatkowej bedziemy wszechstronnie Sciskali ciSnieniem p, ulegnie on dalszemu
zageszezeniu, przy czym ziniany gestosci maja charakter nieodwracalny. Tak wiec
po zaggszezeniu materialu wzdhuz krzywej I do punktu 4’ po zdjeciu cinienia
odcigzenie nast¢puje wzdiuz krzywej 4’B’. Odcinek O’B’ przedstawia nieodwracalng
zmiang obj¢tosci materialu, odpowiadajaca okreSlonemu przyrostowi gestoéci.
Druga istotna cecha materialu jest zaleznosé postaci krzywej Scinania i Sciskania
od poczatkowe] gestodci materiatlu. Krzywe 1 i 2 odpowiadaja dwém réznym
gestosciom poczatkowym p, i p, . Przy mniejszej gestosci Pa, krzywa $ciania jest
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monotonicznie rosnaca az do granicznej wartosci naprezenia §cinajacego, ktorg
osiaga przy duzych odksztatceniach. Natomiast przy wigkszej gestosei poczatkowej
krzywa $cinania osigga najpierw ekstremum (punkt C na krzywej 2), a nastgpnie
opada dazac do tego samego naprezenia granicznego, lezacego ponizej warto$ci
_ekstremalnej, Zatem warto§¢ graniczna napreZenia Scinajacego nie zalezy od po-
. «czatkowej gestodel materiatu. Po zniknieciu naprezenia Scinajacego w materiale
pozostaja trwale odksztalcenia, przedstawione odcinkiem OB na rys. 1a.

Tego rodzaju wlasno$ci obserwuje sic dla szeregn materialow rozdrobnionych
-takich, jak grunty, masy sproszkowane, materiaty ziarniste itp. W technice czgsto
wykorzystuje sie zdolno§¢ materiatu do wzmocnienia pod wplywem zaggszczania.
“Typowym przykladem moze by¢ masa formierska stosowana w odlewnictwie.
Aby uzyskaé odpowiednig wytrzymalodé formy odlewniczej, masg poddaje si¢ pra-
-sowanin przy odpowiednio wysokim ciénieniu (dochodzacym do 40 kG/em?) tak,
.aby nie nastapito jej zniszezenie lub zmiana ksztaltu pod wplywem ci$nienia wie-
-wanego metalu. Wykorzystujemy tu zatem wlasnodci materialu reprezentowane
-przez odcinek OC krzywej obciazenia, lezacy ponizej maksymalnej wytrzymalosci
odpowiadajacej punktowi C ma rys. la. Wzmocenienie materiatu pod wplywem
-zageszczenia moze réwniez wystepowac jako efekt szkodliwy. Nalezy tu wymieni¢
zdolnosé materialéw sproszkowanych do tworzenia nawisow i sklepien w silosach,
utrudniajacych prawidlowy wyplyw i zmuszajacych technologéw do stosowania
.dodatkowych urzadzen mechanicznych.

Na gruncie teorii plastycznosei dla materialéw ze wzmocnieniem — w p. 2 sformu-
Jujemy zwiazki fizyozne dla ciat o wzmocnieniu gestoéciowym. Rozwiniemy tu
-w sposob bardziej formalny koncepeje sformulowane w pracach [1 - 8]. Nastepnie
‘podamy rozwigzanie kilku probleméw brzegowych, majac na celu zilustrowanie
.stosowalnoéci wyprowadzonych zwiazkéw do apalizy konkretnych zagadaien.

2. ZWIAZKI FIZYCZNE

Zalozmy, 7e dowolny uklad wielofazowy bedziemy traktowali jako material
jednorodny, kt6rego stan w danym punkcie jest okreslony przez podanie dwoch
parametrow: tensora napreZenia oy, i jednostkowej ggstoscl p. W przypadku mate-
riatn dwufazowego gestoéé p moZna prosto wyrazié przez gestos¢ obu faz p, 1 g2
oraz ich udzial objetoSciowy Wy i Wai p=py Wi+p2 W2, gdzie w-+wy=1. Jesli ma-
erial jest porowaty, to stopleni porowato$ci wy jest zwiazany z gestoScia p prostym
zwiazkiem w;=1—p/p-. ' :
W miare zaggszczania materiatu rosnie jego wytrzymaloéé na Scinanie (sp6jnosé).
‘Thimaczyé to mozemy zaklinowywaniem si¢ poszczegolnych ziaren przy wzrodcie
_pestofci oraz powstawaniem wigzai adhezyjnych w miejscach styku ziaren. Wiaza-
nia te sa wynikiem réznego rodzaju sit takich, jak sily przyciagania pomiedzy
.czasteczkami (sity Van der Waalsa, sily walencyjne), wystgpowanie napigé po-
.wierzchniowych oraz warstw adsorbeyjnych w oérodku nawilgoconym. W pewnych
-przypadkach miedzy ziarnami moga tworzyé si¢ silne wiazania w wyniku krystali-
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zacji rozpuszczonych substancji, np. soli lub osadzania czastek koloidalnych.
Wszystkie te sily rosng w miarg zwiekszania powierzchni kontaktu oraz nacisku
pomiedzy ziarnami. Na odwrét, przy odksztatceniu $cinajacym wiazania te ulegaja
stopniowemu niszezenin i spdjno$é materiatu  maleje.

W ogdlnym przypadku czes¢ sit kohezyjnych powstaje jednoczesnie z przyloze-
niem naprezenia, a czeS¢ rozwija sig w miarg uptywu czasu, np. krystalizacja na
granicach ziaren. Sily te rowniez zaleza w sposob istotny od wilgotnosei i tempera-
tury oSrodka. W niniejszej pracy rozwaiymy najprostszy przypadek, pomijajac
efekty czasowe i zaktadajac, Ze spéjnos¢ materialu powstaje jednoczeénie z przyto-
Zeniem ci$nienia,

Warunek plastycznofci begdzie miat zatem ogdlng postaé

(2.1) f:f(ﬂ't,fsﬂ)=0,

i da si¢ przedstawiC geometrycznie jako pewna powierzchnia w przestrzeni napre-
zen, ograniczajgca obszar sprezysty lub sztywny. Gdy zachodzi plastyczne plyniecie,
zmiany objetodci powoduja zmiany gesto$ci materiatu i poczatkowa powierzchnia
piynigcia zmienia swoj ksztalt. Zaldzmy, Ze §ciskajace napreZenie i odksztalcenie
bgdziemy przyjmowac jako dodatnie. Zakiadajac, Ze materiaf jest sztywno-plastycz-
ny, zmiana gestodci p da sig prosto wyrazié przez przyrost odksztalcen objetoscio-
wych (powtarzajacy si¢ indeks oznacza sumowanie po wskaznikach i=1,2,3)

2.2} dp=pde], .
Zalézmy, ze przyrosty odksztatcen plastycznych sa okreSlone nastepujacym zwigz-
kiem. fizycznym:

af

day;’

2.3) de?, =2

nazywanym czgsto stowarzyszonym prawem plynigeia [warunek plastycznosei (2.3)
jest jednoczes$nie potencialem plastycznymi.

Aby okreslic wspotczynnik wzmocnienia 4 w prawie plynigcia (2.3), rozpatrzmy
maie przyrosty napreZenia i gestodel doy,, dp, odpowiadajace pewnemu przyrostowi
odksztalcen plastycznych. Je$li stan o,;1+do;;, p-Hdp réwniez lezy na powierzchni
plyniecia, to mamy

af af
(24) E.;dﬂ’;j“f“éb‘dp:().
Wykorzystujac (2.2) i (2.3), z (2.4) otrzymujemy
dfa
(2.5) }“:_Ei—f'_‘é}'—
(_5)” B0
1 prawo plynigeia (2.3) przyjmie postad
_ dfy df
2.6 P = ‘
2:6) dej; ( Bf) af  éoyy’
dp P 001y,
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gdzie
af
d f o ='_a}: dO' if-
Geometrycznie wyrazenie df, moZemy interpretowad jako iloczyn skalary wektora
_przyrostu napreZenia do i wektora gradientu df/de, skierowanego wzdluz zewnetrznej
normalnej do powierzchni plynigcia. Zmiany objetoéciowe okreélone sa nastgpujgcym
zwigzkiem: .

dfs
(o
_Tp P,
© Zalézmy ogdlnie, ze 8f/0p <0; ze wzora (2.7) wynika, ze przyrost odksztalcen obje-
toSciowych ma ten sam znak co df,. Zatem dla miejsc na powierzchni plyniecia,
dia ktorych def, >0, wektor przyrosta naprezenia musi by¢ skierowany na zewnatrz
powierzchni plynigeia; pa odwrdt, jesli def; <0, to przyrost wektora naprezenia
musi by¢ skierowany do jej wnetrza. Inaczej mowiac, plyni{;cie plastyczne zwiazane
z przyrostem gestodcl prowadzi do rozszerzenia sie powlerzchni ‘ph‘miqcia, a dla
przyrostéw naprezenia wywolujacych malenie gestodci, powierzehnia ta bedzie sig
kurczyé (). '

Aby zilustrowaé wlasnoéci rozpatrywanego modelu ciala, rozpatrzmy szczegolny
stan naprezenia, wystepujacy w tzw. probie, trojosiowego §ciskania, gdzie prébka
walcowa poddana jest dziataniu sity osiowej i cisnienia hydrostatycznego. Dwa
naprezenia ghéwne w plaszezyznie poludnikowe] i obwodowej sa wtedy rowne,
&, =0,. Niech ¢, oznacza gtéwne naprezenie drialajace wzdiuz osi walca. Stan napre-
zenia wygodnie jest opisa¢ dwoma parametrami, ktére mozna okreélié nastepujaco:

@7 ‘ dsl, =

1 1
(2.8) P:?(UL’*’Uz'lLGa):?(O'lJFZGz), g=0,— 0z,

gdzie p oznacza $rednie cisnienie hydrostatyczne, a g jest podwojonym maksymalnym
napreZeniem $cinajgcym. Dwa parametry okreslajace stan odksztalcenia mozemy
zdefiniowaé podobnie do (2.8):

2
(2.9) =8y Feytey=61+28; f‘iq:?(ﬁ—gz) »

pPrzy cIym &, ==;.

(%) Mozna by ogdlnie zalozyé, e wektor przyrostu odksztalced plastycznych nie jest normalny
do powierzchni plyniecia i zmiany objetosciowe zaleza jeszcze od pewnego wspolczynnika 0 <
<n (o, p) <1:

af 1 af

defj=l(——¥n nia, p),

6.-J-) ,  deb =2 o
doi; 3 dow Oaij
gdzie cle:’J oznacza dewiator przyrostu odksztalcenia, a deh przyrost odksztalcenia objctosciowege.
Weor (2.7) pozosiawalby nadal poprawny, natomiast skfadowe dewiatora de;; uleglyby zmianic.
Okreglenie funkcji # (s, p) jest jednak niemoziliwe na podstawie dotychczasowych badan
doswiadczalnych, jakkolwiek nicktorzy -autorzy ‘wyraznie wskazuja, Ze przyrost odksztalcen objg-
to$ciowych jest mmniejszy, niz to wynika ze zwigzku (2.3). W niniejsze] pracy przyimiemy, ze n=1
i przy tym zafozeniu bedziemy rozwigzywaé problemy brzegowe w p. 4,
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Rozpatrzmy dla przykiadu nastepujacy warunek plastycznosei:

(2.10) S g =0 [p—atc]Pt+a® g>—a® b2=0

gdzie a, b i ¢ sa pewnymi funkcjami ggstosei. Rownanie (2.10) okreéla rodzing elips,
ktérych pélosie rosng wraz z gestoscia. Tego rodzaju warunek plastycznoéei moze
by¢ uzyty do opisu plastycznych wlasnoci proszkéw, gdzie obserwuje sie wzrost
kohezji przy rosnacym cisnieniu konsolidacii (3). W szezegblnym przypadku, gdy
c=const, tzn. gdy material ma stala wytrzymato$é na rozrywanie (rys. 2a), przyrosty
odksztalcen plastycznych okreflimy ze wzoréw:

b*(p— a+c)dp+a qdq

W=
a; (b da  da db
P (p a-t+e)’+b*(p—- a+c)—+aq o dp bzmasz
@.11) - ’
dr— — a*q [bz(p—a+c) dp—+a*q dq)
ba & da b’
2 d (p—a+tc)*+b*(p— aJrc)ﬁm“}-aq mbzmazbd b2 (p— a-{-c)

Obszar, w ktorym de? >0, bedziemy nazywah obszarem zageszezamia materiaty,
a dla de? <0 otrzymujemy obszar rozluzniania. Stan krytyczny odpowiada tym pun-
ktom na powierzchni plyniecia, gdzie mozliwe jest $cinanie materiahi bez Zmiany
objetosci (de) =0). Poniewaz wektor przyrostu odksztalcer plastycznych jest skiero-
wany wzdluz zewngirznej normalnej do chwilowej powierzchni plyniccia, linia
krytyczna taczy punkty BB’ na chwilowych elipsach plynigcia lezace na pdtosiach
b(p); dzieli ona plaszczyzng pg na obszar zaggszezania i rozluzniania materialu,
Rownanie linii krytycznej jest zatem okreslone przez. formuly

212) #=b(p)y pr=alp)—c. _

Wychodzge z rownan (2.11) mozemy okreélié trwate odksztalcenia materiatu
dla dowolnego programu obciaZenia. Poniewaz réwnania te wigZza przyrosty od-
ksztalcen plastycznych i naprezen, odksztalcenie koficowe okreslimy przez catko-
wanie réwnan (2.11). Na plaszczyinic pg calkowanie to mozemy przeprowadzié
graficznie. Rozpatrzmy dla przyktadu punkt P lezacy na chwilowej elipsie plynigcia
F(p, 4, p)=0. Rozwaimy maly przyrost napreZenia do (dp, dg) z punktu P, skiero-
wany na zewnatrz elipsy plynigcia w obszarze rageszezenia, a do wnetrza elipsy
w obszarze rozluznienia, rys. 2b. PoniewaZz koniec wektora do ma lezeé na nowej
krzywej plynigcia, to okreslamy elipsg przechodzaca przez punkt P’; jej pélosie
a 1 b wyznaczaja przyrost gestosci dp, odpowiadajacy przejéciu z P do P'. Przyrost
gestosct pozwala wyznaczy¢ przyrost odksztalcenia obj@toéciowego del=dp/p,
a dey okreSlamy z warunku normalno$ci wektora przyrostu odksztalcen der(de”,
d.r:") do krzywej plynigcia w punkcie P. Majac zatem dang Historie naprezenia
na plaszczyinie pg, catkujgc krok po kroku, mozemy okresli¢ wartos$é odksztatcenia
w dowolnym miejscu trajektorii obciazenia.

(*) W oddzielnej pracy przedstawimy peodbe ilosciowego opisu.proces()w deformaciji dia kon-
kretnego oérodka przy wykorzystaniu warunku plastycznosei typu (2.10). Poniewas w literaturze

brak jest danych doswiadczalnych pozwalajacych na wyznaczenie funkeii a(p), b(p) i e(p), nasze
rozwazania maja silg rzeczy na tym etapic charakter Jakosciowy.
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ab h

N

Rys. 2. Przykiady warunicow plasfycznosci na plaszezyinie pg

- Dla prostszych programéw obcigzenia ze zwigzkow (2.11) mozemy okreslic
wartodci odksztalcen w postaci analitycznej. Rozpatrzray szczegolny przypadek
waranku plastycznodei (2.10), gdy bja=const i c=0. Warunek ten przedstawia ro-
dzing elips, przechodzgcych przez poczatek ukiadu o proporcjonalnie rosnacych
pdtosiach ¢ i b. Stany krytyczne leza na dwoch prostych wychodzacych z & 1 na-
chylonych pod katem arctg bja do osi p. Wprowadzajac transformacj¢ p'=p,
g’ =q(a/byna plaszezyinie p’ ¢', rodzina elips przejdzie w rodzing okrggdw (p’ —d) 4
+4'? = qg?; zatem bez szkody dla ogdlnodei mozemy rozpatrzec warunek plastycznosci
(p—RY*+¢*—R*=0, gdzie R=R(p) jest jedyna funkcja materialowa, okreflajaca
promiefi chwilowego okrggu przechodzacego przez punkt O (rys. 2c). Przyrosty
odszktalcei plastycznych okreslone sa wzorami

- Ry d d —RYdp-tad
(2.13) P i S I p— R dp-tqdal g

[ 1] dR q . R
pdpp P dpP(P_ )
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Zalézmy, ze funkcja R=R (p) ma postacé

(2.14) | K 1 (p 1
2. - o= _I_}’ — )9

i RO Pa
gdzie R, i p, odnosza sig do pewnego stanu poczatkowego, a y jest bezwymiarowa
stala. Rozpatrzmy program obcigzenia radialnego g=kp w obszarze zageszezenia.
Podstawiajac te warto$é¢ g do rdwnan (2.13) po scalkowaniu otrzymujemy

(k*4+1) pjR, y—1 2k (1+K%) q/Ry  y-1
+ = n I
2y y |7 T 1-k? ey y |

(2.15) s;;:m[

Gdy k=0, material jest konsolidowany przez dzialanie rosngcego ci$nienia hydrosta-
tycznego. Wiedy

PIR -1 :
(2.16) e":ln[ /2;;0 in] £=0.

Gdy k=1, trajektoria obciaZenia radialnego pokrywa sig z linia krytyczna. Odksztal-
cenie §cinajace osiaga wartos¢ nieskoficzona, podczas gdy odksztalcenie objgtosciowe
roénie wraz z ci$nieniem zgodnie z pierwszym réwnaniem (2.15). Rysunek 3 przedsta-
wia kilka typowych krzywych umocnienia p—ef i g—e? przy obcigzeniu radialnym
dla y=4, 1, 9. Widzimy, ze krzywe p=p (&) sq wypukle od dolu, podobnie jak to
przedstawiono szkicowo na rys. 1.

Rozpatrzmy obecnie inny program obcigzenia. Material o poczatkowej gestosci
p. jest poddany najpierw dzialaniu ci$nienia hydrostatycznego, nie wywolujacego
uplastycznienia, a nastepnie Scinaniu przy stalym ciSnieniu p. Z rys. 4 widzimy,
ze dla p> R, rosnace naprezenie tnace bedzie dalej zaggszezaé material w czasie
plastycznego plynigcia, dazac asymptotycznie do stanu krytycznego. Natomiast gdy
p< Ry, naprezenie $cinajace osiaga najpierw wartosé wicksza od wartoéei krytycznej;
odksztalceniu plastycznemu towarzyszyé bedzie wzrost objgtodei i kurczenie sig
poczatkowej krzywej plynigcia az do osiagnigeia stanu krytycznego. Tak wige dla
p <R, przy wymuszonym plastycznym plynieciu otrzymujemy niestateczna krzywa
naprezenie-odksztalcenie écinajace. Aby otrzymac analityczne wyrazenie na odksztal-
cenie plastycene, scalkujemy rownanie (2.13) przy dp=0. Po spelnieniu warunkdéw
brzegowych, otrzymujemy:

[524“1524-217()’—1)]
e =In o R

2py
.17 ) ] PR
g+P P—4qo
== 12 "™ p-g FPP-2p (y— 1)
x{arct é_lo —arc.tg - 1 }
S 25— DI [ +25G— DI

gdzie
go=[p (2 -2,
Rysunek 4 przedstawia krzywe g—eéf dla kilku wartosci p/R,.
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Rys. 3. Krzywe umocnienia a:ip —&j, b:q——::'g przy obciazenin radialnym dla kotowego

warunku plastycznosci
g
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W przypadku stanu trojwymiarowego rozpatrzmy dwie szczepdlne postacie
warunku plastyczno$ci. Zalézmy najpierw, Ze

(2.18) f=(I, —A)?+BI,-C=0,

gdzie [, i I, oznaczaja odpowiednio pierwszy niezmiennik tensora naprezenia i drugi
niezmiennik dewiatora naprezenia; A=4(p), B=B(p), C=C(p) sa skalarnymi
funkcjami pgestodci materiatu, Warunek plastyczno$ci mozemy rdowniez wyrazic
nastepujaco:

2.19) f=ol+4a5+02+D (0, 0,+0, 03405 6))—E (0, +0,+03)+F=0,

gdzie D, E, F s funkcjami gesto§ci materialu. W przestrzeni gléwnych naprezen
warunek (2.19) mozna przedstawié¢ jako rodzing elipsoid obrotowych, ktorych of
obrotu pokrywa sig z linig o, = o, = o3 I ktérych $rodek ma wspolrzedne o =g =05 =
=13, Rownanie (2.19) jest zatem uogdlnieniem warunku (2.10) wyrazonego przez
zmienne p i q.

2/Ry
"%

— e
niky

Ro~=cons!

Rys. 4. Stateczne i niestateczne krzywe g — &] dla Scinania przy réZnych wartosciach cisnienia
hydrostatycznego (kolowy warunek plastycznosci) ]

Rozpatrzmy jeszeze inng postaé warunku plastycznodci, Wyrazonego przez dwa
rownania:

(2.20) fi=L M —A [ —B =0, fo=0'Y414,1 —B,=0,
“gdzie A, i A; sa dodatnimi stalymi, a B, i B, sg funkcjami p. W przestrzeni naprezen
gtéwnych warunek ten przedstawiony jest przez dwie rodziny powierzchni stozko-

wych, ktorych of symetrii pokrywa si¢ z linia @, =0, =03. Zgodnie.z (2 6) Pprzyrosty
odksztalced plastycznych mozna przedstawi¢ w postaci
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Sij dfie

dsfj=31[—2_I;W_Ai 5ij]: 11=F:
1.0 dp

(2.21)
» T _ df.‘!a'
dEUE/‘{Z '?I';*I,,_z_‘l'Azau > 2.2'— —W,
34, p
dp

gdzie 6, oznacza delte Kroneckera, a 5;;=0y;— 1/3ay, d;; jest dewiatorem naprezenia.

Rozluznienie materialu zachodzi dla stanéw naprgZenia przedstawionych po-
wierzchnia f; =0, a zaggszczenie ma miejsce dla f,=0. Stany krytyczne leZa na po-
wierzchni utworzonej przez przeciecie sig dwoch rodzin stozkéw.

Dla materiatu sprezysto-plastycznego przyjmujemy, ze catkowite odksztalcenie
jest sumg wyrazow «sprezystego» i «plastycznegon. Zalézmy, e dewiator odksztalce-
nia sprezystego jest liniowo zwiazany z dewiatorem naprezenia, a sprezyste odksztat-
cenie objetosciowe jest logarytmiczna funkeja éredniego ci$nienia. Mozemy zatem
napisaé

dp
(2.22) deii:Ldsij . de=K";,
gdzie
¢ =gt ! € i 1 e 1 e ey e
eiJiaiJ_—j—skkaij! P ="§(01+02+03)x‘§‘, de; =?(£1+32—;—53),

a L i K sa stalymi materialowymi. Jednostkowa energia spreZysta (na jednostke
objetosci) okreflona jest zatem nastgpujaco:

v

1 P
(2.23) Wifi eij eij—i—KeXp (?).

Catkowity przyrost odkszialcenia wyniesie
(2.24) de;;=de5,-de}; , de,=dej-+-de] .
Podobnie przyrost géstoéci da sig okreli¢ jako suma wyrazéw odwracalnego dp,
i nieodwracalnego dp;:
dp.=(pi+po) deg .  dpi=(pitpp) del.

Zakladamy z kolei, Ze warunek plastycznosci zalezy od naprezenia i od trwalej
zmiany gestosct pi: f=f(0:j, pi). Prawo plynigcia (2.6) dla materialu sprezysto-
plastycznego przyjmie zatem postac

dfs o
P oo
(2.25) def; ( P f) 9f oy
’ ap:! dow,

Bardziej wyczerpujaca dyskusja praw plynigcia przy réznych warunkach plastycznosci
podana jest w pracy [7}].



PEWNE PROBLEMY BRZEGOWE DLA CIAL ROZDROBNIONYCH 25

3. PELASKI STAN ODKSZTAECENIA

Zalézmy, ze odksztalcenie zachodzi w plaszezyZnie x| x,, gdzie x,, X, X3 ozha-
czaja wspdtrzedne kartezjanskie, przy czym kierunek gléwnego napreZenia oy
i odksztalcenia e, jest normalny do plaszezyzny x, x,. Dla materialu sztywno-
plastycznego z warunku dés=0 i warunku plastycznosei (2.19) otrzymujemy

1 1

3.1 o3 =5 E~ ?D(Uff‘az)

I warunek plastycznoécl przyjmie postad ‘
1 1 71
{3.2) o? (1 - IDZ)JrJi (I - —IDZ) - D (—2"'D— I) Oy Gyt

1
+E (~~2~D—1) (o, +o.)+ (.F— % EZ)

I
e

(34

Rys. 5. Przyklady warunkow plastycznosci dla plaskiego stanu odksztalcenia

Dia D>2 réwnanie (3.2) przedstawia rodzing elips, ktdrych srodki leza na linii
o, =a, (rys. 5a). Przyrosty odksztalcent plastycznych sa nast¢pujace:

df, {2(1 - —1—1)2) a1+(ip—1)(E—Daz)}

E

def =
i d

p(__az){z(l——-—Dl)(g]Jraz)—i-( D 1)[2E D(Ul‘i'az)]}
(3.3 P

df,,{ (I——I—Dz)az-l—(l D~ 1) (FE— Dai)}

]

P =
del =

p( j:){Z(l———Dl)(al—}—az)—l—(l —1)[2E—D(a‘1+crz)}}
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gdzie
of D[ L 1
H—ap =“EI;— —‘Q_D (G;+Uz)—D01 Uz+0'1 02+ 2 E(61+02) +
dE [ 1 1 dF
(34 P T2
G4 oty [2 D (o1+o2)— E]+ e

1 1
df,=2 (1 - 4D2) (o, do,+0o, daz)+(?D— 1) [E (do+do;)—
—D (o, do,+0, dao3)} .
‘Wartnek plastycznodci (2.20) przyjmie postaé

1 0'1+0'2
: a9 flziwl_az!"% 2H—ﬁ1=0;
- 1 o1+,
fz="§“!51—‘72|+°ﬁz 2“‘”“_52.:0,
edzie
_ 3A1 — Bj
3.6) sy PTamaay
‘ 34, ;3
oy =

aosanrs Pussanyes

napreZenia o, majg postaé nastgpujaca:
1 ' 1 ,
3.7) 03i7(0'1+02)+31‘11 L2, 032?(61+02)—3A2121/2

odpowiednio dla stanéw przedstawionych powierzehniami f; =0 i f,=0. Poniewaz
A, i A, przyjeliSmy jako stale, a B, i B, jako funkcjg p, to warunek plastycznosci
{3.5) reprezentuje cztery rodziny linii prostych 4B, BC, CD i DA, przemieszczajace
si¢ réwnolegle przy zmianie pestosci (rys, 5b). W tym przypadku réwnania (3.5)
przypominaja nam formalnie klasyczny warunek plastyczno$ct Coulomba z ta
té2nica, Ze obszar sztywny jest ograniczony czterema prostymi i zmienia si¢ wraz
z gestoscig. Przyrosty odksztaleen plastycznych dla bokéw wyraZaja sie nastepujaco:

(doy —day) — o, (do, +day) (1—a1)
dE;z - 5

AP ap, s,
, p dp
do? = (dﬂ’f‘“dgz)"‘oh(da‘l"*”do'z) (1+0£1)
(3.8) X dp, “day |
£ dp
AB: dengﬂ'z“dgl)‘"&l(do'rfdaz) (1+°€1)
' ! dpy 4oy ’

Pap
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(do, —da }—a{do, +da,) (1 - ocl)
del = — ,

dp, 4oy
P dp
(dJ; —dﬂ'z)—i_oﬁz(dai"l"dﬂ'z) 1";- [+
DC:  del=
ag, 4oy
P dp
. (do -~ da,)+ay(do +dos) [1—ay
(3.8) dej=— 5, 4o,
fe.di] p=—
dp
(do, —do Yoy (do,+doy) [1—- o,
BC: del = —
df, 4o,
P dp
o (dﬂ'z"dd;)‘kﬂz(dﬂ]%’dﬁz)_ (] “‘E“‘Oﬂz)
©2 ap, da,
’ dp

a dla linii AOC i linii krytycznych OD-D' i OB-B predkosci odksztatcen leza w katach
zawartych miedzy normalnymi do przylegajacych.

Przedstawiony warunek plastycznosci i prawa plynigeia, opisane réwnaniami
{3.5) - (3.8), mozna traktowaé jako uogélnienie modeln rozpatrzonego przez
A. W. Jemike 1 R. T. SHIELDA [3] z ta réinica, ze w przypadku trdjosiowym waru-
nek (3.5) nie przechodzi w warunek plastycznosci Coulomba.

4, ANALIZA PLASTYCZNEGO PLYNIECIA RURY W PLASKIM
STANIE ODKSZTALCENIA '

4.1, Nieliniowy warunek plastycznosci

Wykorzystujac zwigzki fizyczne wyprowadzone w poprzednim puhkcié, rozpatrzmy
obecnie osiowo-symetryczne plyniecie rury grubo$ciennej pod dziataniem wewnegtrzne-
go cisnienia. Zakladamy, Zze dlugo$é rury jest wielokrotnie wigksza od jej Sredniego
promienia, tak Ze rozklad naprgzen i odksztalcen w dostatecznej odlegloéei od kon-
cow rury nie zmienia si¢ po jej dlugodci, a przekroje poprzeczne pozostaja plaskimi.
Mamy wige do czynienia z plaskim stanem odksztaicenia. Rozpatrzmy najpierw
nieliniowy warunek plastycznodci (3.2) przy zalozeniu D=F= 0 wtedy z (3.1)
mamy o;=F2=R i (3.2) przyjmie postad

(4.1 (01— R)2+(0; —R)i: 3R?,

gdzie R=E/2 jest funkcja p. Rownanie (4.1) przedstawia zatem rodzing kol, kto-
rych $rodki leza na linii o, =0, {rys. 6}
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W analizie pominiemy odksztalcenie spreZyste, traktujac materiat jako sztywno-
plastyczny. Zatem przy rosngcym ciénienin moZemy mie¢ dwa przypadki: a) cala

rura przechodzi jednoczesnie ze stanu sztywnego w stan plastyczny, b) strefa plastycz-

Og § Oz

Rys. 6. Nieliniowy warunek plastycznosci dla plaskiego stanu odksztalcenia w postaci kot
o zmiennym promieniu R(p) i jego aproksymacja prostokatem ABCD

na propaguje sie od wewnatrz, obejmuiac stopniowo cala rure. Zbadajmy obecnis
warunki jednoczesnego uplastycznienia calej rury zakladajac, ze w chwili poczatko-
wej gesto$é materiatu jest wszedzie jednakowa.

Wprowadzmy uklad wspéirzednych walcowych r, 8, z, gdzie of z pokrywa sig
z osig rury. Ze wzgledu na osiowa symetri¢ problemu naprezenie radialne o, i obwo-
dowe g, sa naprezeniami gléwnymi, a naprezenie o, = R zmienia sie wraz z gegstoseia.
Pole predkosci okrelone jest skladowa radialna v,=v (r), bowiem dwie pozostale
skladowe s3 réwne zeru, v,=#,=0. Predkosci odksztalcen okre§lone sa wzorami

dw . o .
- E , Eg= — —r— . g, =0
zgodnie z przyjeta umowa, e napreZenia $ciskajace i odpowiadajace im odksztalce-
nia sa dodatnie. :

Réwnanie rdwnowagi

(4.2) &=

‘ Bﬂ'r g, — 0y
4.29 o =0

oraz warunek plastycznosei (4.1) w postaci

@.3) 09, = R+(2R*-+2R0,—6*)'*, 0, =R—(2R*+2Re,—o})'?
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. okredlaja dwa rozwiazania statyczne. Pierwszy warunek (4.3) odpowiada czesci ECBF
okregu uplastycznia, drugie zas czescl FHDE Latwo jest stwierdziC na podstawte
prawa ptynigcia, ze dla czeSel ECBF mamy Ey= —o/r>0, a dla FHDE mamy &=
= —yfr<0. Zatem pierwsze naprezenie (4.3) odpowiada plastycznemu plynigciu
do Srodka rury, drugie za$ plynigeie odérodkowemu.

Za%ozmy, 7e poczatkowy promied wewngtrzny rury wynosi r,=do, a promicn
zewnetrzny r,=bg. Rozpatrujge ogblniejszy przypadek, kiedy rura jest poddana
dzialaniu zaréwno ciénienia wewngtrznego jak i Zewnegtrznego, po scalkowaniu
réwnania (4.2), wykorzystujac (4.3) i spetniajac warunki brzegowe 6,=p, dla r=ag
i g,=p, dla r=by, otrzymujemy w przypadku plynigcia dosrodkowego (v<0)

oo e (1) in G (1)l
= . Y P £ %
by exp |5~ |arc sin ]‘/3 r: arc sin- /3

1 (Pb ) .1 (Ph ) ¥
—=\——1}—cosarcsin—= =1
R V3

1 {a 1 {o ’
f;/? (E_ 1 ) —COoS are sin —— l/ (7{__1 )

3
1 1 a 1
4.4 zz exp{ 5 [arc sin—= el (L— l) —arc sin —= e (_p!,_“ 1 )]}

L) csarosinat (2] T
s ‘R COS§ arc sin ]/3

L (P . L (P 1’
1/3 (——1) c:osarcsmi/?(R—l)
przy plynieciu za$ odsrodkowym (v>0) mamy ‘
r 1 1 Po
bo exp{ 5 [arc sin I/Br (*—— -1 ) arcsin —— I ( )]}

1_ & ) #(I’f; ) %
]/EJ(R i -’rcosarcmnﬁ —1

1
1 [o 1

ﬁ(——1)+cos arc sin -
Y3

3
(4.5} %Z =exp {% [arc sin %— (% -1 ) arc sin— l/# (— )]}
l/lg—(pb )+cos arc sin l/lﬁ (ﬁ—l) 3

1 » 1 a
l/# (i—1)+cos arcsm—ﬁ(%—l)

R éwnania (4.4) i (4.5) okresiaja rozklad naprezes promlemowych oraz stosunck
promieni rury ao/be odpowiadajacy stanowi pelnego uplastycznienia. Interesujaca
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rzeczy jest fakt, Ze naprezenia g, i &g sa jedynie funkcja stosunku r/b,, a nie zaleZa
od wewnetrznego promienia rury. Wykres na rys. 7 przedstawia rozkiad poczatko-
wych naprezen promieniowych, odpowiadajacych ruchowi od$rodkowemu lub

6,/"?]} /R
‘lfﬁ - ==
i
2o !
I
|
I
|
: ruch ni ewnalrs
} ———=-ruch na wewnglrz
A0t~ 1
1
1
|
1
i
1
|
o
. | J Goft
| G'ff ad | /,,’ 1/,’ 08 | T i
! 1 e Nl P
1 | / : i ral Ry
VPN G P R
o | / 1 Qe § QQ‘\/ s
) | e o LR~
‘ 4 I s [
IV o S B 4 7 S oo __ e
S et - —— Q — — —_ E
ey by = const

Rys. 7. Wykyesy rozkladu poczatkowych naprezen promieniowych odpowiadajace ruchowi
odérodkowemu i do$rodkowemu dla rury o réznych stosunkach ao/be

do$rodkowemu. Z wykresu tego mozemy odczytaé wietko$é jednego z cinien
odpowiadajacych pelnemu uplastycznieniu lub tez grubodé rury g, gdy ciénienia
sa dane. Jak widaé, dla rozpatrywanego warunku plastycznodci (4.1) wielkodel
ciénienn moga zmieniaé si¢ w granicach 1—/3 <o, /R<1+y3.

Rozpatrzymy obecnie przypadek plynigcia plastycznego rury, ktéra ulegta pel-
nemu uplastycznieniu w chwili poczatkowej. Ograniczymy sie do przypadku, gdy
rura jest poddana dziafaniu tylko ci$nienia wewnetrznego. Stan naprezenia w chwili
poczytkowe] przedstawiony jest czefcia H-D-E krzywej uplastycznienia na rys. 6,
przy czym punkt H reprezentuje stan na zewnetrznym obwodzie rury, a stan na
obwodzie wewngtrznym odpowiada punktowi lezacemu ponizej F na czgSei H-D-E.
Poniewaz zgodnie z prawem plynigcia skladowa obwodowa predkosci odksztalcenia
go=—v/r=0 w punkcie E przy pelnym uplastycznieniu w chwili poczatkowej,
przeto stan naprezenia na obwodzie wewngtrznym musi lezeé poniZzej E, tak aby
byt spclni_dny warunek »>0 w calym obszarze. Linia krytyczna f, laczy punkty
odpowiadajace zerowej zmianie objetofci (8,+5,=0), cz¢§é DE za§ odpowiadaé
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bedzie zaggszezanin materiatn, a DH rozluznianiu, Zatem w miarg plastycznego
plynigcia powierzchnia plastycznosci bedzie sig zmienia¢ w kazdym punkeie i ma-
teriat stanie si¢ niejednorodny, ulegajac wzmocnieniu lub ostabieniu w réZnych
obszarach.

Wrychodzac ze stanu poczatkowego, okreflonego wzorami (4.5), rozwazmy male
przyrosty napreZefi i przemieszozen Ag,, Adagy, Au=wdt odpowiadajace stanowt
plastycznemu. Wielkosci przyrostowe spelniaja nastgpujacy uklad rdéwnan:

dde, Ado.—day

dr T r -
2 (9,— R) (do,— AR) 1 2 (0, R) (d0y— AR)=0RAR ,
“o Ae,=23(0,~ Ry, Acy=22(ao—R),
dom A et AR A
dr r Ry Pu

Pierwsze rownanie (4.6) jest réwnaniem réwnowagi dla przyrostdw, drugie wynika
z warunku plastycznosdci (4.1) i wyraza fakt, Ze stan napregienia o.+A4o,, g,4-4do,
réwnie? spelnia warunek (4.1) dla promienia kola uplastycznienia R+ 4R. Roéwnania
trzecie 1 czwarte wyraZajg prawa plypigcia, rownania przedostatnie zwiazki geo-
metryczne, ostatnie za$ rownanie wynika z przyjetej zaleznoéci promienia R od
gestosci S
R ?

4.7) , Ry l—l—y(pa- 1),
gdzie y=mp,/Ro>1 jest stalyg materialows, R, pocza‘tk"jowym promieniem okregu
na rys. 6, p, gestofcig materiatu w stanie poczatkowym oraz m=(R—Ry)/(p—p.).

Wykorzystujac wynikajacy z (2.2) zwigzek

43 y dAu  Au
@8 =G
uktad réwnan (4.6) sprowadzamy do dwdéch rownan roZniczkowych o dwdch nie~
wiadomych funkcjach do, 1 Au:

P A”(Gr

— i
Po r \Rg

Tp ) ACT'.( a, Tg 2)
+?017+1 + 11+'E;"i;o'— +

- Ro VR
L d AUr
-1y =0

4.9) Ry dr Ry

gdzie n=R/[R,.
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Otrzymany uklad (4.9) rozwiazujemy numerycznie krok po kroku z uwzglednie-
niem nastgpujacych warunkéw brzegowych:

[Aa,.] Ap. [Aa,] o
Ro loea Ro” L Rolw

a nastgpnie wykorzystuiac (4.6) obliczamy odpowiadajace przyrosty Aoy, du, 4p, AR.

7 uwagi na zlozonoéé obliczedi w pracy ograniczono si¢ do przeliczenia kilku
kolejnych przyrostéw przemieszczenia dla rury, ktorej poczatkowy stan napreZenia
lezy w obszarze rozluZnienia i jest przedstawiony czgscia D-H krzywej na rys. 6.
Odpowiada to stosunkowi promieni dq/bo=0,2 (rys. 7). Przyjgto, e stala materiato-
wa wynosi y=1,5. Na r1ys. 6 naniesiono szkicowo profile naprezen zmieniajace sig
w procesie plastycznego plynigcia rury. NaleZy zanwazyé, Ze zmierzaja one do linii
krytycznej f,. Zaleznosé przemieszezenia wewngtrznego brzegu rury r,=d, od przy-
lozonego cisnienia p, przedstawiono na rys. 9 krzywa ciagla w zestawieniu z odpo-~
wiednimi wykresami otrzymanymi z przytoczonych niZej rozwigzan dla liniowego
warunku plastycznosei.

Ze wzgledu na rozluznienie materiatu krzywe te sa niestateczne. Nie ma zatem
ogdinie jednoznacznoéci rozwigzania. Nalezy jednak przypuszezaé, Ze przedstawione
rozwigzanie jest jedyne w klasie rozwigzan osiowo-symetrycznych i odpowiada
pelnemu plastycznemu plynigetu.

4.2. Zlinearyzowany warunek plastycznosei

Jak widzimy, zastosowanie nieliniowego waranku plastyczno$ei w postaci (4.1)
prowadzi do znacznych trudnoSci przy rozpatrywaniu nawet prostych zagadnied
brzegowych, ktére mozna rozwigzywaé jedynie za pomocg metod numerycznych.
Aby mde uzyskaé rozwiazanie w postaci analitycznej, rozpatrzmy zlinearyzowany
warunek plastycznoéei, aproksymujac okrag na rys. 6 prostokatem ABCD. W sposéb
formalny mozemy dojéé do tego warunku przyjmujac w (3.5) oy =, =1. Oba glowne
naprezenia ¢, =0, i g,=0, moga by¢ obecnie niezaleznymi od siebie funkcjami
gestosci. Zalézmy, ze stan krytyczny przedstawiony jest liniami prostymi OB-—-B8'
i OD—D’ tworzacymi kat ¢ odpowiednio z 0sia gy i 0,. Zaleznos¢ naprezed gléwnych
od gestosci przyjmujemy w postaci

(4.10) -2 :i—i-)’(i—l), £=1+?(£*1),
Pa P

oz Got u

gdzie gg2/o0; =18 @, 00y 1 0y, 53 granicami plastycznodci przy gestosci poczatkowej
Pas 7> 1 za$ jest stata materiatowa.

4.2.1 Odsrodkowe skornczone piynigcie rury pod dziglaniem cisnienia wewngtrznego

Wykorzystujac tak uproszczony warunek plastycznosei, rozpatrzmy skonczone

" plyniecie rury pod dziataniem ciénienia wewnetrznego p zakladajac, Ze nawet
LW prz_ypadku rozwiazania niestatecznego plynigcie to zachowuje osiowa symetrig.
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Przedyskutujemy najpierw przypadek, gdy w chwili poczatkowej caly przekrdj
poprzeczny rury przechodzi jednoczednie w stan plastyczny. Oznaczmy jak poprzednio
poczatkowe wartosci wewnegtrznego i zewngtrznego promienia rury przez o i by,
a odpowiednie ich warto$ci w dowolnie rozpatrywanym momencie deformacji przez
a i b. Podobnie przez ry i r oznaczymy promien dowolnego punktu przed i w czasie

Y Yes
\\_ 2 ] ’/
1Y Br C",/
K
\

Gr
».\J‘?\ o' [y 5;‘
// 4 //;Q‘-\h""'-., \’S}l
R I N
|~ i - T
oy H r)\.“
e A a1 P b -‘..,_\\FE‘
// e
re

Rys. 8, Zlinearyzowany warungk plastycznodci w plaskim stanie odksztalcenia

deformacji. Nalezy zauwazy¢, ze analogicznic jak dla punktéw £ i F powierzchni
plastycznosci (4.1) plastyczne plyaigeie nie jest mozliwe dla stanéw przedstawionych
bokami A& i CD. Dla rur o niewielkim stosunku byfa, (ktéry okreSlimy pdiniej)

bedziemy poszukiwali rozwigzania dla stanu napreZenia przedstawionego bokiem AD
warunku plastycznosci (rys. 8). Zgodnie z prawem piyniecia mamy

L do . )
(4.1 = = =——

Z {4.11) wynika, Ze v=const; otrzymujemy zatem proste zwiazki pomiedzy chwilo-
wymi | poczgtkowymi wymiarami rury oraz gestodciami:
a=ag+ot, b=bytof, rerotor,

Fa (1 m‘)
= r Pa= Pa P

(4.12)

gdzie t oznacza czas deformacji, Zatem z (4.12) wynika, ze

. : ot
(4.13) ) . Tg= —3Tgy I—yT .

Rozprawy Iniynierskie - 3
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Pole naprezen otrzymamy catkujac réwnanie réwnowagi (4;2’), wykorzystujac
jednoczesnie wyrazenie (4.13). Po spelnieniu warunku brzegowego o,=0 dla r=5b
otrzymujemy

b of b
(4.14) Or=002 7'_}"]_.1117—1 .

Zalezno$é pomiedzy ciSnieniem wewngtrznym p a przemieszczeniem wewngtrznego
breegu 1y Aw, wynika bezposrednio z (4.14). Przyjmuiac r=a otrzymujemy

b Aday b
P a (73
(4.15) =
’ Po b H]
——1
a

gdzie Adag=1ot, 2 po=0o; (bofao— 1) oznacza poczatkowa wartosé cisnienia
uplastyczniajacego cala rurg. Na 1ys. 9 liniami przerywanymi przedstawiono otrzy-

ping
1%

o/bo=062

a - 005 0,

7

4 090 018 0188 020 04,29
ufag

Rys. 9. Niestateczne krzywe ci$nienie-przemieszczenie w przypadkn skoficzonego plyniecia rury
o stosunku @o/bo==0,2 dla nicliniowego i liniowego warunku plastycznosci

mane z (4.15) niestateczne krzywe, okreslajace zalezno$é ciénienia od przemieszczenia
Aayjay. Obliczenia przeprowadzono dla rury o parametrach takich samych jak
w przykladzie dla nieliniowego warunku plastycznoci (krzywa ciagla na rys. 9):
ao/bo=0,2, tg ¢=0,1010; y=1,5 oraz dodatkowo dla y=5 i 10. Jak widzimy,
liniowa aproksymacja warunku plastyczno$ci pozwala na uzyskanie rozwigzania
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w bardzo prostej postaci, przy czym krzywe cisnienie-przemieszczenie dla obu
rozwiazan leza blisko sicbie.

Rozwigzanie odpowiadajace bokowi 4D jest poprawne do chwili, gdy stan
napreZenia na wewngtrznym brzegu rury osiaga stan krytyczny. Mamy zatem
warunek

(4.16) gp—o.tgpe dla r=a.
Wykorzystujac (4.14) i (4.15), z (4.16) otrzymujemy nieréwnosé

Adag  a Aa,

——1—ct — <0.
- ]nb 1—ctg gty 4 ctg @ <0

4.1 b
(4.17) aﬂ

Dla day,=0, z (4.17) otrzymamy nastepujacy warunek

b
i M L

.
Toz do Toz

bo
(4.18) ——l<ctgp= s
iy
okreslajacy zakres rozwigzania dla boku 4D w chwili poczatkowej. Dla kazdego
stosunku bo/a, spelniajacego (4.18) nierdwnosdé (4.17) pozwala na okredlenie wiel-
kosci przemieszczen Aag, dla ktérych jest poprawne wyzej przedstawione rozwigza-

r G /g
ol

Blog/by=07)

Rys. 10. Profile naprezen w deformowane] rurze o stosunku apfby=0,2 {rozwigzanie dfa boku 4AD)

nie, odpowiadajace bokowi AD. Dla wigkszych przemieszczen stan napregZenia,
W pewnym obszarze rury bgdzie odpowiadaé linii krytycznej. Z rys. 10, przedstawia-
Jacego profile naprezen w deformowanej rurze o parametrach @olby=0,21y=5; 10,
mozemy latwo odczyta¢ kraficowe wartodci przemieszezen, ograniczajace obszar
rozwigzania (4/a,=0,188 dla y=5 i u/a,=0,084 dla y=10).

_ Dla grubych rur, gdy nie jest spelmiony warunek (4.18), nalezy oczekiwaé, ze
.+ uplastycznienie wystapi wpierw przy wewngtrznym brzegu i bedzie sig¢ propagowac
.- ha zewngtrz w miar¢ wzrostu cinienia. Rozpatrzymy zatem obecnie drugi przypadek,
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ody rura jest dostatecznie gruba (boldo >3-+t ¢). Zakladamy, Ze strefa plastyczna
istnicje w obszarze a<r<&, obszay za$ na zewnatrz jest sztywny. Przyjmujemy poza
tym, Ze stan naprgZenia w obszarze plastycznym a<r<¢ jest przedstawiony linia
krytyczng CD—D’, izn.

Oy
(4.19) —L=—tgy,
natomiast dla obszarn sztywnego &<r<co stan naprezenia lezy we wnetrzu po-
czatkowego prostokata ABCD. Z warunku réwnowagi i zaleznodci (4.19) otrzymamy
dla a<r<{

1+tige 7 | 1+tge
4.20) o,=p (1) [ ! (t)] ,  op=—p)ige {a (t)] :

r F

7 zaleznoel (4.10) otrzymujemy wzdr na zmienng ggstosel
y— i a l+tse |
4.21 = a[__-—Jr ~(__) __],
4.21) p=pe| T, TR y
gdzie f=p/oo:.
Pole predkofci mozemy okredlit z réwnania cigglosci

ép  dp (z: dw)
4.22) -E—i——ar v=—p .

rdr

Podstawiajac (4.21) do (4.22) otrzymujemy liniowe, niejednorodne réwnanie réz-
niczkowe

do a it+tge @ a 14+tse
(4.23) “g;{?uler(T) ]+7[y—1~p(~;) tg ¢]+

a\tteeldp p da]
+(T) ["g-i——;(l*}-tgga)-d? =0,

Po scalkowaniu réwnania (4.23) i uwzglednieniu warunku brzegowego v=0 dla
r=¢ pole predkodci w obszarze uplastycznionym ma postaé nastgpujaca’ -

1+lm[dp+p . da][ | 1 ]
a Cljt a ( _i»tg I;D) C” rtg(o_l_érg(a—l

(4.24) - I
y—1+p (7) ]

Na granicy stref dla r=¢ naprezenie o, jest rowne granicy plastycznosct gyos. Stad
z {4.20) wynika

| Lt
(4.25) ‘ p=(£)+ .

ritge—1)

4]

‘Predkosé przemieszezenia wewngtrznej krawedzi rury v, (@)=dafdt moze byt
okreslona 7z (4.24) przez podstawienie r=d. Wykorzystujac (4.25), z (4.24) otrzy-
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mujenyy nastgpujacy zwiazek wyrazajacy zaleino$é skonczonych przemieszezen
wewnetrznego brzegu rury od wewnetrznego cifnienia;

1—3ig ¢
ﬁ 1tige —1

(426 In (;a)zj - .
T Uty ) -1+ —tg ) (55 TTE)

Gdy promien & oddzielajacy strefe plastyczna od sztywnei osiagnie taka wartoéc,
ze bedzie spelniona réwnoséé by/é=1-1-09;/00, (por. (4.18)), to zewnetrzny obszar
ulegnieé uplastycznieniu i stan naprezenia w tym obszarze bedzie przedstawiony
przez bok AD, podobnie jak dla przypadku rusy cienkiej, rozpatrzonej poprzednio.
A zatem w obszarze & <r<b stan naprezenia jest okreslony formutami (4.13) 1 (4.14),
a w obszarze a<r<¢& wzorami (4.20). Na granicy dwéch obszaréw musi byé zachowa-
na ciaghosé naprezen i predkosci; z warunku ciaglodel ¢, i o, dla r=¢ otrzymujemy

I A e [b vt & ]
p—(-‘-ﬂ—) g p ~g+y ¢ Inb_l_’

( d )1 i o 1
{4 —1— ,
Az 7
pdzie v, oznacza stala predkoéc w obszarze £ <r<b. Réwnanie (4.23), poprawne

dla obszaru a<r<¢, po scalkowaniu z uwzglednieniem warunku cigglo§ci predkosci
dla r=¢, daje dodatkowy zwigzek:

(4.27)

a\l+iee

o]
dr r=1+r17; |

(428) 'U:E=711+‘UQT P (higo >
y=14p\

gdzie v, jest okreslone wzorem (4.24).

-.Podétawiajac odpowiednio do (4.28) r=a i r=b otrzymamy dwa rdwnania
rézniczkowe dla da/dt i dbfdt, ktére wraz z réwnaniami (4.27) pozwalaja okresli¢
trzy nieznane funkcje: a (f), b (f) i £ (t) w zalezmoscei od p (¢). Numeryczne obliczenia
sa jednak doéé zawife i dlatego nie beda dyskutowane w tej pracy.

4.2.2. Rura pod dzialaniem cisnienia wewnetrznego; rozwiqzanie dla malych
przemieszezen

Dalsze uproszezenie analizy mozémy uzyskaé ograniczajac si¢ do rozpatrzenia
maltych przemieszczenl i odnoszac rownanie rownowagi oraz Zwigzki geometryczne
do konfiguracji poczatkowej. Zamiast (4.22) moZemy zatem napisac
dp- I d

=gl = —— —(ur),

(4.29) 2T T

gdzie ¥ oznacza male przemieszczenie promieniowe.
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Rozpatrzymy przypadek rury o duzej grubosci, gdy strefa plastyczna propaguje
sie od wewngtrznego brzegu. Wykorzystujac zaleznosci (4.20) i (4.21), okreslajace
stan naprezenia w obszarze plastycznym, z (4.29) otrzymujemy

1 [r2 . pattiee ]
30 O O S —
(43 ) i ¥ 2 (1—tg ga)r“"“’"‘ te *

gdzie ¢ oznacza staky catkowania.
. Spehniajac warunek brzegowy w=0 dla r=¢, pole przemieszczefi w obszarze
a<r<é&, odpowiadajace zageszczaniu na linii krytycznej, przedstawimy w postaci

1 1 - glriee 1 1
(4.31) ﬂr:?{_z“("z‘*ﬁz)“’hﬁ I—tg ¢ lvft”“I T et ]}

Z (4.25) otrzymujemy
1

(4.32) &= »-Htg'l’ .

Wstawiajac (4.32) do (4.31) i przyjmujac r=a, oirzymujemy nastepujaca zaleZnosc
przemieszezenia u, od przylozonego ci$nienia:

[ﬁ“‘” p]}

Oba rozwigzania (4.26) i (4.33) dia skonczonych i malych odksztaicen okredlaja
przemieszczenia wewngtrznego brzegu rury w przypadku, gdy istnieje nieuplastycz-

(4.33) = =--‘_—(1 -1+‘W)+

P/
40

=4
ENIS i / N

- ._ -
I e

015 020 0,25
ufag

Rys. 11. Krzywe cisnienie-przemieszezenie w przypadku propagacii strefy plastycznej w obszar
sztywny rury dla skofczonych i matych przemieszezed |
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niony obszar zewngtrzny (w szezegdlnodei rozwigzania te odnosza si¢ do rury nie-
skonczenie grubej). Rysunek 11 przedstawia krzywe okreflajace zaleino$é =
=ii {§), obliczong dla kilku wartodci y. Jak wida¢ z wykresow, w obrgbie odksztalced
nie przekraczajacych 20% rozwiazania dla skonczonych i malych przemieszczen
leza bardzo blisko siebie.

Analogicznie do dyskutowanego uprzednio rozwiazania dla skoniczonych prze-
mieszczen zewnetrzny obszar sztywny zostanie uplastyczniony, gdy promien strefy
plastycznej £ osiagnie wartodé krytyczna &,, okreflong na podstawie warunku (4.18),
tak ze bedzie zachodzil zwigzek

. by

{4.34) —=l-tclgp.
&
Oznacza to, ze W obszarze zewngtrznym &, <\r <b stan naprezenia odpowiada bokowi
AD i dla obszaru tego poprawne jest rozwigzanie, jak dla przypadku cienkiej rury
rozpatrzonej uprzednio w p. 4.2.1. A zatem przy calkowitym uplastycznieniu grubej
rury w obszarze a<r <&, stan napreZzenia odpowiada linii krytycznej i okreslony jest
wzorami (4.20); natomiast w cbszarze &, < r<b stan naprezenia odpowiada bokowi
AD i okreSlony jest formulami "
r

ty b u
(4.35) T.=0q2 '}’_r"h'] b ‘i’T—'l N Cpg= —0p2 1-*}’7 ,

gdzie uy=const.
Z warunku ciagloéci naprezen o, i g, oraz predkosdci ¥ na granicy dwdch stref,
tj. dla r={¢, otrzymujemy nastepujacy zwiazek pomigdzy & i f:

I M e
(4.36) —t_g; ? =1p ? -1 lnz;—i——g—"l

oraz nastgpujace wzory okreslajace zaleinodé przemieszczenia wewnetrznego brzegu
rury r=a od przyloZonego ciSnienia:
dla a<&<$,

RN Y LJEy (&) |\
4.37) u—*a‘o‘"“?{? Ll— (ao) | + 1—tg @ _(ao) w(ao) ]}’

dla & <&<b

oo et g b))
{4.38) uﬂanﬂy 2 _1-!— wl ) 1tey ;1 a tg o|;.

Obliczenia przeprowadzono dia nastepujacych parametréw:

[ .
—bi=0,05, te =0,1010, y=1,5, 5, 10.
0 .

Wyniki przedstav-vibno na rys. 12. Jak widaé z wykresow, w strefie wewngtrznej
zgodnie z (4.37) krzywe zaleznolci #=4(p) sa stateczne (zageszczenie materialu),
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Rys. 12. Krzywe ciéhienie-przemieszczenie dla catkowicie uplastycznionej rury o stosunku
' dolBo= 0,05

P/ﬁm
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Riis. 13. Krzywe ci$nienie-przemieszczenie dla rury w sztywnej oslonie o stosunku aofbe =0,5
{40]
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natomiast w strefie zewnetrznej &, <r<b rozwiazanie ma charakter niestateczny
(rozluZnienie materiatu).

4.2.3. Rura w sztywnej oslonie; rozwiqzanie dla malych przemieszczen

Zanalizujmy jeszeze jeden przyklad, mianowicie rurg rozpychana od $rodka
ciénieniem p, ktéra na swym zewngtrznym obwodzie o promicpiu b zamknigta jest
sztywna obejma. Mechanizm uplastycznienia takiej rury sktada si¢ z dwoch etapow.
W pierwszym etapie strefa plastyczna o promieniu & propaguje si¢ zgodnie z (4.32)
az do momentu, w ktdrym ¢ osiggnie warto$¢ b. A zatem dla obszaru a<r<& za-
leznodé przemieszezedt i od cisnienia § okreéla wzdr (4.33). Drugi etap plynigeia
nastepuje w wyniku uplastycznienia calej rury, co zachodzi dla warto$el g > (bfa)' +'57.
W celu okreslenia funkcji #=a () dla tej strefy wykorzystujemy réwnanie (4.30),
kidre rozwigzujemy z uwzglednieniem warunku brzegowego u=0 dla r=>5; w wy-
niku otrzymujemy - :

1 J1 [ a)1+1w p2 (a Ltige :
€= e 2 __ 2 2 J— e | —
(4.39) HF 2 -1+ d—ts 0)7 f (b | r) ]

Zalerno$é przemieszezenia wewnetrzoego brzegu rury od przylozonego ciénienia
p otrzymuje si¢ z (4.39) przyjmujac r=a. Mamy zatem

o A

Na rys. 13 przedstawiono wyniki obliczen dla rury 0O agfbe=0,51 y=1,5; 5; 10.

5. EJWAG! KONCOWE

Przedstawione w.p. 4 rozwigzania dla rury grubosciennej przy pominigciu od-
ksztalceni sprezystych maja charakter jakodciowy i ilustrujg mechanizm odksztalca-
nia si¢ rury przy rosnacym ci$nienin wewnetrznym, Interesujaca rzecza jest fakt,
e istnieje krytyczna warto$é stosunku bfa, powyzej ktorej obszar przylegaiacy do
brzegn wewnetrznego ulega zaggszezeniu, obszar zad zewngtrzny rozluZnieniu.
Ten fakt wynikajacy z rozwiazania moze by¢ latwo poddany weryfikacji doswiadezal-
nej. ' 7 -

Druga istotng cechg, mogaca budzi¢ pewien niepokdj, jest niestatecznoé rozwia-
zaf. W pizypadku opadajacej krzywej ciénienie-przemieszczenie nic ma oczywiscie
jednoznacznodci 1 mozliwe sq inne rozwiazania odpowiadajace np. zlokalizowanym
poflizgom wzdtuz pewnych linii nieciagtosci. W pracy niniejszej przedyskutowalismy
jedno z mozliwych niestatecznych rozwigzad odpowiadajace osiowo-symetrycznemu
plynigciu. .

Aby opisaé material, nalezy zna¢ warunek plastycznodei, jego zaleino$c od
zmiennej gestosci, wlasnobci sprekyste oraz prawo plyniecia. W powyzszej pracy
rozpatrzyliémy najprostszy przypadek, gdy jedna funkcja gestodci wystarcza do
opisania materiaty, charakteryzujacego si¢ nieliniowym lub zlinearyzowanym wa-
runkiem plastyczno$ci. Tym niemniej nawet przy tak uproszczonych zaloZeniach
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napotykamy na duZe trudno$ci przy analitycznym rozwigzywaniu probleméw
brzegowych, szczegdlnie przy nieliniowym warunku uplastycznienia lub przy rozpa-
trywaniu skoficzonych odksztatcet,
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Pesrome

HEKQTOPBIE KPAEBBIE 3AOAYN AN 3EPHUCTHIX CPEL
C MACCOBBIM YITPOYHEHWEM

PaccMaTpUBacTCs MOk 3EPHECTON Cpembt, A1A KOTOpOH yclonwe miacTHYHOCTH 3JABMCAT
OT HAMPMKEHHOrO COCTOSHESA W OT MIOTHOCTH, KOTOPAA MOWET H3MEHATLCN, HPH IUIACTHYECKOM
AeQOPMAPOBAEAK. B 3aBRCHMOCTH OT BANPHNKSHHOIO COCTOAHES, MATEPHAT MMKET YIPOTHATHCS
0cnabARTLCS WM KE BECTH cebf KAk WHEANLHO TLTACTHYECKAs cpefi. BRIBOAATCS KOHCTUTYTHBHLIE
YDABHEEHWA [N HECKONLKHX BRIOCH (QYHROEH TeveHWA. B kavecrse mpumepa, ACCAeOyeTCA ILIACTH-
YCCKOC TEYCHHE TONCTOCTeHHOH TpyOLI, mon AeicTBHESM BHYTPCHHETO BABHACHNH JJIH MALIX ¥ HORb-
NIEX TepeMenlcHrH,

SUMMARY

SOME BOUNDARY-VALUE PRGBLEMS FOR GRANULAR DENSITY-HARDENING
MEDIA

Consideration is given to a model of a granular medium which is Hme-independent, elastic-
plastic, with the yield condition depending on the stress state and the variable material density.
Due to density variation, the initial vield surface may expand, contract or undergo more complex
changes, Constitutive rate equations are derived and applied fo the problem of a thick-walled tube
subjected to infernal pressure. Both stabile and unstable behavicur is discussed assuming the axi-
syminetric deformation mode for large and small plastic deformations.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSEKIES AKADEMII NAUK
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