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FALA AKUSTYCZNA W CYLINDRZE ODKSZTALCONYM
W SPOSOB SKONCZONY

ZBIGNIEW W E SOLOWSKI (WARSZAWA)

Dotychczasowe rozw1qzama propagac_]l fal sprgzystych dotycza hmowago mate-
riatu _]ednorc?‘inego Znany jest warunek propagacji nieciggtosci przy édksztalceniach
skonczonych "lecz nie ma dotad zadnych rozwigzan poza przypadkiem, kiedy ‘ma-
teriat § powstate w nim odksztalcenia sg jednorodne. W niniejszej pracy analizuje
sig przypadek, kiedy wstQpnc odksztalcenie ]est niejednorodne. Prowadzi to do
deformowania si¢ powierzchni nieciagloéci w czasie i w konsekwencji do skuplama,
lub rozpraszania promieni akustycznych. Zjawisko to powoduje, Z¢ mozliwe jést
zbudowanie soczewki akustycznej. Zdolnosé skupiajaca takiej soczewki jest ciggla
funkcja wstepnego odksztalcenia. Jeli wstepnego odksztalcenia nie ma, to zdolodé
skupiajaca jest réwna zeru.

1. Zwmzm‘ PODSTAWOWE

Wzory podstawowe ninigiszego punktu podamy tuta] za pracami [1 i 2]. Ruch
ciala oplsany Jest zwigzkami :
(L.1) | X=X,
gdzie X* sa wspdlrzednymi punktu materialnego w konfiguracji naturalnej B,
x! wspblrzednymi tego punktu w konfiguracji aktualnej B, a ¢ czasem.

Tensor odksziatcenia i jego niezmienniki sq nastepujgce:
(L.2) BY=x'  x 45
oraz

1
I, =84, 1, = (I2—B",B%),

3 1 1 1
L= ?B'SBSP By, — ?B."I,Bsp B"ﬁ—? (B3,

Ograniczymy si¢ dalej do niescisliwego izotropowego ciala spreZzystego. Dia

takiego ciala Jy=1, a tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa Ty ma postad
do

a4 Taf=pagy 10X,
gdzie pp jest gestosciq w By, a p dowolng funkcjac skalarna. Potencjal sprezystosci o
jest funkcja niezmiennikéw tensora B, o=a (I}, I, I»).
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Réwnania ruchu sa nastepujace:
1.5) Tr = pr; .

Jedli ciato jest jednorodne, to o nie zalezy bezposrednio od X*i (1.5) sprowadza sig
do réwnania

(e . 2 Ak“rﬂxrflccﬁ_l'?,aXu,kEPR;Ck: '

gdzie '

(l 7) A i — azL W____ -~

S kr T axk axr # i —PRO'_-

Poniewaz W zalezy od x', za posredmctwem mezrmenmkow I (1 Iz, W1Qc .7
mozna doprowadzié do postam

(1.8) _ Ak " JZW1 g,m, ,g,r““—l—ZW2 [Zxk X - Xy, “x Agk x,, gc," f+ L
i A+ g — Bym) 8" 3]+4W11 X, x,,,”—|—4W22 N Xk, ’“kax u)x
x(Ly X =By % B Wi [(I_ 1 X, “— B xp";"):xm,”'—i— X, (I %, " = By, )],

;gdzie _ ‘
sy - WK o VS,

WeZmy pod uwage natoienie malych przemieszezen u* (X% ¥) na cialo B. Odpo-
wiednie wzory dla materialu $cisliwego podano w pracy [3]. Nowy ruch opisany
jest za pomoca funkeji . et

(1.10) . XX ) =X (X Ot (XD
Tak odkszZtaicone ciato oznaczamy przez B*, Dla B* tensor naprézenia wynosi

do " do o ) *'
(1'11) TR k —PR a *k +P*X*a -PR a I T 3 6 'r* ‘urli,ﬁ' _i_(p !p)Xa

Piszac teraz réwnanie (l 3) dla B* i pomuajqc wyrazy mehmowe wzgl@dem ul,
Tnamy

(1.12) (A M= Do X% XP gD 0 X = .
Rozwazmy powierzehnig <5 o _réwnaniu

(1.13) e,

Dla punktu x'+dxt; bliskiémﬁ punktowi x7, odpowiedni czas wynosi

a4y _ t~§—dt—a)(x’—§-dx)—a)(x‘)—|—a) LN dxt

Wezmy z- koiel dxt=Un' dt; gdzie #; jest wersorem: normakym do S; para-

melr U jest z definicji predkoscia powierzehni o. Poniewaz n,=w ,il/ Wy
prezeto z (1.14) wynika, e '

. . . o1
(1.15) U=
' ]/w,rw,r
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Jesli na: powierzchni- & przemieszczenie i jego pierwsze. pochodne sa ciagle,
a drugie pocliodne doznaja skoku, to powierzchnia §jest czolem fali akustycznej.
Zachodzg wtedy zw1aczk1 (por.. [4])

(1.16) [Wlll= a5 o % gy, E{u"llm]}— — Uny, [i]=U"d"

gdzie U jest predkoscia propagacp w B, a n, wersorem normalnym do powierzchni
t—o (x)=0, ktéry okresla kierunek propagacji powierzchni nieciaglodci. Wektor
a* okrefla wielko§é skokéw. Dla ciata niedciSliwego mamy

(1.17) . © i =0!

Tensor akustyczny Q;; jest funqu klerunku propagacp 7;
(1.18) kamAk L Jjn Hy
Predkosdc propagacii U i wektor o' spelniajg réwnanie
(1.19) (@ P TP =0,
gdzie. . ... . TTT R ERR T AR
(1.20) Qo= Qi = 17 Q.

Tensor 4,%F okreéla wige calkowicie réwnania mafego ruchu i whasnosci akustycz-
ne ciata, Dla kazdego kierunku.propagacji réwnanie (1.19) pozwala znalezé predkosci
~ propagacji U oraz wektor &', okreslajacy dopuszczalne skoki drugich pochod-

nych wektora ', Z kolei jesli jest znane U, to (1.15) jest rOwnaniem rozmczkowym
pozwala_]acym wyznaczyé powwrzchme n:ema(giosm jako funkqe czasu.

2. ODKSZTALCENIA OSIOWO-SYMETRYCZNE:

Wprowadimy dwa walcowe ukdady wspdirzednych :

2.1 . F=(, %2, X=(R 6 2Z).

Uktadom tym odpowiadaja né{Stqujace‘tensor‘y metryczne i symbole Christoffela:
' 100 1 00 ,

: . 1 : 2 2 1
N ) : | . 2 . — g —_

RS A R B & {22} " {12} {21} r
(2.3) = 11328 g = 11/?2-28 )] f;k BEA I
s . Eup= X s ET=1- X ) 22(~ s 12 21 R

- Pozestale symbole Christoffela sa réwne zeru.
Rozwazamy wydrazony cylinder o plomlemach poczatkowych A i B. Cylinder
ten poddany jest odksztaleenin oplsanemu za ‘pomoca funkeji

2.4) CVETe, 9=0, =7,

gdzie ¢ jest parametrem defmmaql Zw1azk1 {2.4) odpowiadaja mflacy cyhndra
bez zmiany jego dhugoset. s
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Gradient. odksztalcenia, - tensor odksztalcenia i jego niczmienniki obliczone na
p@dstaww (2.4), (1.2) 1 {1.3} sa nastgpujace:

TRir 00 "R/E@O'o

(2.5) I F"a:.:x“,,: e, 10 o =1 0 #2R2 O,
i NETI 00 -1-,‘ KR : Q '._..Ol. 1
coo e ERE2 00 0 TR 00 0]
(2.6) BU=| . 1ROl By=f . rYR20

o . .1
R 2 L
2.7) | Iy T—fwm—ﬂ =T

_Ograniczymy dalsze rozwaZania do_ materialu. Mooneya, dla ktdrego.
(2.8) W=C(, -3)+Cy(1-3),

przy czym C; >0, C,=0. Caly szereg materialéw typu gumy ma potencjat (2.8).
Zgodnie z (2.5)—(2.7) oraz (1.8) mamy

. . 2y 1 B S
_A}_}=2_C;+2C;(1+R—2) , Aﬁ_zc1 20, -5 T

2

A=20,42Cs75 A A2 A5 A3 A2} 10,

?‘2 rz
A33=2C, r*42C,r?, A§§,=2C1§;+2c2_(1+_—ﬁ),

AB=2C, 74 20,R?, A= d2l= =A13=0,
r2

| 1 1
@9 AB=2CH20 45, AB=20,55 120, 5,

R?. ,,2

A33_2C1+2C2( »{ Rz) Aég:Ag;z..:A;g=Os

s ¥
Afi=Ai3=4Cs 1, Aﬁéfliiﬁ ~2C %,

2 . 2
Aig:Aﬁ:“CZﬁs Agg:Agg:“CZFs
31 13 R ia_ 431 R
A 1—A13 4Cz » A32=Aiaz_2027

Przejdziemy do wyznaczenia x'||,5. Zgodnie z (1.7),, (2.2)i (2.3) zachodza réwnoci

2

s - ) R . . ) R 1 \
(2.10) x'l,, Er—3: X “22:‘“?""'3 xMlaa=0, X3, =";2"_E’ x5, =0.
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Jak wynika z (2.4) dla “odksztaleenid “podstawowego tiaty ¥ =0, Poniewas
zagadnienie jest osiowo-symetryczne, wige p ,=p »=0. Jedynym réwnaniei (1.6)
nie spelnionym w sposéb’ trywialny jest réwnanie dla k=1. W zwiazkach (2.10) .
podano tylko te wmlkoscl x ”a,g, ktore wchodzg do tego rownama

......

funkcje p:
: : . R [R* ?
{2.11) p,1=2(C1+C2)'-F?(?+F —2).

Réwnanie to mozna hatwo rozwigzad. Rozwigzania tego nie’ podajemy, gdyz
nie jest potrzebne w dalszych rozwaZaniach. :

3. PROPAGACIA POWIERZCHNI NIECIAGLOSCI

Skupimy sig na przypadlfu, kiedy powierzchnia niecigglogei o8 ma of symetrii
r=0. Wersor normalny #, ma wtedy wspoirzedne:

W - L P

(31) niz(‘SiH.,O,COS ,. Sin¢=;:;-_r, CcOs :—:——,
: =131 ¢, U, ¢ @, Ve v, . -g,]/wz —|—'c02‘

gdzie ¢ jest katem, Jakl twotzy ta normalna z 0sig, z. Zgodme z-(1.15), (2. 5) i (2 9)-
mamy teraz S S e
R , . .

[ Ali—sm g+ 437 cos?e, sz—Azzf—-sm gp—i—Azzcos ga,

(3.2 o R ind 33 nc? O S gid g3i R T
Q33mA\33r—23m p+Ajscos%, Q13:Q31:(A13+A13)7 sin g cos ¢,

023=03,=01,=0,,;=0. Co e
Z kolei wyznaczamy tensor Q:}.\_qud_nie z (1.20) mamy ., . ... ..
. R R
Qi = Ai}?sin?’@—;—A cos?p ) (1 —sid?g)—(A13+ 43, )—sm peostp,

2
05,= Aééﬁsm p+A33 cos?p,

2

' R
(3.3) 05,= (A;a—sm p+A33 cos? cp) (1 —cos?@)— (Ai;JrAi’;)—smzqocos ?,
SR ‘

01,=04,= (A;;—sm p-+A43; cos® q)) sin pcos g+
R
4 (A3 443 )ﬁ(l—sm @)sin pcos @,

Q:;ﬁQ;:Q::&:sz:O-' o
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Tensor Q:j Jest wigc tensorem symetrycznym, kt6rego jednym z wektordw wlasnych
jest wektor

3.4 ' ' d =0, ljr, 0)

Mnozac (1.16) przez a, i podstawmjac (3.4), otrzymujemy odpow1adajch mu pred-
kos¢ propagacii:

. ‘ 1
(3.5 o . szFQ;Z..

‘Po uwzglednienin (3.2), (3.3) i (2.9) mamy

) o . _ L
(3.6) U2 :;F {(Cy+Cy) R2sin?p+-(C 2+ C, R cos?p}.

Jesli nie ma WStQpnéj deforrhacji, to R=r i (3‘.6) .redukl'.ljc Isigl do postaci
(3.7 , = UN-=; (C1+Cy),

przy czym predko$E nie zalezy ani od punktu, ani od kierunku propagacji. Wstgpna
deformacja: powoduje uprzywilejowanic. pewnych kierunkow i wyréznia punkty
materialne, .

Zalézmy chwilowo <R (promienidwe $cisniecie, ¢<0). Poniewaz C,+C,>0
dla kazdego ¢, przeto Uz Uy. Jesli r> R (co odpowiada wydeciu ¢>0), to U< Uy
dla kazdego p. Dla danych R i r ekstremalna wartosé U JBSt os1agm@ta dla p=m/2.
Dla r< R jest to miaksimumm, a dla »> R minimum.

Podstawiajac (3.1) do (3.6) i (1.15) otrzymujemy rowname rozmczkowe na
funkcje w (r, 2) okredlajaca front fali (1)

2
(3.8) ;3 {(C1+Cy) R"a)f~l~(C1 PP+ Cy RN wi}=1.

Podstawiajac teraz R*=r2—¢ i oznaczajac Uy j'ak we wrorze (3.7) inamy

oo s begada

gdzie wprowadzono oznaczenie
(3.10) | Mo—22
' T T O G

Nicliniowe réwnanie (3.9) najwygodniej jest rozwiazaé metoda malego para-
metru. Traktujac ¢ jako taki parametr ograniczymy obliczenia do dwdch pierwszych
przyblizen

(3.1 - o D=0 D+t (@, 2),

(') Indeksem # Iub z oznaczono rézniczkowanie czastkowe wzpgledem r Iub z.
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co po podstawienin do-(3.8) prowadzi do wzordw

(3.12) , L UR@HGH=1
Oraz

0 1 1] 1 .1 ’02-. -03
(3.13) o | » Z(m,w,.—]—wz.wz)=72“(‘w,+sz).

Interesuje nas szczegdlnie powierzchnia nieciagtosci, ktérej w chwili 1=0 odpowiada
réwnanic z=0. Na podstawie (3.12). otrzymujemy dla zerowego przyblizenia

1
=T 2

2o

(3.19)

Bez zawgzania ogdlnosci omaw1ane_] teorii pominigto tutaj s‘[al:ac calkowama
Podstawm]ap teraz (3 13) do (3. 12) mamy kolejno
1 M

1
' ' ' L= =
(3.15) b=z s b 27

T, “TE0)-

Poniewaz z zatozenia dla 7=0 powierzchnia nieciaglosci jest plaszezyzng z=0,
wige g (r)=0. Ostatecznie z dokladnoscia do wyrazéw liniowych wzgledem. ¢ réw-
nanie powierzchni niecigglodci jest nastgpujgce:

: . .
(3.16) t=w(r, z}, w=——( M)z.
Uy
\ 110

10 | =i HE ' - — o

sl g P ‘ =l

Al e v sl \ t-8

P ,/ =7 7L _ \ . t=7

5L // I‘:ﬁ‘ 5 | \_ ) f=5
s 5 4+ -5 Syl =5
N Y - ™

L] ~
Pl - P R et 4
'—‘/ -~ _

(37 i R fz{i’ 3 | 7\-»____‘ f-—xj'

2L B t=7 2L T =

P | -7 7 e = =1

/ 2 o4 ! 2
a r/a
Rys. 1 Rys, 2
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Na rys. 1 przedstawiono kolejne fronty fali; gdy r=1, 2, 3, ..., dla materialu
okreslonego stosunkiem C,/C;=0,5, Zalozono, Z¢ promien wewnetrzny a zwicksza
sig 1,14-kroinie, czemu odpowiada ¢=0,3. Asymptoty frontéw fali leza kolejno na
powierzchniach z/Uy=1,2,3,... i sa frontami fali w walcn nieodksztalconym:
(c=0). Jest rzecza widoczna, Ze walec taki zachowuje sie tak, jak soczewka skupiajaca.

Na rys. 2 przedstawiono kolejie fronty fali dla tego samego materiatu przy zato-
Zeniu, Ze ¢=1),3, Walec taki zachowuje sig tak, jak soczewka rozpraszajaca.

- Zgodnie z (3.16) i (1.15). predko$é propagacji jest nastepujaca:

" el M
3.17) ‘ Ue UN( 2ﬁ_a_)

4 MALE DRGANIA

Rowname (1.12) okresla male drgama oérodka Przez: podstanenle do nich
tensorow A,%*, okredlonych przez (2.9), i dodanic réwnania niesci§liwo$ei mozna,
uzyska¢ odpowiedni uklad réwnant w wyraZnej postaci. Taki uklad réwnaf otrzy-
mano na innej drodze w pracy [5]. Dla drgan skretnych

{4.1) : ' wy=uy=0,. uy=uv{r z £}

sprowddza si¢' do postaci
PR 4R\
(4.2) 2(C,+C)), T Ve T 31‘—2; =2 'v,.—l-F MFT —1je|+
R?
+2 (Cl + _F_;__CZ) ‘Uzz:p?)rt ]

a rdwnanie niesciéliwosci spelnione jest tozsamosciowo.
. \ . . . :
Przemieszczeme (4.1} nie powoduje zmiany skladowych temsora maprezenia
z wyjatkiem skiadowej t*2, ktérej przyrost jest proporcjonalny do v,— 2@)/}* Ponie-
waz na r=aq i b nie ma obcigZenia, wige
T

(4.3) 0,~2—=0, r=ab.

B
Podstawiajac do (4.2) r>—¢ na miejsce RZ, znajdziemy réwnanie rézniczkowe

1 1 -3 4
‘(4'4) U; (‘arr - wr+z’zz) ﬁﬂ,:;—{—Cth, —2 (?"rr+ L.mlvr' - _;im‘a_ Mvzz-) =0 H]
przy czym Uy oraz M okre§lone sg przez (3.7} 1 (3.16), Rowname (4 4) _]E:St rownaniemn
Scistym.
WprowadZmy na miejsce zmiennych #, z, f zmiénne £, #, o okreSlone w sposob

nastgpujacy:
{4.5) E=r, n=z, o=t-w,I),

przy czym zgodnie zl(3.16) powierzchnia o=0 jest powierzchnig nieciagloéci.
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Roéwnanie ruchu (4.4) mozna teraz napisaé w nastepuisce] postaci:
‘ o c ) cMy. L ik 2 c
4.6) 1-Uzi{1— Pl w, —{1— pen W [0 2011 — Py @ Vgat

.cM c cM 1 3 .
L T [ N AT

r
) c cM 1 3 4
- Uz 1“_—?2— Vee I“jﬁ;_z— Uyp T —7+FC ‘vf—;cha =0,

Zgodnie z (3.9) wspélozynnik przy v,, jest rowny Zzeru.

Na powierzchni ¢ =cofist druga pochodna v wzgledem ¢ moze wiec byé nie-
ciagla, sama za$ funkgja v, jej pierwsze i drugie pochodne wzgledem ¢ i 4 s ciagle.
Jedli po jednej stronie powierzchni o=0 mamy =0, a po jej drugiej stronie o0,
to powierzchunia ta oddziela obszar zaburzony od niezaburzonego.

PoniewaZ o (r, z) zostalo wyliczone z doktadnosécia do ¢ w réwnaniu (3.1),
przeto wszystkie wyrazy przy ¢? i ¢® nalezy odrzucié. Otrzymujemy w ten sposéb
rownanie przyblizone

¢ ¢ 4c
(4'7) —2—3“MZ'U].0.+2 1_—2M i)zo-_;——‘fMZTJﬂ.-“*

r 2r ¥

¢ ¢ 1 Jel 4de
— Uy lﬁ-?z— D 1—;"2—M vzz+? -1 Jr'r—z %Y =0
oraz
i (1 55 )

(48) V=9 ?',Z,Z—"i]_; 1+_2r—2

W celu znalezienia funkcji v w poblizu powierzchni niecigglodci ¢ =0 (w obszarze
zaburzonym) mo’na rozozyé v na szereg potegowy wigledem o

4.9 V=g g 0+gy 0% ...,

gdzie g, k=0, 1, ...; ich pochodne sa claglymi funkcjami zmiennych r i z. Ponie-
waz na o=0 funkcje v,v, ..., 7,9, sa ciagle, przeto

(4.10) go=g,=0,

Podstawiajac (4.9) do (4.7) i przyréwnujac do zera wspdlezynniki przy kolejnych
potegach o otrzymujemy uktad réwnaf rézniczkowych, z ktérego mozna latwo

wyznaczyé funkcje g,, &3 ... . W szezegblnoscl mamy nastgpujace réwnanie na
funkeje g,

4 o8, ( c ) g, 1
(4.11) _FMZ}T‘JF 1 P M 5y 4-*FMzg2=0.

‘Funkcja 82 (r, £) nie jest wiec stala. Stad wniosek, 7e skok pochodnej v, na o==0
nie jest staly, a jest funkcjy zmiennych r i z.

Rozprawy Inzynierskie — 19
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Przejdzmy do znalezienia drgan, ktdrych powierzchnie fazowe pokrywajg sig
z rodzina powierzchni  (r, z)=const. W tym celu przedstawimy v W nastepujacej
postaci: '

(4.12) o=y (r, 2) """,

gdzie v jest dowolnym ustalonym parametrem, Podstawiajac (4.12) do (4.8) mamy

, ) C 3
#.13) Uy (1 - ;) ¥+ UN(I - ;M) srfzz+[UN (— 1 +r—2)+

. c 1 ) ¢ 4¢ .
+2zv? Mz " ¥.—-2vtl— 22 !I’Z—-F [Uy+ivMz]P=0.
Réwnanie powyzsze mozna otrzymad réwniez na innej drodze przez podstawienie
do (4.4) funkcji :

4.14) w=(r, 7)o D,

Przy takim postgpowaniu nie mozna jednak otrzymaé réwnan 4.7 - (4.9), ktore
ilustrujg zwiazek miedzy propagacia powierzchni nieciaglodci a matymi drganiami.

Réwnanie (4.13) jest bardzo zlozone i otrzymanie ogélnego rozwigzania jest
bardzo trudne. Poszukiwanie takiego rozwiazania byloby jednak zupelnie niecelo-
we, gdyz w (4.13) zgodnie z poprzednimi zaloZeniami pominigto wyrazy z WyZsZyrmi
niz pierwsza potegami c¢. W zwigzku z tym poszukujemy rozwigzania w postaci

4] 1
(4.15) Pr, 2= (r, 2)+ ¥, 2).
Po podstawienin (4.15) do (4.13) otrzymujemy dwa réwnania:
0 I o o o
(4.16) Uy (‘Prr - w.-- ‘PZZ) =2y, =0
oraz

1 11 21 1
417 Uylw,. — ¥4, — 2, =
Upfo 30 4 o o iv 2z0 o

s\ W W MY S M —P ).

F ¥ r F ¥

o}

Rozwazmy najpierw przypadek, kiedy ¥ nie zalezy od z. Ogdlnym rozwigzaniem

(4.16) jest w tym przypadku
. . 0

(4.18) w=D +D,r?,

gdzie D, i D, sa stalymi catkowania, a réwnanie (4.17) sprowadza si¢ do réwnania

1 11 1 1
_(4.19) Uy (SF’,,, - ‘Ifr—i—quz) — 20, =AUy D, [r*—4ivMD, z[r*
Mozna stad wyznaczyé rozwiazanie szczegolne:
1 Dy M 1
{4.20) : W =—tD, — | 2vzinr—y*r{ln?r~Inr+j|.
) #2 UN 2
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Jeshi przez P (r,z) oznaczy¢ dowolne rozwiazanie réwnania jednorodnego,
otrzymanego z przyrownania lewej strony (4 19) do zera, to zgodnie z (4.12), (4.18)
i (4.20) funkcja

(4.21) ' | v=AexpivltwﬁE]1;(l+ M) ]

D, M 1
(422) A=D +Dzr2—|-c{P(r z)+ +T{21vzlnr —7 r(ln r—Inr4+— 5 )]}
N

jest rozwigzaniem zespolonym. Rzeczywista cze$C i zespolona czesé tego rozwig-
zania s réwniez rozwigzaniami i przedstawiaja drgania propagujace sie tak, jak
fala nieciggtoéci. Powierzchnia stalej fazy drgan (4.21) jest okre§lona réwnaniem

1 c
(4.23) t ——ﬁ (1 - FM) z=const

lub i zgodnie z (3.16) réwnaniem
(4.24) 1—w(r, z)=const.

Powierzchnia stafej fazy porusza si¢ wige jak czolo fali. Wynika stad, Ze predkosdé
fazowa jest réwna predkodci propagacii i niezaleZna od czestosei drgafi v. Drgania
(4.21) sq drganiami bez dyspersji.

Powroémy do analizy réwnania (4.6). Jak podkre$lono wyzei pierwszy wyraz
tego rownania jest réwny zeru. Sume nastgpnych dwu wyrazdw mozna uznaé za
pochodng funkcji o, wzdiuz pewnej krzywej / lezacej na powierzehni 6=0 {por.
np. [6]). Parametryczne réwnanie tej krzywej jest nastepujgce:

(4.25) E=a(z), n=§@), o=0_
Iub zgodnie_ z (4.5)
(4.26) r=at), z=pG), 1=y().
Mamy wiec
do. c 48 ) oM
(4.27) };:Uj(l——r;)a),., E=UN(1—7)COZ.

Wektor (w,, @,, —1), ortogonalny do o=0, jest ortogonalny do rozpatrywanej
krzywej I, gdyz lezy ona na powierzchni 0':0. Stad

do ag dy

(4.28) W, g%‘ W5 =0,

co zgodnie z (3.9) i {4.27) prowadzi do zwiazkow

dt
—=1, i=1.

(4.29) -

Zamiast parametru ¢ mozna wige w dalszych zwigzkach podstawié ¢ traktujac te
wielko$§¢ jako parametr.
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Podstawiajac (3.16) do (4.27) i (4.26) mamy z dokfadnoscia do wyrazéw linio-
wych wzgledem ¢ nast¢pujace réwnanie:

do B dp ( cM)
o T UneM s, = UL 5]

(4.30)
0 1
Przedstawiajac o= O(.—E—C;t, f=p+ef i rozwiazujac réwnanie (4.30) metodg kolej-
nych przyblizen mamy
1 1 i
(431 a@=ro—cUyM H—CU2 ) 2, BO=zy+ UNI—ECUNM";“ t,
0 .

0

gdzie vy i 2, 88 Wspolrzqdnyml punktu lezacego na I Powierzchnia o=const jest
charakterystyka réwnania (4.6), natomiast krzywa / jego bicharakterystykq. Krzywa
m, kidra jest rzutem bicharakterystyki / na plaszezyzue (r, z), jest promieniem
akustycznym. Réwnanie promienia okresla (4.26) 1 (4.31).

Zrézniczkujemy (4.6) wzgledem o. PoniewaZ pierwszy wyraz jest réwny zeru,
mamy (zakladamy, 7€ 0, ... zostalo przedstawione jako funkcja & i #)

¢ e
432) 2 I——r—; 0 Vgget2 1—7;' € Vpoot

c cM 1 3
L D e e ST O
c e 1 + 3 4
— (1 - —]E) Vego —(1 - ,—rz )v,,,,g+7 (l s c)faga—f—”}? v, =0,

Réwnanie to ma by¢ spetnione po obu stronach powierzchni nieciggtosel. Poniewaz
skoku doznaja jedynie pochodne stopnia co najmniej drugiego wzgledem o, wigc
uwzgledniajac (4.27) - (4.29) oraz podstawiajac (3.16), mamy

d z
4.33) ZE (o0l t4cMUy pry [vse]=0.

Przed przystapieniem do rozwigzywania tego réwnania nalezy wyrazi¢ z oraz r
na krzywej m przez ¢ zgodnie z (4.31). Jesli roztozymy [2,6] =[%selioC (¥eellss
to wystarczy podstawi¢ do (4.33) tylko zerowe przyb’liienie (4.31). Mamy wigc

d zZe+ U,
(4.34) d (ol + 4cM Uy P [[faa,,]} 0,

2cM 1
ry Zor"’i UNIZ 3
o 2

skad wynika

Y

(4.35) [vge]=Hexp [ -

gdzie H jest dowolnym parametrem statym na promienin. Rozwiazanie (4.35)
nzasadnia termin «promien». Jesli mianowicie w pewnym punkcie promienia Tamy
[2,s0=0, to H=0 i na calymy promieniu [[v,[]=0. Za ckranem zaopatrzonym
w szezeline istnieje zaburzenie tylko na tych promieniach, ktére przechodzg przez
szczeling. ‘ ‘
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Zwiazek (4.27) pozwala wyznaczy¢ predkosé promieniowa U,. Funkcje (4.27)
sa jej sktadowymi. Podstawiajgc (3.16) mamy

cM cM
{4.36) ' U,=Uy 1—7; Uy 1—;5 .

7. dokladnoécia do wyrazéw liniowych wzgledem ¢ mamy wiec U,=U [por.
(3.17)]. Na .ogét jednak U,>U, przy czym réwno$é zachodzi tylko w przypadku,
kiedy m jest ortogonalne do powierzchni nieciggtosei,

5. DRGANIA % ODBICIAMI

Jesli predkosé fazowa zalezy od czgstosei drgan, to czoto fali nie moze pokrywad
si¢ z powierzchnig stalej fazy dla wszystkich czesto$ci. W tym przypadku podsta-
wienie (4.12) prowadzi réwniez do rozwigzania, jednak wyrazonego w niedogodnej
postaci. W zwiazku z tym poszukujemy rozwigzania w postaci

5.0 ‘ =0 (1) e* 5+,
gdzie @ jest funkcja r, a u oraz v ustalonymi dowolnymi parametrami. Podsta-
wiajgc (5.1) do (4.4) i vwzgledniajac réwnoéé R?=r?—¢ mamy
, el 1 c\ 4 ¢
(5.2) Us l—ﬁ P - 1-3F @ -y 75@ -
’ c
— Uz (1 — ?M) Bv2AP=0.
Réwnanie to rozwigzemy meiodq malego’ parametru ograniczajac sig podobnie
jak w punkcie poprzednim do wyrazéw liniowych wzgledem e¢:
¢ R 1
(5.3) D(F)=D(r}+cd(r).
Zgodaie z (4.5 1 (4.6} otrzymujemy

0 i o

0
(5.9) 45"—7@5’—;—ic245=0
oraz
1,11 1 I 1o 3 o 4 o o
(5.5 @' — P +iPp=— | O — P+ D M|,
¥ r r ¥

gdzie wprowadzono oznaczenia

vz
(5.6) e = — u?,

Uy

Parametr ten jest rzeczywisty, jesli v/gz Uy Iub urojony, jesli v/u< Uy. Réwnanie
(5.4) moina sprowadzi¢ do réwnania Bessela, a jego 0gdélnym rozwiazaniem jest
funkcja

.7) D=D, 17y (k1) +-DyrN, (x7),
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gdzie D, 1 D, sa staltymi, a J; N, funkcjami Bessela i Neumanna pierwszego rzedu.
Dla rzeczywistego x funkcje te sa rzeczywiste. W przypadku kiedy r jest uréjone
{k=ip)

' v
5.8 =yt ——
(5.8) VIS H T
rzeczywistym rozwigzaniem jest funkcja
0
5.9 @ =Dy vl (pr)+D,rKy (yr),

gdzie K jest funkcja MacDonalda. Przypadek x=0 rozpatrzymy dalej.

W celu znalezienia drugiego przyblizenia nalezy podstawié¢ (5.7) lub (5.9) do
(5.5) i rozwigzaé réwnanie nigjednoredne. Odpowiednie zwiazki sa bardzo skomphi-
kowane i wymagaja oparcia obliczen na metodach numeryczaych lub przyblizonych.
W zwigzku z tym dla x# 0 nie bedziemy analizowali przypadku ogélnego ogranicza-
jac sig do analizy drgaf w walco wstepnie nieodksztalconym, ktéremu odpowiada
c=0.

W tym przypadku (5.7) (lub {5.9)) jest rozw@zamem Scistym, a warunek (4.3)
sprowadza si¢ do warunku :

(5.10) Dy [redy (k) —{x+1DJ | (kr)}+-D, [reN, _(rcr) —(e+ DN, (xr)]=0 dla r=a,b
lub . )
(5.11) Dylrcko(wer)— (ke + D L)+ D0 —reKo(wr) — {k+ 1D Ky (x1)]=0 dla r=a,b.

Lewa strona warunku (5.10) dla kazdych D, D, ma nieskoniczenie wiele mieisc
zerowych: rg, K=1,2, .... Je$li a==ry, b=ry, to (5.10) lgcznie z (5.1) okreéla drgania
walca wolnego od obciajenia na powierzchniach bocznych. Dla takich drgan v/u
jest predkoscia fazowa Up. Poniewaz parametr x jest rzeczywisty, wigc Up>>Uy.
Nalezy podkreslié, ze w przypadku ux=0 drgania nie zalezg od wspdhrzedne] z
i Up->co, :

Rozwigzania (5.7) 1 (5.9) pozwalaja zbudowaé dalsze, jakosciowo inne rozwig-
zania. Biorac D,=iD, (lub wprowadzajac funkcje Hankela H{’(cr) i HP (1r))

0
mamy zgodnie z (5.7) zespolone @. Przedstawimy je w postaci wykladniczej i pod-
stawiajac do (5.1) otrzymujemy drgania
o "
(5.12) v=|d| el (arg & - ez v1)

Linfe stalej fazy sa tutaj krzywymi na plaszczyZnie r, z. Dla D,=D, funkcja |cgf
jest funkcja monotoniczng.

Przejdziemy teraz do przypadku, kiedy p oraz v sa takie; 7¢ zgodnie z (5.6)
mamy k=0 W tym przypadku rozwigzaniem réwnania (5.4) jest funkcia

0
(5.13) H=D,+D, 2.

Dla Dy =0 mamy skrgtne drgania walca, przy czym modul przemieszezenia 7,1]/g_1I
jest proporcjonalny do odleglosci od osi r=0.
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Podstawiajac (5.13) do (5.5) otrzymujemy nigjednorodne réwnanie rézniczkowe
1” I 1,.— D1 (4 __|_,2M) Dz(g 5 )
(5.14) P = | b s \pE et M)

Rozwigzujgc je metodg uzmienniania stalej mamy

1 1 1
(5.15)  @=E;-+Ey’+eD; [ ~aat #*MIn r] +eb, [4111 = p2Mr?In r] ,

2r 2

gdzie K, 1 E, s3 nowymi stalymi catkowania,
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Pesrome
AKVCTUYECKA A BOJIHA B KOHEUHO AEPOPMHUPOBAHHOM IIMIMHIPE

Honbiit HEIdagp Kpyriaore cededrs NOLBEpiKEH KOHeMHoMYy pacitupenwlo. Hanpsmrenmoe
COCTOAHFTC ONPCOCNSSTCH WCXONA W3 IPCAHONONCHHUS, WTC UHIHHAD BEUIONHCH H3 MATCDHAIZ
My=nr, PaccMaTpmBaeTCsS pPachHpoCTPaBSHES OCCCHMMOTDIYHON aKYCTHYCCKOH BOTHEI BHONB OCH
uEnunApa. Jius DOBCpXHOCTH paspriBa NMOXYIEHO HEIWHEeHHoe mpmddepemimansmoe ypasHCHHE
M HO METO/Y MAIOTO HAPAMETPA BHYHCHEHET JIBA TEPBBIX MREOIMKeEHS OPMBE 3T0H TOBEpXHOCTY
T & ckopocTR pacnpocTpancHnd, [fokaszago, 9T0 B CiIydae, KOTAA PaARyC DHAREAPA YECIIHYHBAETCA
(YMEHLITASTCH) B XOHS MPEHBADATENBGHOIO HedopmupoBanus, NMEMAHAD OpwobperaeT 1o OTHO-
LHEHKI0 K AKYCTHYIECKAM BomHaM Qokycrpyiomue (paccewsarougde) cpoicraa.

Wcxops w3 ypasHenn# MameX gedopXkanwi, HANOKEHHEIX HA KOHeIHble AcopMardH, Hoiy-
YEHE! YPABHCHAS ORXApaKTePUCTHK W AKYCTHYECKHAX Ny4eH, a Tawke oipefeneHsl Gazossie B Iy~
yenhie CKOpocTH. OOBApYXKEeHEl HeXOTOPLe GopMbl Xonebangit W FHCHEDCEEH,

SUMMARY
ACOUSTIC WAVE IN A CYLINDER SUBJECT TO FINITE DEFORMATION
A hollow circular cylinder is subject to a finife inflation. Assuming the cylinder to be made of

the Mooney material, the state of stress is deterimined, The propagation of an axi-symmetric
acoustic wave propagating in the direction of the axis is considered. A nonlinear differential
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equation for the discontinuity surface is obtained. Two first approximations of the surface and the
propagation velocity are calculated by means of the perturbation method. It is shown that when
the radius of the cylinder increases (decreases) in the process of initial deformation, the cylinder
behaves as a convergent (divergent) lens.

On the basis of the theory of small deformations superposed on finite deformations, the equations
of bicharacteristics and the acoustic radii are found, and the phase and radial velocities are determin-
ed. Certain modes of dispersive vibrations are also derived.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNYKY
POLSKIET AKADEMIT NAUK

Praca zostala zlozova w Redakcji dnia 19 kwietnia 1972 r,





