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NAPREZENIA W OTOCZENIU OBWIEDNI CHARAKTERYSTYK W STANIE
GRANICZNYM OSRODKA SYPKIEGO

JANINA OSTROWSKA i JAN RYCHLEWSKI (WARSZAWA)

1. Mozliwos¢ wystgpowania obwiedni charakterystyk w rozwiazaniach quasi-
liniowego ukfadu réwnan plaskiego plynigcia cial idealnie plastycznych znana jest
od czasu, gdy L. PRANDTL podal swe rozwigzanie dia warstwy [1]. W ostatnim
okresie pojawily sig-rozwigzania innych zadar, zawierajace obwiednie, np. [2 i 3].
Stan napre¢Zenia w otoczeniu obwiedni posiada osobliwosei i byt przedmiotem rozwa-
zan w pracach [4 1 5]. W pracy [4] wykryto gléwne wyrazy okreélajace stan napreze-
nia, a w [5] podano metodyke poszukiwania dalszych wyrazéw rozwinieé w szeregi.

W niniejszej pracy pokazemy, Ze metodg szeregéw potggowych uzyta w artykule
f6] mozna Iatwo przystosowaé do opisu rozwiazania w otoczeniu obwiedni. Pozwoli
ona na podanie prostych rekurencyjnych wzoréw opisujacych stan naprezenia
w otoczeniu obwiedni charakterystyk danej przez swe réwnanie naturalne.

2, Niech C bedzie krzywa okreSlona przez réwnanie naturalne

2.0 R=R(A), docigld, RWN#0,
gdzie R jest promieniem krzywizny, 4 parametrem dlugosci -wzdtuz krzywej C.
Przyjmujemy ukiad wspéirzednych krzywoliniowych 1, p przedstawiony na rys. 1.

Jest to tzw. «uktad wspotrzgdnych warstwy przyéciennej» ; p oznacza odlegtosé punktu
od krzywej C.

Rys 1,

Réwnania opisujace stan graniczny w o$rodku idealnie plastycznym izotropo-
wym 1 jednorodnym dla proceséw quasi-statycznych napiszemy w postaci réwnan
rownowagi:
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H

) 5

i warunkn réwnowagi granicznej Coulornba-Mohra

(2.3) (02— 0pp)* 405, = (0,1 022) sin g+ 2k cos p]*,

gdzie 0,4, 0,, 1 0;, sa sktadowymi fizycznymi tensora napreZenia w uktadzie 4, p;
¢ jest katem tarcia wewngtrznego, k kohezjg, F,, F, sktadowymi sit masowych.
Niech na C okreflone beda

(2.4) Gop (A O =N, (1), o4, (4, O=T5 (A);
stad

;’Ui‘a

2
Jﬁ,l,ﬂ._}_(l—i_ _R) alp,p+ Jﬂ,p—’_Fﬁ. (1+
2.2)

|

p 1
(1 -+ 7{—) Gop, D+alﬂ,ﬂ+F (0p—0a:) +F, (1 +

02 (hy O)=No (142 18 9) 1 26 tg -+ 20 V(L1 1g” 9) [(No & 9+hP—T3], s=21.

Wzdr na a,; (1, 0} mozemy réwniez napisaé w postaci

2.5 oald, 0)=No 14202+ 2kD- 26 V (14 D2) [(No D-+k)2—T3]=50 (2, 0),
gdzie przyjeto oznaczenie
d=tgp, &=0 dla ¢=0.

Korzystajge z ukladu (2.2) i (2.3) otrzymujemy nastgpujace wyraZenia na pierwsze
pochodne na C:

, Lo To
o, p]p=0=—(S0+2+[FA}p=O )

[Jﬂ.o, .o]p (T _I_ ( S0)+{ ]r) 0):
AL+ B) T,
[Uﬂ'}-,ﬂ]‘J:O_, N() 2@ (N() @+!) [ lp,ﬂ
Sp— No-26b (S, B-1K)
So—No— 20 (Ny o110y [omoli=e

{2.6)

]p=0+

gdzie przecinek oznacza réFniczkowanie funkcii jedne] zmiennej A.

Jesli |Ty| <N, D-+k, to dane funkcje (2.4) i (2.5) formutujg poprawnie postawio-
ny problem Cauchy’ego dla ukladu (2.2), (2.3); jego rozwiazanie w postaci szeregéw
podanc w pracy [7], a dla oérodka idealnie spdijnego w pracy [6].

Jezeli [Tol=N, &-+k, to

So=Ny (142054 2k,

So—No+20 (So P+K) _ |

2.7

So—Np—2® (N @+k) 1—D°
So—No—28 (Ny ®+I)=0.
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Jesli ponadto [, ,],—¢=0, to pochodna 6;, , na C jest nieokre§lona, a sama
limia C jest charakterysivka uktadu (2.2) i (2.3). 7
Przedmiotem naszego zainteresowania bedzie przypadek

[Tol =N, P+k,

@.8) 2
[G'Zp, p]p=0: - (S0+R TO"{_{FA].D.:O)?&O -

Gap— 20 e . .. .
=00 i linia C jest obwiednia charakte-

Przy tych zaloZeniach o;, ,=lim
rystyk. ' o0 P

3. Poniewaz dla ukladu (2.2) i (2.3) szeregi potegowe wzgledem p na 0, o,
ig;, w otoczeniu C nie istnieja, to zmienimy skalg «wiclkosci nieskoficzenie matychy»,
Zaktadamy, e istnieja takie liczby catkowite dodatnie p, s, n 1 ¢, ze dla n=p*/? i dla
kazdego A mamy '

TS,
lim—uﬂs—0=S(/1),
710
3.1) lim 2= =N (1),
=0 ??
lim— 7 =T},
B—=0

tzn. ze

Ga=No (1F20)+2kD+8 (4) #°+o0 (77),
(3‘2) Gon :NO +N (ﬁ‘) ?7"_;"0 (ﬂ") [

Gip=No P+E+T (D y' o ().
Poszukujemy zatem rozwigzania w klasie funkcji uwogdlnionych z osobliwosciami
potegowymi [8].
Symbolem o (x) oznaczono, jak zwykle, funkcje od x majaca whasnosé
0t _

lim
x—=0

Po zamiavie p na » uklad (2.2), (2.3) przyjmie postaé

» 1

7 1 U
P’?(p_l) Gz, JL+(1 + ?)-aip,n+2fjﬂ(p_1J? Ulp+p77(p_1)(1 + _R) FA=0=

n? 1 y°
(3.3) (1 + f) Tpo,uH P "™ (00— 023 +P1" 1 02, 5Py (1 + R) F,=0,

(01— 0, +402,] (14 B2) = [(0pp - 022 D+ 2K

Zaktadamy, Ze sktadowe wektora sit masowych sg funkcjami analitycznymi zmiennej
3, tzn.

(3.4) Fy= Y FPq', F,= ) FPq.
i=0 =0
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Po podstawieniv (3.2) i (3.4) do (3.3) otrzymamy

2
pﬂ(p—l)[{l_]_z@z) N('}_;_,E (Nu @+k)+F§0)]+Ttﬂthl+0 (ﬂp—1)=0,

(3.5) Nnn(n— 1) _% Sp}g“"‘"" l)+pT' ”(P+t— 1)+pr,s) ?](p+s—1)+0 (}j""l) =O,

[(Sry® - Nig"y> 48T Tg'] (1-+ %) — (Sy*+ Niy"y* @*+0 (5*}=0.
Zalozyli§my, 7e S, T i N sg ré6zne od zera. Dziclac pierwsze rownanie przez 5@~ 17
i przechodzac do granicy #—0 otrzymujemy f=p oraz

)
(3.6) T=— [(1+2q§2) Ny (Mo @+K)+ Fgo)]_

Podobnie otrzymujemy \
S§=1/2p, n=3/2p

i odpowiednio ‘

52=—8(Ny ®-+k)(14+8H) T,

(3.7) 2

2
—_— (SJ
N= 3RS 3F

Poniewaz 5230, przeto T<0i (14202 N, —i—— (No @-+k)+F; >0, tzn., 7 krzy-
wizny Ny i Ny sa od siebie zalezne na C.
Po podstawieniun wielkoscei (3.6), (3.7) do (3.2) otrzymujemy

12 =No (14282 +2kB+2¢ [2 (1+D2) (N, B+K)] 2

2 142
XLHQ@%N&%RU%¢+M+F9] PO, e=kl,
4g
(3.8)  Ta=Notox [2(1+8%) (N, B-}-k)]H2 l(1+2@2) N+
2 1/2 2
—i"kg" (Ny @—i—k)—i—FfIO)] pA2 -3 F‘gs) P20 (pY7),

2
=Ny &Lk — [(lJth_:DZ) Ny +“E (N, Q’J+k)+F§°)] p+o(p),

co jest zgodne z wynikami prac [4 1 5] w przypadku @=0 i F,=F,=0, WyraZenia
(3.8) mozna uwazaé za calki przyblizone w clenkiej warstwie otaczajacej obwiednig,
4. Napiszmy rozwigzanie uktadu (2.2) i (2.3) w postaci

au=So D+ D S Wy ',
ie=1

4.1) 0o =No(D+ DN ()7,
i=1

o=To D+ DT D ',
I=1 )

gdzie 5=pi/r,
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~ Jesli podstawowsa nieskoriczenic mala ma by = p’", to wobec catkowitodci
s, n 1t liczba p musi by¢ parzysta, p=21, I=1,2, ..., Stad s=1, n=3/, t=2J. Na pod-
stawie (3.8) dla kazdego / mamy

4.2)

5,=0, jefli v<i,
N,=0, jesli v<3l,
T,=0, jeli v<2i.

Po podstawieniu (4.1} do (2.2) i (2.3) otrzymujemy

4.3)

72 21—1
,7( )

2zqtzf—1f(sg,+2 s, qf) (1+ )Z T, ig= 422
i=1
2

><(TOJF ZTz '?i)‘f“z Ipf2t=0 (I+?) Fp=0,
=1

)Ni gt - 2p - { Z (N, — S)ry]

=1

€0 21
+21;1(2f-1>(r;+2 )-{—2117(2’ 1)(1+4”-~~) F, =0,

=
x -3
AN%E

i

{[ S°+Z(N S)”] +4( )}(1+q52)=

- {[NO+SO +i§ Ni45) rf] ¢+2k}2 :

Z powyiszych réwnafi po wykorzystaniu (3.4) wynikaja nastepujace wzory reku-
rencyjne:

4.4)

1 V+21 {v—210)
= T (ZZSu 21+T Tv—zr+21Fx  » A+l<sv<d,
1 v+21 (v-21} 21 (v—an]
To= = \@S ot Tooarb U FPT0H—- FP70), vizdl,
1 (v (v—2r
Ny= =Ny S, 2T A FSD) | 3 <y<dl,
1{v (v—20 20 v — 41y
N, — _7 ENv—zl_ R Sy- 21+21T 21+21F + F , v=dl,
1
S, =N, (142 dﬂ)“ﬂ{ 2 (Vo= S0 N1 = Sy 1) (107 —
s, )

m=ii1

—-@? (MH+S,,,) (Nv+l-—m+Sv+tkm)]+4 2 :rm Tv+l—m (1+@2)+

m=21

+8 (No @--k) Ty, (14+-B)+2N, 1, [N — S, (1+2§D2)—2k@]}, yl+1.
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Dla oérodka idealnie spdjnego bez sit masowych wzory rekurencyjne (4.4) maja
postaé -~ S o _ ) o
y-+21

1 ' -.
Tv= —7(2[ S\F“EI_EWT T\,_%[), | V>21+1,

1y C2 pot
Nv=_? ——Nv—zl_?svfzt‘l‘yTwu" v=3l,

1 v—1
Sv:th- 2Si} { Z (N'rn'_"Snr)(Nv+[—m'_-'Sv+lwm)+

m=Ii+1
y1-

| +42 .T'l'anvi.-.rl—mgi‘.Sk Tv+1}3 V>l+1 .

m=21
Wykazemy, Ze réZne od zera sa'fylko te S;, N, i T, ktérych numer i jest wie-
lokrotnodcia [ Bedzie to oznaczaé, #e warto$é [ jest bez znaczenia.
Pierwsze rozne od zera funkcie

Tyi= —[N; (1-+2 @%)+— (N ®+k)+F§°)]n
@6 S=[8(No SR (140N ]2,

241 o
N3:="3_ R S, —F

sa zgodne z powyzszym stwierdzeniem. Wystarczy teraz wykazad, Ze dla kazdego n
nie bedgcego wielokrotnodcia I funkcie Tayin Sitw Napen 52 rowne zeru, gdy sa
rowne zeru wszystkie funkcie Taryr Ster Nasse gdzie r jest mniejsze od ni nie
jest wielokrotnoscig /. '

Na podstawie (4.4) mamy
T?.l+rl=05 ) S1+n=0: ‘ N31+u:05

co pozwala przyjaé dalej 7=1. ‘

Ostateczny wynik naszych rozwazaf brzmi- nastepujaco: stan naprezenia
w ofrodku, bedacym w stanie granicznym, w otoczeniu obwiedni C o réwnaniu
naturalnym R=R{1) mozna okrefli¢ nastgpujacymi wyrazeniami:

=N (1F2 842k &+ 3 S, o7,
@7 o a0
. Jpp=N0+ Z Nip'i,fz, : o‘ap:No Q5+]C+ Z Tgp”z,

fes3 i=2

gdzie

- . ' ) 2 ) } .
T,= —ljv;, (142 &)+ Mo ¢+k)+Ff],
{4.8) Si=[—8 (N @+Kk) T2,

2 (1 )
’ N3=_"‘ r'_’”S]_—Fp

3R
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oraz gdzie

1
Ty= ""? (ZS;JFZF;(.I)) 5

o i+2 N
Tim_m—T(ZSg_zﬂL—Ti_z_—l—QF(‘_’"‘)-i-—FU"‘!')), iz4,

: 1/ 2 2
@9 N,.=~7(R Nip = Si-at 20y 2K D — Ff,“‘”),. iz4,

: 1 .
S =N, (14“2@2)“5?{8 (No @+k) (1+D2) (1,4, — DN, )+
L R

i—1 -
'E‘ Z [(Nm"Sm) (Ni+1—m_Si+1~—m) (w1+¢2)_f(Nm+Sm} (N1+l—m+

m=2

+Si+1—;,r) ®2+4Tm Tivsim (l‘f‘@z)}} > i>2-

Mozliwoéé jednoznacznego okreslenia . wspdlezynnikéw rozwiniecia stanu
napregienia w szeregi potggowe wzglgdem n=p'/? §wiadezy o poprawnodci posta-
wionego problemu brzegowego.

Dla ofrodka idealnie spdjnego béz sit masowych wzory rekurencyjne (4.8) i (4.9)
Znacznie si¢ upraszczaja i przyjmujg postal :

. 2k 2 2 N
{4.10) Ty=— NO+E_ . Sy ={—8kT;)¥2, N3=§ S
oraz L

1 +2 o
Ti_—— 28, 2+ T2, jesh _i23,

| (i 2 :
. Ny=—— f—"NiwzﬁSi—Z—}»ZT;—z): jesli - i=4,
@10 ! VR R

1 i—1 -
i= WES(:'{ Z [(Nm_Sm) (Ni+1—m#Si+1—m)+4T;n Ti+1 --m]+
m=2
+81ch+;'}+]\71, jesli iz=2.

Promien zhieznodci podanych szeregdw, bedacy funkcejg A, wymaga oddzielnego
zbadania. '
5. Podamy dwa przykiady ilusiruigce otrzymane wyniki.
a) Niech obwiednia € jest linig prosta, tzn. 1/R (A)=0, wowczas dia osrodka
idealnie spdjnego bez sit masowych ze wzordw (4.10) i (4.11) otrzymujemy

4
7= > _-— I s
i i Sl—zy ¢ 33 Ni 1(1_2) 1 4 124’
5.1 . 5‘1 S, ! S; S
{ . ) Si - 231 {rm [( i m(m_Z) m—.4-) (Si—m+1 - (i_m)z_l'si_—m—ﬂ)

16 f r ] l6k Sr } rr 2
. - Y, f =
m(l—m—l—l) m ernhi i+1 i—1 +i(f_2) S:——4= [ =
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Rozpatrzmy najprostszy przypadek, gdy

. k
NO:IH,—FC, No#0, h, e=const.

Na podstawie (4.10) mamy

k (l 1/2

I, S, =4k E) , N;=0,
a ze wzoréw (5.1) wynika, ze

Tm=]Vm:0: jes'ii m;3: S?.I=09 jes'h ]:13 2; e

Ty=—

oraz ]t
=75 Z SuSiviom  i=5,7,9.

=2

Skladowe tensora naprezenia dla rozpatrywanego przypadku majg postaé

k

a A+, a,m:kmﬂh—p,

o

"
(5.2) :

k ‘1 172 1\3/2 1 ( 1 )5.’2
— i 12 _ — 32 -l — 502
O p )L—f~c+4k_( 211) p 3]((211) p ) I % prE-

Otrzymalidmy w ten sposdb rozwinigeie §cislego rozwiazania L. PRANDTLA dla
warstwy f1],

b) W przypadku, gdy obwiednia charakterystyk jest tukiem okregn o promie-
niu a4, tzn. gdy 1/R()=1/a=const, z (4.10) mamy

. 2k
L=t ).

Jedli ponadto przyjmiemy, 7e No=A21+B, A, B=const, to na podstawie (4.10)

2k 26\ P2
(5.3), Ty=— A—i—T =const, S§,=2|2k A+?' =const,
4 [2k (A 2k )]1/2
Ny= ey -}—7 =const,

a ze wzoréw (4.11) wynika, ze
Tovi1=Noy=85,=0 dla v=1,2,..

Oraz 1
T2V:(_1)v+1 261-,,_.1 Tz:
S
Nayy1=2 Y e S5y dla v=1,2, .0,
(5.4) & Qla _

v—1

1
Srvir= MTSl {2 [(sz+1 = Somi 1) NVayo2pes1— Say—2ms 1)+

m=1

+4T2m Tzv—2m+2}+4T2v T2+8kT2v+2}+N2v+l -
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Stan naprezenia w otoczeniu obwiedni ma postaé:

2%
Tap=k— N0+7 —

' 2%\ |12

{5.5) 1 ( 7k)[ ( Zk)]”z a2
+—2—k_ A—I—EI— 2k A+7 pE.,

4 2K\ M2
app=Az+B+3—a 2k At - P

I ( lzk)[ ( 216)]”2 o
+5ak A+—a— 2k A—f“?" P

6. Opierajac sie na podanych wzorach re'kurencyjnych moina wyznaczy¢ stan
naprezenia w dowolaym punkcie znajdujacego sie w stanie réwnowagi granicznej
osrodka sypkiego. Jednakze otrzymane rozwiazanie jest uzyteczne gléwnie w przy-
padku, gdy interesuje nas stosunkowo cienka warstwa w otoczeniu obwiedni.
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Pesmwme

HATIPSDKEHWASA B OKPECTHOCTH OT'MEBAIOHIEN XAPAKTEPUCTHK
B IIPEAENIEHOM COCTOAHWNA CHIIIVUYEN CPEHOLI

Pacemotpena cammyuas cpena B cOCTOSHEE TMPEAEIEHOIO PABHOBECHS, JINa OmECANMS HAIDSH-+
HCHHOTO COCTONHUA B OXPECTHOCTH OrHOArONIel XApARTePHCTHEK, 3HARNOH HATYPAILEEIM YPABHE-
HUEM, WCHOAB30BAH METO/ GECKOHEUHBIX CTENSHHLX DANOB OTHOCHTENLHO DACCTOSHMS OT Kpas,
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Wasvenerne macmTaba OSCKOHEGUHO. MajiblX BEIHMYAH HO3BOJEAO HOMYYATH II0 ITOMY METORY
TMPOCTBIC PCKKYPPERTHHIC HOPMYIBI ENA QYHXKIEMOUANBILX KOMDQHUASHTOR PAasaOMeHds HaIps-
JRCHHOTO COCTOAHRHS B CTENIEHHBIC pHﬂbI

JUitst cpepnl ¢ HEEATBHBIM CUSIIIeHTSM PACCMOTPEHET ABA #aCTHBIX CIy4asi KPAEBBIX ycnmmﬁ
3aJAHOLIC HA TPAMONEHESHEOM KpPalo A HA CCKTOPE Kpyra,

SUMMARY

STRESSES IN THE VICINITY OF CHARACTERISTICS ENVELOPE OF GRANULAR
MEDIUM IN A LIMIT STATE

The limit state of equilibrium of a granulay medium is considered in the paper. In order to
deseribe the state of stress in the neighbourhood of the characteristics envelope defined by its natural
equations, the methed of infinite power series with respect to the distance from the boundary is
used, After changing the scale of infinitesimal magnitudes, the method makes it possible to derive
simple recurrent formulae for the functional coefficients of the power series expansion of the state
of stress,

Two particular cases of perfectiy cohesive media are presented, concerning a rectilinear and
a citcular arc boundary.

INSTYTUT PODSTAWOWY.CH PROBLEMOW TECH'NTKI
POLSKIEJ AKADEMI1 NAUK '

Praca zostala zlpzona w Redakeji dnia 2 marcad 1972 r.






