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ROWNANIA TEORII DUZYCH UGIEC POWELOK PLASTYCZNYCH

MARTA DUSZEK (WARSZAWA)

1. WsTgp

Rozwéj teorii powlok plastycznych jaki obserwujemy w ostatnich latach umo-
2liwia doktadniejszg i glebsza analiz¢ zachowania sig konstrukcji cienkosciennych
w zakresie odksztalcen plastycznych. Wiele zagadnied takich, jak uwzglednienie
zmian wihasnosci geomeirycznych, spowodowanych plastyczna deformacjg, lub
pewnych cech materiahi, zwigzanych z przyjetym prawem konstytutywnym (np.
nieéciéliwosci dla powlok plastycznych), wymaga catkowitej weryfikacji stosowanych
dotychczas zatozen i wnioskéw wyprowadzonych na ich podstawie. _

Teoria powlok, jak kazda teoria przyblizona, nie jest w stanie uniknaé pewnych
sprzecznofel i niedoktadnoéei; chodzi jednak o to, aby zweryfikowaé zakres do-
puszezalnodei poszezegSlnych zalozef i stosowaé konsekwentnie przyjety stopien
‘dokladnosci we wszystkich podstawowych zwiazkach, pomijajgc wyrazy tego samego
rzedu wielkodei.

Podstawowym studiom w zakresie powlok sprezystych poswiecono w ostatnich
latach szereg prac. Naleza tu m.in. badania Koitera [1 i 2}, JorNa [3], SANDERSA [4],
NAGHDIEGO [5] i WoZniAkA [6], zawierajace rozwazania na temat oszacowas
zwiazkéw geometrycznych i dyskusj¢ réwnad réwnowagi.

W zakresie powlok plastycznych gléwna uwaga skierowana byla na rozwigza-
nie zagadnief no$nodci granicznej na podstawie klasycznych zalozen teorii Love’a-
KircHHOFFA [7]. Przeprowadzona przez DUSZEK 1 SAWCZUKA [8] analiza zalozen
I dyskusja zwiazkéw komsekwentnej teorii poczgtkowego plastycznego plyniecia
powlok z materiatu niefcisliwego wskazuje, Ze zalozenia te sq dostateczne, jedli idzie
o oceng nosnofci granicznej.

Zagadnieniom nieliniowym w  zakresie odksztafcen sprezysto-plastycznych
powlok poswigcono duzg liczbg prac. Dotyczyly one jednak raczej zagadnien szeze-
g6lowych, a nie badaly niesprzecznosci zalozedt ani réwnan wyjsciowych, stosowanych
teorii przyblizonych. Przeglad tych prac zawiera opracowanie LEPIKA [9]. natomiast
WaszezyszyN [10] opracowal konsekwentng teorig i metode obliczania powlok
obrotowo-symetrycznych przy uwzglednienin zmian geometrii “konstrukcii.

Praca SAwczuUka [11] zawiera sformutowanie lagrangeowskiego opisu dla powlok
sztywno-plastycznych .przy duzych ugieciach., Na uwage jeszcze zastuguje praca
E. A. KoLesNIKOwA (23], w ktorej przeanalizowano wplyw pomijania sktadowych
we wzorach na skoficzone odksztatcenia — na dokladnosé réwnar duzych ugieé

plvt,



390 MARIA DUSZEK

Niniejsza praca ma na celu ustalenie réwnan teorii powlok plastycznych z mate-
riatu niescisliwego przy uwzglgdnieniu zmian geometrii. Jest ona kontynuacja
studiow [8 1 11] i celem jej jest podanie uktadu réwnafi teorii duzych ugieé oraz
przedstawienie 1 dyskusja zwigzkow podstawowych dla kilku teorii przyblizonych.
Wyprowadzono réwnania teorii skoriczonych ugieé powlok w ukladzie odniesienia,
zwigzanym z nieodksztalcona konfiguracia powlok, tzn. w opisie Lagrange’a.

W p. 2 podano podstawowe zaleznosci pomiedzy zmiennymi w opisic Eulera
i Lagrange’a oraz sformulowano podstawowe zalozenia opracowywanej teorii
duzych ugigé. W p. 3 przeprowadzono systematyczng klasyfikacie zwiazkéw od-
ksztalceniowo-przemieszezeniowych, specyfikujac ich postaé w zalermosci od przy-
Jetej «geometrii» powloki i dopuszezalnych wielkoscl poszezegolnych skladowych
wektora przemieszezedl. Oceng oszacowan zmiennych uogélnionych i réwnaf réw-
nowagi dla pewnych wybranych teorii przeprowadzono w p. 4. W p. 5 oméwiono
zasady formutowania warunku plastycznodei w teorii duzych ugieé i podano odpo-
wiednie przyklady, W zakofczeniu wyspecyfikowano podstawowe zwigzki dla
poszezegélnych przypadkéw powlok walcowych i kulistych.

Jedng z podstawowych nickonsekwencji w stosowanej dotychczas teorii powlok
plastycznych przy duzych ugigciach jest przyjmowanic zalozen Love’a-Kirchhoffa
przy wyprowadzamiu zwiazkéw geometrycznych przy jednoczesnym  zaloZeniu
‘niedciéliwodci materialu w trakcie okreslania réwnafh powierzchni grapicznej. Za-
gadnienie to odnosnie zakresu poczatkowego plyniecia omawiano w pracy [8].
Jednak wydaje sie, ze sprzeczno$¢ ta szczegdlnie wyraZznie wysteptje dopiero przy
zaawansowanym plastycznym plynigciv powodujacym przemieszezenia ¢o najmniej
rzedu gruboscl powloki.

Gdy zmiany wielkodci geometrycznych konstrukeji w procesie odksztatcenia
nie sa pomijalnie male, konieczne jest odréznianie poczatkowe] konfiguracji ciala
od zdeformowanej. Dotychczasowe teorie duzych ugieé plyt i powlok nie sa w tym
wzgledzie konsekwentne i odnosza pewne wielkosci, np. odksztaicenia, do stanu
odksztalconego, podezas gdy sity wewngtrzne i réwnania réwnowagi definiowane
sa w ukladzie zwigzanym z nieodksztalcona powltoka. W logicznej teorii pole pod-
stawowych zmiennych powinno byé odniesione badz do ustalonego ukladu zwigzanego
z poczatkowsy, niezdeformowana konfiguracja ciata, badz tez do uktadu zwiazanego
z cialem w stanie zdeformowanym. Za opisem Lagrange’a przemawiajg dwa wzgledy.
Po pierwsze, warunki brzegowe formulowane sg zwykle w konfiguracji nieodksztal-
conej, po drugie za§ w opisie tym znikaja tozsamosciowo pochodne materialne ten-
sora odksztalceds w przypadku sztywnego ruchu (por. np. {12]). Przedstawione w ni-
niejszej pracy zaleznodei odniesione sa konsekwentnie do uktadu Zwiazanego z nie-
odksztatcong konfiguracia powtoki. ‘

2. OZNACZENIA 1 ZALOZENIA

Tesli przez X4 i x* oznaczymy edpowiednio materialne i przestrzenne wspSlrzedne,
a przez G, | g;; tensory metryczne odpowiednich baz, to dla normalnych uktadow
wspélrzednych spelnione sg warunki Gu;=g,,=0, Gy3=g;,=1. Litery greckie
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przebiegaja wartosei 1, 2, facinskie za$ wartosei 1, 2, 3. W przyjetym ukladzie wspdt-
rzednych linie parametryczne X*=const (x*==const) tworza siatke na powierzchni
srodkowej, a X3 (x%) oznacza wspolrzgdna odmierzong w kierunku zewnetrznej
normalnej do powierzchni $rodkowe;.

Aczkolwiek zalozenia teorii Love’a-Kirchhoffa nalezy uznaé za bardzo trafne
i ogromna wickszos¢ prac z zakresu teorii powlok przyjmuje je bez zastrzeZen, to
nalezy sobie zdaé sprawe z zakresu ich stosowalnogei, Gléwnymi przyczynami
budzgcymi zastrzezenia co do zastosowania tych zalozen w rozwijanej feorii sa
przyczyny nastepujace: 1) dopuszezenie standw zaawansowanego plastycznego
ptyniecia, powodujacego duse przemieszczenia lub nawet duze odksztalcenia; stad
koniecznos$é stosowania zwiazkow geometrycznych nieliniowych; 2). przyjecie
zalozenia o niefciéliwoéci materiatu, kiore jest jednym z podstawowych przyjec
w teorii konstrukeji plastycznych, Wymaganie spelnienia powyzszych warunkow przy
jednoczesnym zadaniu spelnienia zatoze Love’a-Kirchhoffa doprowadzitoby nas do
bardzo waskiej klasy rozpatrywanych deformacji okreslonych zwigzkami

XF=X1‘(X“) . XP=x?

oraz F, G4 =0, co oznacza specjalne siany odksztalcen, zachodzace ber zmian
grubodci powloki.

W celu uzyskania mozliwoéci rozpatrywania ogélnych przypadkdw deformacii,
nalezy odstapi¢ od teorii Love’a-Kirchhofla rezygnujac z pewnych jej zaloZen,
a w szezegdlnogel z wymagan nastgpujacych: 1) zerowania sie odksztatcet poprzecz-
nych-w kazdym punkcie przekroju powteki, 2) niewydinZalnoéei elementn normalnego
do powierzchni $rodkowej.

Zalozehia przedstawione] teorii sg nastgpujgce:

1. Rozklad przemieszczen wzdhuz grubosci powloki jest liniowy:

(2.1) Up=VAXD+ X3 fr(X4),  Us=WXHHXB, (X9,

gdzie ¥, W oznaczaja kowarianine skiadowe wektora przemieszczenia punkidw
powierzchni $rodkowej, fr jest miarg zmiany nachylenia zewngtrznej normalnej
do powierzchni érodkoWej, B przedstawia rozkiad odksztalcen normalnych do
powierzchni $rodkowe;.

2. Wplyw odksztalcenn poprzecznych na warto$é energii dysypowanej jest po-
mijainie maly. Wymaganic to zwiazane jest z warnnkiem

Rf2

(2.2) f EdX?=0.

—hiz

3. Odksztatcenie plastyczne zachodzi bez zmiany objetosel dla calego przekroju
powtoki, ten.
ni2 a2
2.3) f EypdX3= f E,. GAdX3,

—niz —nj2
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4. Wplyw napreZzen normalnych dzialajacych na powierzchnie réwnolegle do
powierzchni srodkowej (z wyjatkiem powierzchni ograniczajacych) moze byé po-
miniety, tzn.

(2.4) 0'33:0 -
5. Powloka jest cienka, tzn.
2.5 (AR <1,

gdzie & oznacza grubo$é powloki, R najmniejszy promien krzywizny powierzchni
$rodkowej, 23> nx> 1 oznacza przyjeta grubo$é powlokd. Zwykie w teorii powlok
cienkich przyjmuje sic n—1.

Nawiaznjac do (2.2) nadmienimy, ze zwykle przyimowane zalozenie teorii Love’a-
Kirchhoffa, Zadajace zerowania sie odksztatcen poprzecznych E,, =0 dla kazdego
punktu powloki, jest w sprzecznosci z dopuszezeniem niezerowych sit poprzecznych. _
Oczywiscie jest to nickonsekwencja wynikajgca z przyblizonego charakteru teorii
powlok i nie podwazajaca sensu teorii opartej na zaloZeniach Love’a-Kirchhoffa,
niemniej problem ten nadal budzi watpliwosel niektdrych autoréw [13] i powoduje
komentarze [14].

Formutujge rdwnania teorii powlok w opisie Lagrange’a, tzn. w odniesieniu do
konfiguracji nicodksztalconej, postugiwaé sic bedziemy symetrycznym tensorem
naprezenn Piolego-Kirchhoffa i tensorem odksztalcefi Greena.

Dla materiatu niefcidliwego zachodzi nastgpujacy zwiazek pomiedzy sktadowymi
tensora naprezen Cauchy’ego o’/ 1 skladowymi tensora naprezen Pioliego-Kirchhof-
fa S¥L;

2.6y ot =xly xt, SKL
Réwnania réwnowagi odniesione do stanu niezdeformowanego przyjmuja postaé:
2.7y (foK SEMY =0,

gdzie || oznacza kowariantne rézniczkowanie w bazie o tensorze metrycznym G p.
Gradient deformacji mozna wyrazié przez gradient przemieszczenia nastepu-
jacym wzorem:

(2.8) x* K= gM(‘ﬁM“I“Uu s Eu=g"Gy.

Korzystajac z (2.8) mozemy réwnania réwnowagi (2.7) przedstawié w postaci
(2.9) (O +UY ) 8%z =0.

Stosujac twierdzenie Gaussa do (2.9) otrzymujemy napreZzeniowe warunki brzegowe
(2.10) [(BM - UMe) SKRY N =TH

gdzie Ny oznacza jednostkowy wektor normalny do niezdeformowanej powierzehni,
T™ wektor naprezenia na tej powierzchni,

- Tensor odksztaicenia Greena okreslony jest za pomoca nhastepujacej formuly:
.11 2EKL=fox{LgU—GKL: Ukt Uryx+Grar Uji?}( U?IJL .
Po zrézniczkowaniu wegledem czasu otrzymujemy tensor predkosci odksztalcenia
Greena w postaci .
(2.12) 2E, = UK”L-I- [.JrL!|K+GRJ|J f]gfx UJ;ViIL"FG.RM Uﬁzx UI;IJL .
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3. KINEMATYKA

Zgodnie z zalozeniem (2.1) dalsza analizg ograniczymy do takiej klasy deformacji
powlok, ktéra charakteryzuje sig liniowym rozkladem przemieszezett wzdhz gru-
bojcl scianki.

Jak wskazuje analiza przeprowadzona w [8], wplyw nieliniowych wyrazéw (w ro-
zwinigein skladowych wektora predkosdci przemieszczen w szereg poiggowy) na
energic dysypowanag jest rzedu (4/R)? lub (#/L)* w pordwnaniu do jednosci. Wobec
zalozenia 5 o cienko$ci powloki przyjety liniowy rozklad pola przemieszezen nie
wprowadza dodatkowych ograniczen, natomiast znacznie upraszcza zwigzki opi-
sujace kinematyke powloki. Liniowo$é pola przemieszezeni wzgledem zmiennej X°
jest réwniez jednym z zalozert teorii Love’a-Kirchhoffa. '

Sktadowe tensora odksztalcefi Greena na podstawie (2.11) przyjmuja postaé

2Er= UA{EF+ UF[|A+ U@ua U;ﬁr—i_ U, |4 Uﬂr >
3.0 2Ea=UsyatUdystUsys U s+ Usya Uy

2E33=2U3 ”3"}’ qul!gU??3+ Ug[[a U:ﬁs .
Podstawiajac (2.1) do (3.1) otrzymujemy '

2B =Vayr+VejatVoyu Vﬁr+ WysWyr+X2BayrtPryat Vs’bﬂl"ﬁﬁd‘l‘
FBaya Vet WyaPayrtBaya Wyr) +(X?) (Boy .4 BirtBapabayn) s
G2 2E 3= fat- Wy at-Bo ViatBs WyatX> (fs ||A"I"ﬁ¢ﬁ‘|?d+ﬁﬂ Bapas
2Fa33= 2ﬁ3+ﬁmﬁm+ﬁ3 ﬁ3 .
Rézniczkowanie kowariantne tensoréw przestrzennych mozna wyrazié przez
wielkoéci okreélone na powierzchni srodkowej przy pomocy zwigzkéw (por. np. [1])
' VA;|1"= VA[F_BAF w,
3.3 Wia=W . +B,Vr,
' VA"S:I{ABSVA,S:
gdzie | oznacza réiniczkowanie kowatiantne w bazie zwigzanej z powierzchnia
§rodkowa. Skladowe tensora odksztalcen Greena (3.2) przybieraja wdwcezas nasig-
pujaca postaé:
2E =2V siry— 2Bur W+ V‘f’d Vair—2BE, Voury W--B% Byr W2+
+ W a W +2BE Vo Wi — B3 Vo BiVet X7 [2B4ry— 2B,r s —
—2B¢, me—I-ZBfBMWJrZVﬁA Boin—2BG Bairy WJFZB&B(PII‘) W, —
~"2B(qi1 V«pir) ﬁS"l'zWI(A 183l1”)+2B3:i Ve ﬁ3|r)‘l“233r Wgn) Vot
+2B¢, B;j)q5 Vo Bol + (XY [BV 4 Por +BS Po BY Bot Baja Bar+
+B40 BT 3288 By fyyry =280 Boyry Bal,
2Es3=WstPat BE Vot Viafo—BY Bo W+ W 4 fa+ B Ve bat
. +X3(f314+B Y Pot-Blu Bo— B fo B+ B4 fa+BE o B3)
2E33=2183+ﬁdﬁA+ﬁ§- .

(3.4)
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Powyzsza postaé skladowych tensora odksztalcen jest zbyt skomplikowana,
aby mogta znale#¢ praktycrne zastosowanie. Formuhujac przyblizone teorie powlok,
nalezy pominaé wyrazy stosownie do wprowadzonych zalozen upraszczajacych.
Wymagany przez zalozenie 5 stopien dokladnoéci okreslony pomijalnoscia wyrazow
rzedu (A/RY" w stosunku do jednodci powinien konsekwentnie by¢ przestrzegany.
Odrzucajgc we wzorach (3.4) wyrazy rzedu (h/R) w stosunku do jednoéci, nie
zmniejszymy stopnia doltadnosci rozwazanej teorii.

W celu oszacowania pochodnych kowariantnych Wprowadzamy nastgpujaca
definicje . dhugosci wzorcowe]j fali deformacji powierzchni $rodkowej L (por. np.

12]):
. ' ‘ Uy
(3.5 WWkial = O (—f) .

Rzad wielkosei poszczegdlnych sktadowych we wzorach (3.4) zalezy od stopnia
zaawansowania deformacji, geometrii powloki, warunkéw obcigZenia oraz warun-
kéw brzegowych. Na ogét nie JesteSmy. w stanic w sposdb $cisly z gory przewidzied
stopnia  wplywu poszczegdlnych czynnikéw, niemniej mozemy poczynié pewne
oszacowania rzgdu ich wielkosci, sprawdzajac nastgpnie poprawnosé tych oszaco-
wafl po rozwigzanin problemu lub na drodze doéwiadczalnej,

Tak wigc formutujgc przyblizone teorie, rozwazaé bedziemy poszezegdlne przy-
padki deformacji, klasyfikujac je w zaleznosci od przyjetego rzedu nastepujacych
wielkodci:

(3.6) LiR, RR, WiR, VIR.

W literaturze przedstawione sg liczne proby klasyfikacji podstawowych zwiazkéw
dla powlok przy duzych odksztalceniach. Pierwszym i stosunkowo najobszerniej-
szym studium dotyczgcym tego zagadnienia jest praca CHIENA {15]. Przyjmujac
jako podstawowe zmienne tensory odksztalcenia i zmiany krzywizny, wyprowadzit
on kompletny ukfad réwnan rownowagi i zwiazkéw nierozdzielnosci dla powlok
" sprezystych. Nastgpnie, zaktadajac wielkosé krzywizny poczatkowej oraz rzad
wielkosci tensoréw odksztatcenia i zmiany krzywizny, rozpatrzyt 36 réznych wa-
riantéw podstawowego ukladu réwnan. Inng metodg reprezentuje praca IDONNELLA
[16]. Wprowadzajac zalozenia odnoénie do krzywizny poczatkowe] i wielkodci
przemieszezen, przeprowadzit on klasyfikacje réwnan kinematycznych wyprowadzo-
nych z rozwazanh geometrycznych.

Podobnie wychodzac z rozwazan geometrycznych E. REISSNER [24] wyprowadzit
rownania geometryczne i réwnania réwnowagi dla powlok obrotowych przy ko-
fowo-symetrycznej deformacji. Bezposrednie pordwnanie tych réwnafd z réwnania-
mi Donnella utrudnia fakt wprowadzenia kgta obrotu elementu zamiast przemieszcze-
nia normalnego.

Poniewaz zadna ze znanych klasyfikacji przyblizonych nieliniowych teorii
powlok nie odpowiada w pelni naszym potrzebom w zakresie powlok plastyczaych,
przeto przeprowadzimy weryfikacje dotychezasowych przyblizen adoptujgc pewne
elementy i konsekwentnie stosujac opis Lagranpe’a.
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Rozpoczniemy od teorii uwzgledniajacej ugigeia rzedu grubosci powloki. Przy
ugigciach mniejszego rzedu uzasadnione jest stosowanie teorii linfowej. Z dotych-
czasowych prac po§wigconych zagadnieniu powlok plastycznych przy skoficzonych
ugieciach [17 - 20, 25] wynika, Ze ze wzrostem ugiecia szybko wzrastaja sily blonowe,
natomiast stopniowo zanikaja momenty zginajace. Biorac pod uwage ten wniosek
przyjmujemy, Ze przy ugieciach rzedu grubosei powloki bezwzgledna wartodé bez-
wymiarowych momentéw zginajacych jest co najwyzej rzedu sit blonowych.

Systematycznie badajac zaleinoéci (3.4) dla szeregu wzajemnych stosunkdw
wielkosel (3.6) otrzymujemy odpowiednio uklady zwiszkéw peometrycznych
poszezegdlnych teorii. Schemat wskazujacy rozpatrywane teorie podany jest w tabli-
¢y 1. Oznaczono tam poszezegdlne przypadki, dla ktdrych szezegétowe zwigzki za=
wiera tablica 2.

Tablica 1. Rozpatrywane teorie

LiR kR WIR ViR
1 1,2
¢ 3,4 1 1.1, 1.2, 2.1, 2.2
R 1.3, 1.4, 2.3, 2.4,
¢ %3 131,32, 41, 42, 1.1, 2.1
- T 12,13, 22,23
p | 4 3.3, 3.4, 4.3, 4.4, a1 4t
- 1.4, 2.4, 3.2, 3.3,
&
4.2, 4.3
55 3.4, 4.4

W tablicy 2 zestawiono zaleznosci pomiedzy przemieszezeniami a odksztalceniami
wynikajace z (3.4) przy wprowadzaniu okreslonych oszacowan, przy czym odksztai-
cenia poszezegolnych warstw powloki okreslone sa w zaleznosci od tensora wydtuzed
powierzchni $rodkowej A, 1 tensora zmiany krzywizny tej powierzchni xc:

(3-7) EAF:)“AF+X3 Kar -

Pierwsza kolumna tablicy 2 podaje oznaczenie odpowiedniej teorii, druga zas.
definivje wielko$¢ & przez stosunek gruboéci do najmniejszego promienia krzywizny
powierzchni  $rodkowej. Nastepne trzy kolumny charakteryzuja rozpatrywana
aktualnie deformacjg. Kolumna szésta precyzuje stopiefi doktadnoscel otrzymywa-
nych zwiazkéw, tzn. okresla, jakiego rzedu wyrazy pominigto w stosunku do Jjednosel.
Pozostale kolumny podajg zwiazki geometryczne, odpowiadajace rozpatrywanym
przyblizeniom.

Na szezeg6lng uwage zastuguja teorie 3.1, 4.3 i 4.2 dodatkowo wyodrebnione
w tablicy 3, odpowiednio jako a, b i c. Przedstawiaja one podstawowe przypadki
deformacji powloki przy jednoczesnie stosunkowo prostej postaci zwiazkéw geo-



Tablica 2. Zwiazki geometryczne

stopient

MR LIR WIR VIR 454 dnokc Kar
1 2 3 4 5 6 7
1.1 £ 1 e &* £ 1 Bain
1.2 e 1 € & g2 1 Buary
1.3 & 1 & R Bayry - Bar s
1.4 & 1 et g+ 21 Beairy — Bar Bs
21 &2 1 & g2 g2 1 0
22 g 1 & & 21 0
23 g 1 g* & 2«1 0
24 & 1 L et gt 0
3.1 e € £ & £2< 1 Buin
32 & g @2 g <1 Pyt 5 Ba WinWe—Bawbin +

?
+ Br Wiy by

33 & ¢ 2 gt <1 Biairy — Bar Bs
34 g € & £’ <€ 1 By
41 0 & 2 gt 1 Bran
42 & & &? et 2] Beairy
4.3 g & & &t 8<1 Bun
44 B ¢ g g *<1 Beany

[396]



teorii nieliniowych

Aar Pa Bs
8 9 10
! L o bo O3 — B3 W)
v, — By WA — Wi Wyp +— B Byr W2
(4in Ar 3 {4 ¥ir 3 AD¢r ERWM—B;‘;VQ
1 1 @ p? —
~Bar Wt = Wia Wi+ — B3 Bor W? fo@a—BaW)=
2 2 — W
1 oo Bo 03 —BYGW) = 284 pAp, =
Vaaiy —Bar W+ Wy W p + — By Bor W?
I. 2 I l 2 :_md *'—BSV{; :GAFEAF
i L Po(@d —BIW) = 2+ pAp, =
¥ — Bayr W — W, Wi + — B4 Bpp W2
4iry Ar 7 s T o Baber ﬁ'*W]A_Bj'Vm — GAT
1 1 4 .
V(AIF}_BAFW_FE-%AWlP_i_EBAB@FW
1 1 ,
1 1 o ,
V(A|F)—BAFW+?W|AW|F+?BABQFW
1 1o, ,
V(A|r‘)_BAFW+3W|AW|F+?BAB¢FW
1
Viairy — Bar W'*‘? WiaWir Ba=—Wy
1 1 S 4 .
My = Bar W+ W, W|r-§-—“BfB¢r w2 Po @y — By W) =
: 2 2 = =W
I ' Fl -
Walry — Bar W — W4 Wr By=—Wia— By Vg 2Bt B2 Bs
2 = GAT E4p
1 .
Viayry — Bar W+—2“ Wia Wy Pa= —W)4
1 1 & o @
Vainy = Bra W Wa Wr d 5 BaBor W2 ﬁ‘:(ifg‘ B4 H:; 285 +p4 By =
|4 =—Ws— = GITE,,

1 1 1 o
+ EV{A Vqs;r‘l‘?BMAVdsmW'l’—z“B uWinVe
1 1 o ,
P}AU‘)_BAFW+?%AW]F+E‘BAB@TW
1
Vi — Bar W+ 5 WaMir

1
Vear = Bar W+ Wia Wpr

@
—BaVg— Bl |,

Bo (65 — B W) =
. TR e Wld

Ba=—W, — B3V

Ba=—W,

13971
Rozprawy InZynierskie — 7
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metrycznych. Stopien dokladnosci odpowiada aproksymacii stosowanej dla powlok
cienkich, gdy stosunek gruboéci powloki do najmniejszego promienia krzywizny
jest wiclkoécig pomijalng w stosunku do jednoéci.

Tablica 3. Najprostsze teorie

Stopien )
AR LR W[R VIR A
/ ! ! 1 doklad. AT . Kar

Wiy — Bar W+

a &2 & &2 & 2<1 1 —Wiar .
+ E‘ WIA er l
Viain —Bar W+ @
—~Wiur — B Vo —
b &3 2 a3 =t Rt 1 |4r Alr ;
+'§'WIA Wir —BaVor
Viapy — Bar W Buin
Wit BelS—BS WY =W
c & & g2 a* g€l z ATIr LG I

1 @
+EBAB'JSF W2

Zwiazki odpowiadajace naszemu przypadkowi b byly wyprowadzone przez DONNELLA -
[16). Zastosowane one byly przy rozpatrywaniu duzych ugie¢ powlok plastyczirych
w pracach [17~18]. '

4, SIEY WEWNETRZNE T ROWNANIA ROWNOWAGI

W celu zdefiniowania stosowanych w teorii powlok tensoréw powiei‘zchniowych
zwanych silami wewnetrznymi postuzymy si¢ funkcja dysypacji. Dysypacja odnie-
siona do jednostki powierzchni érodkowej przyjmuje postaé

hiz
“4.1) D= f iﬂSKLEKLdXS, pe=det pd,  pi=0t—-X3B7,

—hfz Po

gdzie p oznacza gestoéé w konfiguracji aktualnej, p za§ w poczatkowej. Zalozenie 3
o niecisliwosci oraz zatozenie 5 o cienko$ci powloki prowadza do nastgpujacych
zaleznoscei:

2
(4.2) —= oraz  u=1.
' Po
Podstawiajac (4.2) do (4.1), otrzymujemy

K2 n2

@3 D= [ SEgdXi= [ (STE;+25 Byt S¥Es)dX>.

whf2 —~hi2
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Nalezy teraz oceni¢ «udziaby poszczegdlnych wyrazéw tego wyrazenia w. dysypacii
jednostkowe;j.
Na podstawie (2.6) i (2.8) otrzymujemy

4.4 _ 633 =(834 U:ﬁx)_ (@3 +Uj ) S*~.

Dla przypadkéw podanych w tablicy 3 podstawiajac (2.1) do (4.4) oraz pomijajac
wyrazy dostatecznie male dochodzi si¢ do zaleznosci

(4.5) 633 =S5 ST W, Wit 2543 W,

Wynika stad, z¢ zaloZenie 4 na ogdt nie implikuje znikania normalnej sktadowsej
tensora maprezenia Kirchhoffa, lecz okrésla jg nastgpujaco:

(4.6) S —SATW W 254 W,

Korzystajac z (4.6) mozna jednostkows dysypacje (4.3) przedstawié wzorem

nlz
A7) D= [ [SU(EupEas Wi W) F25% (Eyy—Eny W, )] dX*.

~R{2
W dalszym ciagu, majac na uwadze zalozenie 3, otrzymujemy

hiz
@8) D= [ IS By (1—G™ W)y Wig)+25% By~ Epo G W )] dX

—nf2z .

Apaliza rz¢du wielkosci poszczegSlnych sktadowych prowadzi do wniosku,
Z¢ dla przypadkdw a i b z tablicy 3 wielkosé G™® Wie Wis wporéwnaniu do jednosci
oraz wielkesé E,qy G”W| 4 W poréwnaniu do E,; sa rzedu wyrazéw pomijanych
w dotychczasowych rozwazaniach. Majac to na uwadze oraz korzystajac 7 zaloZe-
nia 2 i zaleznoséi (3.7) dochodzimy do nastepujacej postaci wzoru na jednostkows
dysypacje: ﬁ

Wiz

(4.9) D= [ (S Dyt X3SV Feyr) dXP = NA] b MATR,

—hf2 .

Zgodnie ze zwykie stosowana definicja wypadkowych sit i momentdw w powloce

2 K2 hi2
(4.10) N*T= f ST X3 AT — J‘ ST Y3 gy3, O f 043 4x3
—hf2 —hf2 : ~hf2

przedstawiajg powierzchniowe tensory sit wewnetrznych odniesions do konfiguraciji
nieodksztalconej. Na podstawie (4.9) wnioskujemy, ze A4y i « .- okreélone na podstawie
tablicy 3 dla przypadkéw a i b sa vogdlnionymi predkodciami odksztalcen.

Dla przypadku c, ktéry opisuje deformacje powlok przy ugigciach o rzad wick-
szych od grubosci, posta¢ iogélnionych naprezed i predkodei odksztalcest nalezy
odpowiednio zmodyfikowad.
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Otrzymujemy wowczas

2 .
(41D D= [ IS (lur+doo G Wi Wi +-X 3 S4T (e gr-t-fooa G* Wia Wir)—
—ki2

— 2843 g G W ;1 d X3 = N1 ] 4p (114G W)o Wio)+
_I"MAFIEAF (1+G* W|g W|¢)— 204 leam‘> G** W|d

gdzie N7, M4L, Q4 zdefiniowane sa przez (4.10), natomiast 1, i K, odpowia-
daja A 1 ks w przypadku c tablicy 3.

‘Dazac do okreélenia postaci uogélnionych naprgzen i predkosei odksztalcen,
ktére zgodnie z definicig zwigzane sg z energig dysypowang przez jednostke pola
powierzchni §rodkowe] zwigzkiem

4.12) D=NATEAF+MAF’EAT+ QAZ-IA

dochodzimy do nastgpujgcych wzoréw definiujacych uogulnione predkosci od-
ksztalceri:

4r_ /“{AT(I +G* W, Wie) s
(4.13) A= AT (1} G Wy Wia) ,
54 :2:749@ G" W[A -

Tak wigc dla przypadku ugicé o rzad wigkszych od grubosci powltoki nogdlnione
predkodei odksztalcert zwigzane sq ze zmiang geometrii powloki, a udzial sit po-
przecznych w rozpraszaniu energii nie jest dtuzej pomijalny. W celu uniknigcia
dodatkowej komplikacji zagadnienia spowodowanej zwigkszeniem wymiaruy prze-
strzeni sit vog6inionych, nalezy zmodyfikowaé zatozenie 2 oraz zastapi¢ warunek
(2.2) przez wymaganie, aby

2

(4.14) | f (Ess-tqa)dX3 =0,

—hiz

Warunek ten z kolei powoduje modyfikacje postaci fg w tablicy 2.

Roéwnania rdwnowagi oraz brzegowe wartosci sit dla poszezegdlnych przypadkow
rozwazanych w pracy mozemy otrzymad wychodzac ze wzordéw (2.9) i (2.10) lub
Z rdwnania moey wirtualnej. Dla §cistej teorii obydwie metody muszg prowadzic do
tych samych rezultatéw, poniewaz zwiazki wyjéciowe sa sobie réwnowazne. Nato-
miast dla teorii przyblizonych, w kiérych uproszezenia dokonujemy w trakecic wy-
prowadzania poszczegdlnych grup réwnan, w wyniku mozemy otrzymaé wyrazenia
nieco si¢ réZnigce (por. np. [7]).

Z kolei podamy réwnania réwnowagi powlok dla teorii okre§lonych w tablicy 3,
wychodzace z ogdlnej postaci réwnan réwnowagi dla ciala tlojwymiarovvego w opisie
Lagrange’a, tzn. z rownai (2.9).
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Przyjmujac pole przemieszczefi w postaci (2.1} oraz korzystajge ze wzordw
(3.3) mozemy przedstawié réwnania (2.9} w formie pozwalajacej ocenié rzad wielkobcei
poszczegblnych skiadowych. Pomijajac nastgpnie wyrazy dostatecznie mate olrzy-
mujemy w rezultacie dla przypadku a z tablicy 3 nastepujacy uklad réwnan:

S = BES (B2 ST 83, =
Bar S-S\ - (W) S* ) rH (W4 S43452%) =
w przypadku b natomiast
S?l—BRS3TH(B2S) | §30=0,
By S-S (W4 Sy r (W1, 82+ B2V, S 4839 ,=0.

(4.15)

(4.16)

Catkujgc powyZsze réwnania wzdhuz grubodci powloki oraz korzystajac z wypadko-
wych napre¢Zefi Pioliego-Kirchhoffa zdefiniowanych przez (4.10), dochodzimy do
nastepujacej postaci réwnan réwnowagi w opisiec Lagrange’a:

f N —BEQ (40" 4 PA=0,

(4.17) Bar N QrH(W N4y p4-P=0
M —04=0,

gdzie

— W) dia rzypadku a
(4.18) = { 14 . PrZyp

—Wu.—B5Ve dla  przypadku b
oraz
(4.19) pr=5*_02

W,ASM]"_fﬁu—|—S337]""2 dla  przypadku a,
= { WS 4 S33172 A BE Vo SPT2,  dla przypadku b,
Analogiczne rozwazania zastosowane do przypadku ¢ z tablicy 3 pr owadza do réw-
nafn réwnowagi w postaci:
S r—BLSM L (B4S?T),p— (B ST W)\ r+ Ba BE S WA By SO -
(4.20) ST —BrSP W pA5A)5 =0
Bar ST S (W4 84 r— BLS3 T W, (S W, 4-83%),, =0,
Opisujac réwnowage przy pomocy wypadkowych naprezen Pioliego-Kirchhoffa
otrzymujemy;
N p=Br QT (B Q") r— (BN W) -+ By BEQ" Wt By NPT f44-PA=0)
4.21) Bar N1 Of p (W y N — BEQT W, 4 P20,

M — Q% (B3 WM™ )1 Bor M 4 — BAQT W24 W, OF
gdzie
(422) PA= S BESY W P o S
X p=S“3 WIA ]?ﬂ'ﬁ;2+533]’fﬁ,2
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5. POWIERZCHNIE GRANICZNE

‘Analiza zachowania sig powlok plastyveznych przy duzych przemieszezeniach
w opisie Lagrange’a wyinaga réwnieZ wyspecyfikowania postaci warunku gra-
nicznego zapisanego za pomocsg skltadowych tensora naprezeti Pioliego-Kirchhoffa.
Mozliwe sa przy tym dwa sposoby oméwione w [21]. Pierwszy z nich polega na
hipotetycznym przyjeciu warunku plastycznosci” sformutowanego bezposrednio
W przestrzeni naprezen Pioliego-Kirchhoffa. Przyjaé tu mozna np. podobna po-
sta¢ jak dla przypadku poshigiwania si¢ naprezeniami Cauchy’ego. Jesli nato-
miast chcemy sie oprze¢ na znanych i potwierdzonych dodwiadcezalnie kryteriach
plastycznodci, sformulfowanych w przestrzeni naprezen Cauchy’ego, to musimy
dostosowa¢ te kryteria do przestrzeni napreZzen Pioliego-Kirchhoffa. Zastosujemy
tu drugi sposéb. ‘ ,

W celu wyjasnienia, w jakim stopniv zmiana peometrii powloki wplywa na
ksztatt powierzchni granicznej, zajmiemy sic blizej warunkiem plastycznosci
Hubera-Misesa. Dla zakrzywionej wirstwy warunck ten zdefiniowany we wspdl-
rzgdnych Eulera za pomoca naprgzen Cauchy’ego ma postac: :

(5.1 38.58w 0 0" — (0 g,p)* = 205 ,

Drzy czym ¢, Ozhacza granice plastycznodei materiatu, Korzystajac ze zwiazku (2.6),
wyrazajgcego zalezno§é miedzy skladowymi tensordw naprezen w opisie przestrzen-
nym i w opisic materialnym, mozemy warunek plastycznosci (5.1) przedstawié
w postaci

(5.2) 3805 8yp X4 X0 p X7y X0 5 SAT 8 (g0 3% X1 SN =207
Zgodnie z (2.11) zachodzi
(5.3) . Eap x:zAx{T['+g33x,3A x?r: Gart2E,r.
Korzystajac z (5.3) i (2.8), warunck graniczny (5.2) mozemy przedstawi¢ w nastg-
pujacej postaci;
(5.4) 3(Gupt+2E,p— Uﬁd Ulo) (Gi (A2Er— Uir UﬁB)S“fS”“'—
—[(Gar+2Esr— U?]d u ﬁr) S =203,

Dla plaskiego plynigcia odpowiednig posta¢ tego zwiazku podali Arcisz i RYCH-
LEWSKI [22]. Z powyiszej zaleznosci widaé bezposrednio, Ze dla duzych odksztalcen
postaé warunku plastycznosci w opisic Lagrange’a zalezy bezposrednio od tensora
deformacji. Oznacza to, ze po deformacji material staje sig anizotropowy.

Ocenmy stopien wplywu odksztalcen na posta¢ warunku plastycznoécei dla powlok.
Dla przypadku deformacji wywohlijgcych ugiqcia:rz@du gruboéci powloki a prze-
mieszczenia styczne o rzad mniejsze, tj. dla przypadkéw a i b z tablicy 3, na podsta-
wie (3.4) otrzymujemy

(5.5 O (Ex) <0 (%)
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Dla przyjetego stopnia doktadnosci rozwijanej teorii dla przypadkéw a i b, wobec
pomijalnodci wyrazéw rzedu A/R w stosunku do jednosci oraz wobec (5.5) warunek
plastycznodci (5.4) upraszcza sig do nastepujacej postaci;

(5.6) 3G 10 Gra S48 —(G4r §4T)2 =268

Poréwnujae wzory (5.6) i (5.1) widzimy, Ze dla cienkich powlok odksztalcanych
zgodnie z zatozeniami dotyczacymi przypadkéw a i b postad waruanku plastycznosci
w opisie Lagrange’a pozostaje taka sama jak w opisie Eulera.

Korzystajac ze stowarzyszonego prawa plyniecia oraz wprowadzonej definicji
{4.10) napreZen uogdlnionych, mozemy warunek plastyeznosci (5.6) przedstawié
przy pomocy uegdlnionych naprezeit Pioliego-Kirchhoffa w nastgpujgce] parame-
trycznej postaci:

Arz()bdr"FAg Gdr)11+(,%4r+,}gGAr)Iz ,

(5.7) L .
MAT= (AT 0 GANY L - (R4 18 GADV T,
gdzie-
i Ri2 (X3)iﬁ1 R
(5.8) Ii=— f T dX®, v20.

—hf2

Powyisza posta¢ warunku plastycznoéei jest réwniez analogiczna do postaci, jaka
otrzymujemy dla opisu Eulera [8].

Dla powloki, ktérej geometrig i sposéb deformacii okreslaja zwiazki podane
w tablicy 3 dla przypadku ¢, tj. gdy proces deformaciji jest na tyle zaawansowany,
Ze ugigeia sg 0 rzad wigksze od grubosci, z analogicznej analizy formuly (5.4) otrzy-
mujemy

(5.9) 3GA¢I>(GI'0_"4BFB W)SAFSGQSM [(GAF_2BAF W) SAF]2,= 20’; .

Widzimy wiec, ze dla tego przypadku zmiany geometrii maja niepomijalny wplyw
na postaé warunku plastycznosci w opisie Lagrange’a.

6. PRZYKEADY

Dla zilustrowania wyprowadzonych w poprzednich punktach ogélnych WZOrow
opisujacych zachowanie sig powlok w fazie obcigZenia poza no§noé graniczng —
okredlimy postad zwiazkéw geometrycznych oraz réwnan réwnowagi dla przypad-
kéw powtoki walcowej i kulistej, podlegajgcych kolowo-symetryczinej deformacii.
Ograniczymy si¢ przy tym do przypadku b z tablicy 3. Dla tatwiejszego pordwnania
wyprowadzonych wzordw ze wzorami stosowanymi w literaturze technicznej po-
stuzymy sig fizycznymi skladowymi tensoréw.
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Powloka walcowa. Stosujac uklad wspélrzednych walcowych x, 7, ¢ otrzymu-
jemy zwiazki geometryczne podane w tablicy 3 (przypadek b) oraz rownania réwno-
wagi (4.17) w postaci:

/12,_,= Vx,x—{'E(PV,x)Za ]cxx=_PV,xx’
(61) ;L(M):—W’ K‘ﬂtﬂzo’
j'Jcrp= 0, Kxp= 0,

62 NL(MP* W), s +PF=0,
' —N*°4-RM™,_+ R(N*W, )+ RP=0,

gdzie przecinek oznacza réiniczkowanie czastkowe. Dla walcowego ukiadu wspot-
rzgdnych ze wzgledu na znikanie wszystkich symboli Christoffela 11 rodzaju
zachodzi ogélna zaleino$¢ Uy p=Uy,, .

Zwigrki (6.2) réznia sic od stosowanych, m.in. w pracach [17 i 20] dla
problemu umiarkowanie duzych ugieé, drugim (dodatkowym) WYTAZEM W PIErWSZym
réwnaniu réwnowagi.

Powloka kulista. Przyjmujac sferyezoy uklad wspolrzednych ¢, 8,7, gdzie ¢
oznacza wspdtrzedna réwnoleznikowa, & wspohrzedna potudnikows, otrzymujemy
w przypadku teorii b (tablica 3) nastepujaca postaé zwiazkéw geometrycznych dla
powioki kulistej:

1 . 1
Am¢=}?(CthVG+W)= Krp(p: __‘RI(]’V,O—}_VB)Cth:

6.3 I I
©3) Age = [Vo ot W+ (W 0)2] Kgp™= __'RE‘(W 00— Ve, o>

loo=0, - =0

Roéwnania réwinowagi przybieraja natomiast postaé
1 .
(N s5inf) ,— N cosf+0%sin — ® [Q°(— W+ V)] gsind+ R sinfpP° =
1 .
64 —(N*N") sin0+(Q sin ), T (N* W, g sin0), -+ R sin 0P=0,

(M sin @) ,— M* cos 8— RQ®sin0=0.
Dla poréwnania podamy analogiczne rownania dla liniowej teorii powlok kulistych:

1
A i =7€(V9 ctgd+ W), Kpo= —-——(W ot Vo) ctgd,

6.5 1 1
(6.3 Am;:"}“é“(Ve.o“F W), Kgg = "‘F(W po— Ve, 0)»

A.g@"—“o, K‘)“,:O;
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(N%sin8), ,— N*?cos 8-+ 0% sin 6+ R sin 0P =
6.6) —(N?°+-N¥)s5in 0-4-(Q%sind) ,+ Rsin0P=0,
(M®5in6), ,— M®? cos@—RQ?sin6=0.

7. UWAGI KONCOWE

Na podstawie przytoczonych rozwazan dotyczacych cienkich powlok plastycz-
nych mozemy wnioskowaé, Ze dla przemieszezen rzgdu grubosei (powszechnie sg
one okreflane jako «umiarkowanie duZe«) zardwno warunek plastycznoscl, jak
uogolnione naprezenia mozemy przyjaé¢ w tej samej postaci, co dla przemieszczen
nieskoniczenie matych. Réwnania réwnowagi i zwiazki geometryczne natomiast
wymagaja odpowiednich uzupelniedi. Dodatkowe wyrazy wystepujace przy tym
w rownaniach odksztalceniowo-przemieszczeniowych sg nieliniowe, w réwnaniach
réwnowagi zad zaleza od przemieszezen. Postad¢ zmodyfikowanych réwnad, jak
widaé na podstawie tablicy 2, zalezy od geometrii powloki oraz sposobu jej defor-
macji, na ktoéry z kolei maja wplyw zardwno sposéb obcigzenia, jak i warunki
brzegowe. -

Przy deformacji natomiast na tyle zaawansowanej, Ze ugiecia przekraczaja wie-
lokrotnie gruboéé powloki, zwiazki teorii powlok plastycznych znacznie sig kompli-
kujg. Rozwazany przypadek c jest tego typu stosunkowo najprostszym przykiadem.
Wydaje si¢, ze w tym przypadku na uvzyskanie rozwiazad mozemy liczyé jedynie
wprowadzajac dodatkowe zalozenia upraszczajace, np. przyjmujac stan bezmomento-
wy. Dla wielu zadan tego typu uproszczenia sg uzasadnione, gdyz rozwiazania
uzyskiwane na podstawie teorii umlarkowanych ugie¢ wykazujg, 7e stan zg1§c10wy
szybko zanika ze wzrostem przemieszezen [17 -~ 19].
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Peaome
YPABHEHUS TEOPHMM KOHEYHBIX HPOI'MBOB ITIACTUYECKHX OBOJIOYEK

Lenero padoTsl ABIAETCA BEIBOT YyPABHCHEHR TEOPHE TMINACTHIECKEX ODOMOYEK W3 HECKHMac-
MOI'0 MATEPHANA, € YYETOM H3IMCHEHMWI TEOMETPHH, BRI3BANHEIX IEACTHYCCKHM TedeHmeM 000-
JIOUKI.

B marpamxesoM onucanmy, CBAZAHHOM ¢ HAYaILHON I(O}((I)]a’rypaﬂﬂef[ 0BON0YKE, Tpou3heeHa
CHCTCMATHYECKAN KITACCH)DHKALMA TeOMETPUUSCKYX 32BHCHMOCTER nedOpMALITE — IepPEeMETIe Y,
OCHOBAWHASA HA THIE TEOMETPMM PAcCMaTPHBAEMOH OGONOUYKH M HA FIOTICTHMBIX BEUIHAX OT-
JEeNLHBIX COCTABILIONINY BEKTOPA HEPEMENTCHMI,

Jazec B pamMxax HEKOTOPBIX TEOPMI aeTcsl ONEHKH Bem#unH OBOOHIEHHLIX MEPEMEHHHIX
W CATACMEIX B YPARHEHTAX DABHOBECHS, 4 Taioke 0OCYKHAIOTC HPMHITHIIE GOPMYTMPOBKH YCIIO-
B TEKYYCCTH I TEOPHH KOHEUHEIX Hporafob.

B zaxmoucuue BEIBOXATCS OCHOBHMIG YDAaBHEHHESA HANA YACTHBIX cnyqaes WHIEEAPHYECKHX
¥ cdepudeckax oBoHOYeK,
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SUMMARY
EQUATIONS OF PLASTIC SHELLS AT LARGE DEFLECTIONS

The paper is aimed at the determination of the equations of the theory of plastic, incompressible
shells, account being taken of the geometry changes produced by plastic deformation. Using the
Lagrangean description (referred to the initial configuration) a systematic classification of the stress-
strain relations has been done, their form being specified in dependence of the shell geometry
assumed and of the admissible values of the individual displacement vector components,

The estimation of the generalized variables and the equilibrium equations are then discussed,
as also the principles of formulation of the yield conditions in the theory of large deflections,

Finally, the fundamental relations concerning certain particular cases of cylindrical and spherical
shells are given.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKL
POLSKIEJ AEADEMII NAUK

Praca zostala zloiona w Redakcii dnig 23 listopada 1971 r,






