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ZAGADNIENIA DOSWIADCZALNEJ WERYFIKACJH MODELU CIALA
ROZDROBNIONEGO O WZMOCNIENIU GESTOSCIOWYM

ANDRZE] DRESCHER (WARSZAWA)

1. WPROWADZENIE

Sprzezone, sprezysto-lepkoplastyczne wlasnoéci materialéw rozdrobnionych,
takich jak grunty, sproszkowane rudy, cement, sa przyczyna niezadowalajacych re-
zultatéw dotychczas proponowanych. uproszezonych metod opisu ich zachowania.
Mozliwoéé pominigcia efektéw lepkich w czgéel tych materialéw zmniejsza jedynie
pieznacznie trudnosci w konstruowaniu. opisu zgodnego z dodwiadczeniami,

Rozwaizmy klas¢ materialéw sprezysto-plastycznych (np. suchy piasek, ziarno,
cukier). Ograniczmy sie do jej opisu fenomenologicznego. Przewazajaca liczba
istnigjacych propozycii odnosi sie albo do opisu zachowania poczatkowego, trakto-
wanego czesto jako sprezyste, albo do opisu stanu koficowego, bliskiego zniszczeniu,
rozumianego jako stan idealnie plastyczny. Ograniczenie stosowalnosci modelu
ciala sprezystego do bardzo matych deformacji | niezadowalajace wyniki przy trak-
towaniu osrodka jako sztywno-idealnie plastycznego stwarzaja koniecznosé skon-
struowania modelu odnoszacego sie do calego procesu deformacii.

Cecha charakterystyczng materialdw rozdrobnionych, w odréznieniu od kla-
sycznych materiatdw ciaglych, jest wystgpowanie wyrainych, zaréwno dodatnich
jak i ujemnych, zmian objgtodciowych pod dzialaniem naprezefi $cinajgcych; zmiany
objetosciowe ustaja jednakse przy znacznych deformacjach postaciowych. faczy
si¢ to z zaleznodcig postaci krzywych $cinania 1 zageszezania od gestosci materialu
i drogi obcigZania. Ponadto dla materialu wstgpnie zapgszezonego krzywe $cinania
sa niestateczne. :

Fakty te znalazly ujecie w osobnej grupie teorii opisujacych caly proces deforma-
¢ji, a przyjmujacych gestosé materiatu za podstawowy parametr fizyczny. Teorie e
zastosowano gidwnie do opisu materiatéw z kohezja [1, 3,6,7, 8,9, 10, 11, 13, 14].
Z. MRroz [4 1 5] przedstawil koncepcje opisu procesu deformacji oérodka rozdrobnio-
nego opierajac sie ha pojeciu wzmocnienia gestosciowego i uzyskujac efektywne
rozwigzama pewnych zagadnien brzegowych. W pracach tych dane doswiadczalne
zostaly wykorzystane jedynie jako przestanki do zaloien teorii.

. W niniejszym opracowaniu zajmiemy si¢ analiza mozliwoéci eksperymentalnej
weryfikacji teorii, a nastepnie, opierajac sie na wynikach dogwiadczen {2}, okreéle-
niem funkcji materiatowych wystepujacych w modelu matematycznym Mroza.

Opracowanie jest przegladem zagadnien zwiazanych z rozpatrywanym modelem,
stad tez zdecydowano sig na forme mozliwie peinego a zarazem systematycznego
wykladu.
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W p. 2 przedstawimy zatozenia, zwigzki fizyczne i sens wprowadzonych W modela
pojed, rozpatrujac obszerniej przypadek osiowo-symelrycznego stanu napreZenia
i uproszczony model ciata sztywno-plastycznego. Punkt ten zawiera tez analize
zachowania si¢ modelu W réznych procesach obcigzania, W p. 3 zamieszczono
dyskusje parametrow fizyeznych i metody eksperymentalnego ich wyznaczania.
Omoéwienie wynikéw badan [2] iich interpretacje z punktu widzenia modelu przedsta-
. wiono w p. 4. Punkt 5 — to ilogciowa dyskusja mozliwosci opisu wynikow badat.
Analize uzyskanych rezultatéw i wnioski zawiera p. 6.

2 MATEMATYCZNY MODEL MATERIALU O WZMOCNIENIU GESTOSCIOWYM

2.1. Zalozenia i podstawowe zwigzki

Matematyczne sformulowanie opisu materiatu o wzmocnieniu gestosciowym,
podstawy fizyczne 1 dyskusje réznych wariantéw modelu podano w pracach [41 5.
Ponizej oméwimy jedynic gatozenia 1 podstawowe zwiazki opisujace ten model.

Zatozenia fizyczne sprowadzaja sie do nastepujacych szefcia postulatow:

1) materiat jest ciagly, jednorodny i izotropowy:

2) material jest sprezysto-plastyczay lub w szczegblnym przypadku sztywno-
plastyczny, przy czym odnosi si¢ to zaréwno do zmian postaciowych jak i objgto-
§ciowych; deformacje objetosciowe mOga byé dodatnie i ujemne, tzn. mozliwe jest
zaggszezanie 1 rozlugnienie materialu;

3) deformacje objetosciowe i postaciowe sa sprzgzone, tzn. zmiana objetosci
moze byé wywolana zarGWno przcz dziatanie ciénienia hydrostatycznego jak i naprg-
Zenia $cinajacego;

4) przejscie ze stanu sprezystego lub sztywnego do stanu plastycznego opisane jest
warnnkiem plastycznosci, zaleznym od trzech niezmiennikow sianu naprezenia
i gestoéci materialu; oznacza to, ze deformacja objgtoéciowa (zmiana gestedel) po-
woduje zmiang warunku plastycznosci — wzmocnienie;

5) plastyczna deformacja okreslona jest potencjalnym prawem plynigcia nie-
stowarzyszonym lub w szezegblnym przypadku stowarzyszonym Z warunkiem pla-
stycznosci; .

6) istnicje zbidr stanéw naprezenia, dla ki6rych nie zachodza zadne zmiany
objetosciowe przy nigograniczonych zmianach postaciowych; stany ie nazywamy
krytycznymi. :

W ninigjszym opracowaniu ograniczymy si¢ do modelu uproszczonego: do
materiatu  sztywno-plastycznego, opisanego stowarzyszonym prawem plynigeia
i niewytrzymalego na rozcigganie, izn. idealnie sypkiego.

Matematyczne ujgcie zalozefi fizyczmych modeln uproszczonego sprowadza sig
do nastepujacych zwiazkow: :

1) warunek plastycznoéci ma ogdlng posiac

(21) . f(aij’ p):07

gdzie o,; jest tensorem naprezenia a p gestoseiy,;
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2) stowarzyszone prawo plyniecia przyjmujemy w postaci

of
2.2) dery =A 5

gdzie ds;; jest tensorem przyrostéw (predkosei) odksztalcert plastycznych, a A dodat-
nio okre§lonym wspolczynnikiem nie majgcym charakteru statej lub funkcji mate-
rialowej i okre§lonym za pomoca wzoru

(2.3) A=

gdzie oy, jest pierwszym niezmiennikiem tensora napre¢zenia. Réwnanie (2.2) ozna-
cza, #e w przesirzeni naprezen wektor przyrostu odksztalcen plastycznych de;,
jest ortogonalny do powierzchni plastycznodci (geometrycznej reprezentacii wa-
runku plastycznofci).

Z dopuszczenia plastycznych zmian objgtosci pod dziataniem cisnienia hydrosta-
tycznego, okreflonych skladows de;; ze zwiazku (2.2), wynika, ¢ powierzchnia pla-
styczno§ci w przestrzeni napreien bedzie powierzchnig zamknigla, Przyjmiemy
ponadto dla uproszezenia rozwazaf, Ze jest ona powierzchnia gladka it wypukia.
Warunek ten zapewnia jednoznaczno$é wektora de;; w kazdym punkcie powierzchni.
Zaleznosé warunku plastycznoéci od gestoéci przyjmujemy jako jednoznaczna,
ij. dla danej gestodci istnieje tylko jedna powierzchnia plastycznoéci, przy czym
jest ona zawarta wewnatrz powierzchni odpowdadajqcéj wigkszej gestoded,

W nastepnych pﬁnktach pokazemy, Ze przyjecie stowarzyszonego prawa ply-
niecia 1 zamknigte] powierzchni plastycznodci prowadzi automatycznie do spelnie-
nia zatozenn 2,3 i 6.

2.2, Osiowo-symetryczny stan napreienia

Weryfikacia do$wiadczalna opisu materiatu o wzmocnienin  gestoSciowym
i wyznacrenie funkeji materiatowych dla dowolnego, ztozonego stanu napreZenia
i odksztalcenia jest dotychczas niemozliwa ze wzgledu na brak danych dodwiadezal-
nych. 7 tego wrgledu ograniczymy si¢ do stanu osiowo-symetrycznego, kiedy
spelnione sa warunki

(2.4) G F Oy=03,

- Stan ten jest powszechnie realizowany w tzw. badaniach tréjosiowego $ciskania
* prébek walcowych. Stanowi temu odpowiadaja tez badania opisane w pracy [2], kt6-
re przyjmiemy jako podstawe do wervlikacji doswiadczalne teorii.

Osiowo-symetryczny stan napresenia odpowiada w przestrzeni naprezen ghéw-
nych oy, 0,, 0, plaszczyznie zawierajgcej o§ oy 1 dwusiecznag kierunkow oz 1 o3 08
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y=12 02=]/§ 5. Stan napreZenia na tej plaszczyznie wygodnic jest przedstawic
przez nastgpujaco zdéfiniowane niezmienniki:

1
(2.5) I):—S—(Ul—]'zgz)a
Qoraz

1 .
(2.6) ‘]:_2"' (0:—02).

Niezmiennik p jest réwny napreZeniu éredniemu o, (proporcjonalnemu do
pierwszego niezmiennika tensora naprezenia), a ¢ maksymalnemu naprezeniu
Scinajacemu (dla rozpatrywanego stanu — wprost proporcjonalpemu do drugiego
niezmiennika dewiatora naprezenia). Przyjmiemy, ze &ciskaniu (zageszezenin oérodka)
odpowiada znak dodatpi. _

7. przyjecia potencjalnego prawa plynigeia wynika, 7e deformacja ofrodka
okreslona jest przez przyrosty (predkosei) odksztalcen, a nie same odksztalcenia.
Dla jednorodnej deformacji walcowej probki w osiowo-symetryczoym stanie na-
preZenia mamy ‘

(2.7 dey 7 dey=des

i stan ten mozna prrzedstawi¢ przez nastepujace niezmienniki:
przyrost odksztalcet objgtosciowych

2.8) de,=de, +2de
co mozna napisaé w postaci
' dv
(2.9) de,= ==~
) T

lub wykorzystujge prawo zachowania masy
dp

(2.10) dey==

niezmiennik dewiatora przyrostéw odkszialced
4

(2.11) qu:‘;(dﬁlmdﬁz).
Wprowadzeniec powyzszych niezmiennikéw pozwala rozdzieli¢ zmiany objgtosciowe
i postaciowe, przy czym moc plastyczna (przyrost pracy)
(2.12) dW=o;;de,,
jest iloczynem niezmiennikow
(2.13) dW = pde,~+qde,.

Wielkoici p, g, de, i de, r62nig si¢ tylko statymi od wiclkosci wprowadzonych przez
innych autoréw, np. [11, 131 |
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Warunek plastycznosci (2.1) wyrazi si¢ teraz w postaci
(2'14) f(p: qsp)=0:
a prawo plynigcia (2.2)

2.15 Fel ! 4
. b, Y= A T
( ) (v, 4) a(P’ q)
Jedli pedstawimy do (2.15) wynikajace z (2.3) wyraZenie
of aof
P ——dp —|- dq
(2.16) A= W
| &)
to skladowe wektora przyrostu. odksztatcen okreslone beda zwiazkami
J g
%dp +~é£ dy
(2.17) de, = o
L
oraz
of of
] Edp —I——a—q-dq P f
(2.18) by = o\ o g

("ap)”ap
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Ze zwiazku (2.17) wynika, ze zmiany objetodciowe zalezne sa takze od przyrostu
naprezen $cinajacych dg. Calkowite odksztalcenie objetosciowe ¢, i postaciowe ¢,
w procesie obcigZania otrzymamy catkujac przyrosty odksztalcen de, i de, W mi-

94

Rozluznianie lx

niejszych rozwazaniach zaleZnosS¢ p=p (sp) bedziemy nazywad krzywd zaggszczania,

a g=g(e,) krzywa §cinania.

Geometryczna reprezentacja warunku plastycznodei na plaszezyinie p, g dla

- danej gestodci bedzie krzywa zamknigta f (rys. 1), przechodzaca przez poczatek
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ukladu dla materialu bez wytrzymato$ci na rozciaganie. Z izotropii materiaiu sklado-
we de, i ds, wektora przyrostu odksztalcen de, ortogonalmego 1 skierowanego
na zewnatrz krzywej £, sa wspStosiowe z kierunkami p i ¢. Z rys. 1 wynika, ze dia
staniéw napreZenia, ktérym odpowiadaja punkty polozone na krzywej f w lewo od
punktu P, skladowe spetiajq warunek de, <0, tzn. material rozluznia sig. Dla sta-
néw po prawej stronie P mamy de,>0: zachodzi zageszczanie. Stanowi okreslo-

" nemu punktem P odpowiada warunek de,=0. Punkt P reprezentuje zatem stan
krytyczny., '

W p. 2.1 zalozyliémy, Z¢ danej gestosci p odpowiada potozenie krzywej f
wewnatrz krzywej /' o wickszej gestosci. RozluZnienie materiatu dla stanow, w kto-
rych dg, <0, spowoduje skurczenie sic krzywej i odwrotnie dla de,>0 — rozsze-

rzenie. Zmianie poloZenia krzywej
ak : £ (warunku plastycznoéci) odpowia-
da zmiana stanu napreZenia, okres-
lona wektorem do. Zbadajmy, czy
rozszerzenie i kurczenie si¢ krzy-
we] jest zgodne z prawem plynie-
cia dla odpowiednio zwréconych
na zewnatrz i do wewnatrz krzywej
F wektoréw do. W tym celu zbada-
my, czy wspblezynnik 1 jest zawsze
dodatni. Licznik wyrazenia (2.15)
mozna interpretowaé jako iloczyn
Rys. 2 skalarny wektora gradientu df/do
o sktadowych &f/dp i &ffdq oraz wek-
tora przyrostu naprezenia do o skfadowych dp i dyg (rys. 2). Wektor gradientu jest
ortogonalny do krzywej £ i skierowany na zewngtrz. Znak licznika zalezy zatem od
zwroty wektora do. Dla wektoréw do skierowanych na zewnatrz czescl krzywei, dla
ktérej de,>0, zaréwno licznik jak i skladowa dffdp sa dodatnie. Wynika stad,
ze dla spelnienia warunku A>0 musi zachodzi¢ warunek

(2.19) ——<0.

dp
Warunek (2.19) wraz z 2>0 bedzie spelniony i dla tej czgdei krzywed, gdzie de, <0,
jezeli wektor do w tym obszarze bedzie skierowany do wewnatrz. Jezeli zachodzi
(2.19), to w mysl (2.17) sktadowe de, maja zwroty zgodne z przedstawionymi na
rys. 1. Wykazaliémy zatem poprawnos¢ zalozenia o wzajemnym polozeniu powierz-
chni (krzywej) w zaleznodci od gestosei.

W efekeie kurczenia lub rozszerzania si¢ powierzehni otrzymamy dla pewnych
drég obcigzania «niestateczny», a dla innych «stateczny» ksztalt krzywej §cinania.
Zagadnienie to rozpatrzymy bardzie} szczegdiowo w nastgpnym punkcie.

Kurczenie si¢ powierzchni plastycznosci nalezy rozumie¢ jako wynik kinematycz-
nego wymuszania deformacji ciala. Otrzymanie w. warunkach doswiadezalnych
krzywej niestatecznej jest praktycznie mozliwe jedynie przy danej z gory predkosci
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przemieszezen. W programach statyeznych po przekroczenin maksymalnej wytrzy-
matosci na Scinanie rozwija si¢ szybki proces zniszezenia uniemozliwiajgcy odpowied-
nie zmniejszanie obcigzen ().

W nowym polozeniu krzywej f istnigje takie pewien punkt P’, dla ktérego
de,=0. Zbidr takich punktéw wyznacza pewna krzywa I, zwana linig krytyczng.

2.3. Zachowanie si¢ modelu przy réinych drogach obcigienia

Zachowanie si¢ osrodka opisanego zwiazkami (2.1) i (2.2) lub réwnowaznymi
(2.14) i (2.15) w procesie deformacji zalezne jest od postaci warunku plastycznosci
i jego zmian (zaleznych od ggstoéci), wywolanych réznymi drogami obcigzenia.
Dla zanalizowania tego zagadnienia wygodnie jest przedstawi¢ warunek plastycznosci
(2.14) w postaci pewnej, gladkiej i wypuklej powierzchni w przestrzeni p ¢ p (rys. 3).
Interesowac nas beda takze rzuty powierzchni na plaszezyzny pgpp i gp (rys.
4a, b, c), z ktérych rzut p g rozpatrywalismy juz w p. 2.2.

9

Przedstawiona na rys. 3 powierzchnia plastycznodci p ¢ p odpowiada pewnemu
przedzialowi ggstodci p. Zalézmy, Ze dany material ma w warunkach naturalnych
lub w wyniku procesu formowania okrelonej objetodci (np. prébki) gestosé po-
czatkowa p°. Gestoéel tej odpowiada na plaszczyZnie p g przekrdj f°. Linia na
powierzchni, dla ktérej de,=0, jest linia krytyczng; zaznaczono jg punktami
P% ', p'"". Jej rzut na plaszezyzng p, p nazywaé bedziemy krzywa gestodci krytvczne].
Przez droge obcigzania rozumie¢ bedziemy zbidr kolejnych standw rq, jakim
poddany jest element osrodka w procesie deformacii, lezacych wewnatrz lub na po-
wierzchni plastycznosci p g p. W myél zalozenia o sztywno-plastycznych wlasnoé-
ciach materialu deformacje ofrodka maja zachodzi¢ tylko dla stanéw p g, lezacych
na powierzchni. Na rys. 3 i 4 drogi w obszarze sztywnym zaznaczono liniami prze-
rywanymi. .

Tako pierwszy rozpatrzymy droge obcigzenia, rozpoczynajges sig od punktu 4°
na powierzchni, dla kidrej zmianie ulega jedynie wielko$é p przy g=0 i dg=0.

) Mamy tu na my§li zmniejszanie obciazen do wartosci, przy ktérych w dalszym ciagu wyste-
puja plastyczne deformacie.
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Zgodnie 7 rozwazaniami w p. 2.2 punkt 4° znajduje sig w obszarze zaggszezania,
tzn. plastyczne deformacje moga pojawic sig jedynie, gdy dp>0. W konsekwengji
mozliwa droga obciazenia, wywolujaca deformacje, laczy punkty A4°,°4", A", ...,

14 O

[ | Al

Krzywa gestosce
krytyczngf

dajac na ptaszczyznie p p charakterystyke materiatu pod dzialaniem ciénienia hydro-
statycznego. Wykonujac po dojéciu do punktu A4’ odcigzanie, wkraczamy w obszar
sztywny, co na wykresie p p zaznaczy sig odcinkiem pionowym A4’ A,. Ponowne
obciazanie wywola zmiang gestosci dopiero po przekroczeniu punktu A°; dalej
proces odpowiada drodze nieprzerwanego obcigzania A% A" A".

Druga szczegblng drogy bedzie droga odpowiadajgca procesowi, rozpoczyna-
jaca sic od dowolnego punktu wewnatrz powierzchni B® i osiagajaca ja w punkcie P°.
Z punktu P° mozliwe jest poruszanie si¢ tylko wzdhuz linii krytycznej -— zaréwno
w strong wigkszych jak i mniejszych gestosci. W efekcie na plaszczyznie p, p poru-
szamy sig wzdluz krzywe] gestodci krytyczngj.
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Sposrod moezliwych innych drég wyrdznimy drogi proste zdefiniowane stosun-
kiem dg/dp=const. Drég takich istnieje nieskonczenie wiele, a ich polozenie na
powierzchni p g p zalezy od tego, czy rozpoczynaja sie w obszarze rozlufniania
czy zaggszezania. Dla obszaru rozluzniania droga musi przebiegaé po czeéci po-
wierzchni, gdzie de,<0 w kierunkn malejacych gesiodci; odwrotnie jest dla za-
geszezania. Jedng z takich drég narysowano na rys. 4a. Podobnie, polozenie do-
wolnych drég na powierzchni okresla stan wyjéciowy. Jezeli droga przecina linie
krytyczng, to dalszy proces obcigzenia moZliwy jest jedynie wzdiuz tej linii.

g il a lK

-
. p=const
. —w G =const
da/dp>8;_ra//d . da />0
. <
,/q:cgnsr dq /dp<0
/ﬁﬂ:onsf

¥

E,; Ep
e . A;’J
e,
S
O’Q/Gbrg\i{

Rozfuiniame RoziuzZniarie [
= 1
p=Cone o5 ot
~Z 3¢ Py
g=const | Y
e o= consy p=const p=const
& €p
Rys. §

Rozwazmy jeszcze zloZzona droge obceigzania, odpowiadajaca procesowi obcig-
zania przerwanego w pewnym punkcie na powierzchni, przy czym nasicpuje «od-
ciaZzenie w obszar sztywny» i ponowne obcigzenie po innej drodze (droga B°, B,
By, By, By lub Bs). Poczatkowe obcigZenie odpowiada dojécin do pewnej gestosei
P, kidra jest gestoscia poczatkowa dla ponownego obeigzania, Ponowne obcig-
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zanie jest zatem mozliwe zaréwno w obszarze rozluZniania jak i zaggszczania przez
odpowiednie przejécie do wngtrza obszaru sztywnego (B; By lub By B;). Dla kazdej
drogi obcigzania otrzymamy inne wykresy na plaszczyznach pgpp 1 qp.

~ Analiza modelu w przestrzeni pgp pozwala zbada¢ dopuszczalne procesy
obciazania i towarzyszace im zmiany ggstoscl. Z do$wiadczalnego punkiu widzenia
réwnie interesujaca jest analiza postaci
krzywych &cinania jak 1 zaggszczania
w zaleznoscei od drogi obcigZania. Dyskusje
tego zagadnienia przeprowadzimy wyko- -
rzystujge przekréj powierzchni plaszezy-
zng p, g (rys. 5a).

Wykres krzywych $cinania i zaggszeza-
nia mozna wyznaczyé znajgc wartosel p
i ¢ dla danej drogi oraz wartosci ¢, 1 &,
ktore otrzymamy przez scatkowanie funk-
¢ji (2.17) i (2.18). Dla ztozonego ksztattu

Rys. 6 powierzchni  plastycznosci i zlozonych

drég obciazania catkowanie funkeji (2.17)

i (2.18) moze stwarza¢ znaczne trudnoici. Wystarczajaca dokladnoéé daje me-
toda graficznego obliczania skladowych de, i de, i symowania ich po drodze
obciazania. Przyrost de, okresla wzor (2.10). Wykreslajac w punkcie przecigeia dro-
gi obcigZenia z kolejnym przekrojem p g powierzchni p ¢ p wektor ortogonalny
do przekroju p ¢ i odkladajac przyrost dz, otrzymujemy przyrost de, (rys. 6).
Krzywe zaggszezania mozna te? uzyskac wykorzystujac wynikajacy z (2.10) wzOr

74

(2.20) a,,=ln%.

Dalej rozpatrzymy jedynie ksztalty krzywych p=p(g,) 1 g=q{&,)-

Dla drogi obciazania, w ktdrej zmianie ulega tylko ciénienie hydrostatyczne p,
a g=01i dg=0, jedyna charakterystyka materiatu jest, jak wspombpiano, zaleznosé
p=p (&,). Podobnie przy obcigzaniu wzdhuz linii krytyeznej jedyna jednoznaczna
charakterystyka jest p=p (g,). Wykres g=g (g,) Jest nieokrelony, gdyi wartosci
odksztalcenn postaciowych dla wszystkich punktéw na linii krytycznej sg rowne
nieskonczonosci. | '

Rozpatrzmy z kolei drogi proste, dla ktdrych zachodzi¢ bedg zmiany postaciowe
i objetosciowe, a postaé krzywych zaleze¢ bedzie od potozenia drogi i jej nachylenia
wzgledem osi p, g. Pamigtajac, ze dla standw napreZenia na krzywej f° w ohszarze
zageszezania deformacje mozliwe sa tylko dla przyrostéw do skierowanych na
zewnatrz f° stwierdzimy, ze dla drég, dla ktérych dgfdp>0, krzywa $cinania i za-
geszezania beda rosnace (stateczne), rys. 5bic. Dla drég o dy/dp <0 krzywa za-
geszezania bedzie nadal rosnaca, za§ krzywa $cinania rosngca lub malejaca {niesta-
teczna). Dla drdég polozonych w obszarze rozluzniania krzywe zageszezania i Sci-
nania beda rosngce lub malejace w zaleznodei od znaku i wartosci dg/dp, rys. Sdie.
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Jezeh droga obcigzania przecina w pewnym punkcxe linie krytyczna, to krzywa
g=¢ {(g,) ma poziomg asymptot¢

Dla szezegdlnych drog p= const lub ¢=const odpowiednie wykresy maja postaé
linii poziomych (rys. 5f i 5g). Wykres g=q(g,) przypomina wykres materialu
sztywno-idealnie plastycznego.

=¥

EFGM
AAAT AT g
Rys. 7

Powyzsze rozwazania dotyczyly jedynie przypadku ciaglego obcigzania. Zbadaj-
my z kolei postaé krzywych écinania, jezeli proces obejmuje obciazanie, odcigzanie
1 ponowne obcigzanie — w ogdlnodei po réznych drogach. Przypadek takiego pro-
gramu przedstawiono na rys. 7a. Material, ktéremu odpowiada poczatkowa krzywa

S°, poddany jest deformacji w obszarze rozluZniania po drodze AB, co powoduje
skurczenie si¢ krzywej do potozenia f* (punkt D na drodze 4B) i powstanie pewnych
odksztalcen g, i ¢,, W punkcie D zostaje zmniejszone obciazenie do wartosci przed-
stawionej punktem E. Ponowne obcigZenie zachodzi wzdhuz tej samej drogi 4B,
po drodze EGH oraz po EFK (EML). OdciaZenie DE oraz docigzanie do punktéw
H i K(L) zachodzi w obszarze sztywnym, odksztalcenia nie ulegajg zatem zmianie.
Dla docigzania wzdluz ED deformacje rozpoczynaja sic od wartodci p i g, jakie
osiggnigto w procesie pierwotnego obcigzania. W efekcie krzywe g=g (2,) i p=p(z,)
dla docigZania pokrywalyby si¢ z krzywymi dla obciazania poczatkowego, gdyby
prowadzono je poza punkt D (rys. 7b). Krzywe Scinania i zageszezania dla dociaza-
nia EGH i EFK zaczynaé si¢ beda od wartodci p i ¢ okreslonych punktami Hi K
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oraz wartodci g, 1 €, takich samych jak w punkcie D, Posta¢ krzywych zalezed bedzie
od poloZenia drég obcigzania wzgledem punktu przeciecia krzywej /7 z linia krytycz-
na (rys. 7b),
_ Bardziej interesujgce od samej postaci krzywych dla dociazania jest ich poloze-
nie wzgledem krzywych dia pokrywajacych si¢ z nimi drég prostego, ciagglego,
obcigZzania. Te ostatnie zaznaczono na rys. 7a literami A’ B, A" B" 1 A’ B'"'.
Przesunigeie pierwotnej krzywej /° do polozenia f” przez wstepna droge AB réwno-
wazne jest procesowi obcigzania wzdinz A’ B’ i 4" B’ (*} do punktéw D" 1 D',
W zaleznoéci od ksztattu krzywych f© i /7 kazdemu z koncowych punkidw odpowia-
daja jednakze réine wartodci &, &, Jesi dla Wszystku:h drég takie samo.

Krzywe g=g(g,) dla docigZania rozpoczynajgce si¢ od jednej wartodci g,
okreflonej droga ABD, nie beda zatém pokrywaly sie z krzywymi dla ciagtego obcig-
zania wzdtuz A" B" 1 A’"" B'"'. Beda one lezaly powyzej lub ponizej tych ostatnich
w zaleznodci od tego, czy &, w punkcie D jest wigksze, czy mniejsze niz w punkcie
H, K(L). Efekty te przedstawia rys. 7b. '

Powyisze rozwazania wskazuja, Ze postaé krzywych $cinania i zaggszczania
dla rozpatrywanego modelu zalezy od calej drogi obciazania. Z jednoznacznej
zaleZno$ci pomigdzy gestoscia a poloZeniem przekroju f, co réwnowazne jest przy-
porzadkowaniu kazdemu punktowi na plaszezyinie p, g tylko jednej gestosci,
wynika ponadto, e koAcowa gestosé w procesie obcigzania zalezy jedynie od kofi-
cowego stanu naprezenia, a nie od drogi naprqzema, po jakiej stan ten zostal
osiagniety,

3. METODY WYZNACZANIA FUNKCH MATERIAEOWYCH MODELU

3.1. Metody badan w osiowo-symetrycznym stanie napreienia

Badania wlasnofci mechanicznych materialow rozdrobnionych w osiowo-sy-
metrycznym stanie naprezenia sa na ogél do$é powszechne. Przyczyna tego jest
z jedniej strony latwosé wykonania doéwiadczen, 7 drugiej (przez realizacje réznych
programow badan) mozliwoéé uzyskania stosunkowo znacznej liczby informaciji
o badanym materiale. Badania te wykonuje si¢ na walcowych prébkach utworzo-
nych z materiatu rozdrobnicnego otoczonego cienka powloczka gomows. Umieszczo-
ne w komorze ci$nieniowej aparatu tréjostowego Sciskania probki poddawane sa
wzdtuz osi walca naciskowi tloka obciazajacego oraz hydrostatycznemu ciénienin
gazu (lub cieczy), dziatajacemu na pobocznice.

W zatoZzeniach dotyczacych strony geometrycznej probek i warunkdw brzegowych
preyimuje sig, Ze wywolane napreZzenia odpowiadaja w ukladzie wspotrzednych
walcowych napreZzeniom gléwnym o,=0, i 0,=0,=0,=0,, przy mozliwosci reali-
zacji warunkéw

3.1 o, >0,=0d5 lub o, <o,=05.

Naprezenia osiowe o; oblicza sig jako stosunek sily osiowej do przekrojn prébki,
naprezenia o, =, odpowiadajg cisnieniu cieczy lub gazn. Osiowe obciazenie prébki

(®) Rownowaznosé ta zachodzi jedynie w obszarze, w jakim przebicgala wstgpna droga.
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realizuje si¢ przez wywolanie stalej predkosci przesuwu tloka, co odpowiada kine-
matycznemu programowi, niezbe¢dnemu do uzyskania niestatecznej charakterystyki
materiatu (por. p. 2.2). Mozliwo$¢ niezaleZnego wywierania nacisku pionowego
i bocznego (*) pozwala wykonaé badania przy dowolnej drodze obciazania w plasz-
czyznie o, ]/ 2 o,. W wigkszosci badan prowadzi sig jednak proces obcigzania przy
T, =¢3=COnst,

Stan deformacji prébek okredla sig (przy zalozeniu walcowej, jednorodnej de--
formacji) z pomiaru przemieszczen osiowych tloka obciazajacego i ilosci wypartego
z wngtrza prébki powietrza lub cieczy wypelniajacej pory (wody). Stan ten okreéla.
sie za pomocg odksztalcent os10wych (przyjmujac odksztatcenie jako nieskoriczone

male) ze zwi igzku _
Ah

32) o Ty

oraz za pomocy odkszialcen objgtosciowych

. Adw
(3.3) g, = ——.

o

Odksztalcenia &, =¢; wylicza si¢ posrednio ze wzorn

(3.4) £, “—“%(8,,—81).

Najczgsciej spotykanymi wykresami do$wiadczalnymi sg nastepujace:

a) wykres o;=0a; (g,),
gdzie o; jest intensywnoscia naprezefi postaciowych, okrcslona dla stanu osiowo-
symetrycznego za pomocg wzorn -

(3.5) gy= |0 —0a3l;

b) wykres g,=¢, (g;).
W pewnych pracach zamiast odksztalceri osiowych wystepuje intensywnosé
odksztalcenn postaciowych

2
(3.6) ﬁiz?f(‘&*gzl .

Wykres o,=0; (¢;) stanowi charakterystyke materialu na $cinanie.

Dla weryfikacji dofwiadczalnej modelu materiatu o wzmocnieniu gestosciowym
istnieje konieczno$é obliczenia zdefiniowanych w p. 2.2 wiclkosci p, g, de, 1 de,.
Obliczenie p i ¢ na podstawic wartoéci o, i ¢, okreélaja proste zwiazki (2.5) 1 (2.6).
Podobnic wartosci de, i de, mozna tatwo obliczyé, jesli w doswiadczeniach rejestro-
wane sg zmiany objgtosci oraz przemieszczenia osiowe 1 boczne, Przyrosty odksztal-

(*) Istnicjg aparaty o nazwie komorowych, w ktorych wzrost cidnienia bocznego nastepuje
w wyniku tendencii probki do bocznego rozszerzania sig pod dzialaniem obciazen osiowych. Tego-
fypu aparaty nie nadaja sig do realizacji danych z géry drég obcigzania.
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ceit bocznych moga byé tez obliczane posrednio ze zmian objgtodci i przemieszezen
osiowych, jezeli postugujemy si¢ dostatecznie maltymi przyrostami tych wielkosci:

1
(3.7 dey =~ (dep—dey);
skad otrzymujemy
9 ,
{3.8) de,= 2de; —?dap.

W przypadku korzystania z wynikéw doswiadczenn podanych jako zaleznodci
;=0 (&) 1 e,= =g, (¢,) obliczenie p i ¢ wymaga dodatkowej znajomosci o, fub
o, W procesie. W wickszosci prac informacje te sa podane. Przyrosty de, mozna
obliczyé z wykreséw &,=¢, (£,) przez wyznaczenie stosunku dofv z dwdch bliskich
wartosci ¢, i &, za pomocg formuly

&~

(3.9) ‘ de, = It "

Catkowite odksztalcenia uzyskamy przez zsumowanie przyrostéw albo tez
bezpodrednio z wartosci &,, catkujac funkcje (2.9), co daje
v
(3.10) ep=—lng,
skad po przeksztalceniach znajdziemy
{3.11) gp,=m{1+¢).

Podobnie mozna okredlié wartoci de, z dwéch sasiednich w artosci &], 2, oraz z od
powiadajacych im &, i &, ze wzoru

3.12 d 2[8;_81 1(8"’{_8:’)]
G.12) B e, 3\ 1+e /I

Obliczenie de, jest jednak niemozliwe, jezeli wykresy podane sa nie jako funkcje &,
ale g; 1 brak jest danych o wartodciach ¢, lub g,, Przejscie do wykresow p=p (g,)
I g=g (2,) jest konieczne przy analizie ilodciowe] modelu; jakosciowo sa one po-
dobne do wykreséw o;=o0; (g,) lub o,=0, (5;) oraz do o,=0, (&,).

Powyssze rozwazania opieraly sie na przyigein jednorodnej, walcowej deformacii
probek. W przypadku istnienia tarcia na podstawach prdbek, co ma miejsce w sze-
regu dodwiadezen, deformacja jest niejednorodna i prébka przybiera ksztalt beczko-
waty. Obliczane z podanych powyze} wzordw wartoéci naprezen i odksztaicent obar-
czone sa wiedy bledami. Efekt niejednorodnej deformacji widoczny jest czesto na
wykresach ¢,=¢, (&,), z ktérych jeden przedstaWiono na rys. 8. Pomimo znacznych
deformacji postaciowych odksztalcenia objgto$ciowe stale wzrastajg, co wskazywa-
loby na nieosiagniecie stanu krytycznego. Przecza temu badania bezposredniego
cinania i wyniki pracy [12], w ktérej wykazano, ze w czeSci centralnej probek wal-



ZAGADNIENIA DOSWIADCZALNEI WERYFIKACTL MODELU CIAERA ... 365

cowych zmiany objetosciowe ustalaja sie dla niewielkich wartosci odksztaicen posta-
ciowych. W trakcie deformacji odksztalceniom ulegaja sasiednie, zblizajace sig
obszary do koficéw prébek, W rezultacie okreslajac zmiany objetosci przez pomiars

Odksziafcerme  —e——e————
_ fokaine -

" Odkszintoenie -
\__srednije

ilodci wypartego powietrza lub wody z catej probki obserwujemy staty wzrost obje-
tosci; obliczone ¢, odpowiada odksztalceniom &rednim. Rzeczywisty wykres g,=
=&, (¢;) polozony bedzie powyze] wykresu wartodci Srednich (rys. 8).

3.2. Funkcje materialowe modelu

Uproszezony model materialu o wzmocnieniu gestodciowym opisany jest calko-
wicle przez wzory (2.14) i (2.15). Zaktadamy przy tym, ze prawo fizyczne (2.15)
Jest poprawne dla dowolnego warunku pIastycanéci. Jezeli zatem dla danego
materiatu znany bedzie warunek plastycznodci dla dowolnej gestodci (innymi stowy,
Znana bedzie powierzchnia plastycznosei w przestrzeni p q.p); to wzor (2.16) pozwa-
la przewidzie¢ zachowanie si¢ materiafu w dowolnym procesie deformacii.

Rolg funkcji materiatowych modelu pelnig zaleznoici okreslajace ksztalt po-
wierzchni lub, co jest réwnoznaczne, ksztalt przekrojéw p, g w zaleznos$ci od gestosci.
Liczba tych funkcji zalezy od liczby parametrow, opisujacych ksztalt przekroju
powierzchni dla dowolnej gestoséci. Dla najprostszych przykladéw przekrojéw (np.
kotowych) jedyng funkcja materiatowa Jest zalezno$¢ promienia kola od gestosei.
Dla rodziny elips wystepuja dwie funkcje okreslajace zmiang ich pétosi. Odnosi sie
to jednakze tylko do ofrodka idealnie sypkiego, kiedy kaidy z przekrojéw p i ¢
przecina of p. )

3.3, Metody wyznaczania funkcji materialowych

Analityczne okrelenie funkcji materiatowych jest mozliwe, jezeli znany jest
. ksztatt powierzehni plastycznodci W przesirzeni p ¢ p lub jego przekroje plaszezyzna
P q. Metody doswiadcralne polegaé beds zatem na przeprowadzeniu dodwiadezen,
z ktdrych mozina wyznaczy¢ powierzchnie, Dla wygody rozwazania prowadzib
bedziemy na plaszezyznie p g. ‘

Jako pierwsze rozpatrzymy zagadnienie Wyznaczania kszialtu przekroju po-
czatkowego f°. Ksztalt krzywej f© pozwalajg znalezé dowolne doswiadczenia, w kté-
rych drogi obciaZenia przebiegaé beda, poczawszy od pewnego stanu sztywnego,

Rozprawy InZynierskie — 5§
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na plaszczyznie p, ¢ w réznych kierunkach (rys. 9a). Najlatwiejsze do zrealizowania
w aparaturze tréjosiowego Sciskania sa drogi, w kt6rych zmianie ulega jedynie
o1, @ 0,=03=const. Na plaszczyinie p, ¢ odpowiada to drogom prostym, rozpo-
czynajacym si¢ od p=0,=0,=0; o nachyleniu dg/dp=3/2 (rys. 9a). Wykonujac
szereg doswiadczen w obszarze zageszezania i rozluzniania 1 rejestrujac zmiany posta-
ciowe i objetoéciowe, polozenie £ wyznaczymy przez pary wartosci p© i ¢°, przy kto-
rych rozpoczna sie deformacje. Dla obszaru rozluZniania krzywe Scinania i zageszeza~
nia powinny mieé ksztalt przedstawiony na rys. 5d i 5e, a dla zaggszczania — na
rys. 5b i 5c. Z istniejacych danych do$wiadczalnych wynika, ze nachylenie drog
dqgjdp=3/2 jest wystarczajace, aby przeciaé oba obszary zaggszczania i rozluZniania
(teoretycznie dla matych dg/dp drogi obciaZania moglyby zawsze przecinaé obszar
zageszczania). Niemozliwe jest jed-
nakie ustalenie z gdry, zwlaszcza
dla materiatow silnie zageszczonych,
w jakim przedziale poczatkowych

9k b g

oy

Rys. 9

D

cisnieni p musza byé przeprowadzone
dogwiadczenia, aby objely caly ob-
szar zageszezania, Jak wskazuja do-
tychczasowe dodwiadczenia na ma-
teriatach zageszczonych, w ktorych
uzyskiwano jedynie krzywe niesta-
teczne, wymagane ciSnienia mogg
byé bardzo znaczne. Proste drogi
obciazania pozwalaja takze na czes-
ciowe wyznaczenie kolejnych prze-
krojéw f7, £, ..., dla réznych ges-
tofci p. Dla drég w obszarze
rozluzniania otrzymujemy informa-
cje o polozeniu przekroju dla mniej-
szych gestosci. Korzystajac z wy-
kresu p=p(s,) i funkeji p=p°expe,
lub bezposrednio z pomiaru — wyz-
naczamy gestosé przyporzadkowana
parze kolejnych wartodci p’ i ¢'.
Pary wartosci p’ i ¢’ dla tej samej
gestodci, ale dla réznych drog,

wyznacza czesé nowego przekroju £ w obszarze rozluzniania (rys. 9b). Prowadzac
proces deformacji az do ustalenia si¢ zmian objgtodciowych, otrzymujemy informa-
cie o polozeniu linii krytyeznej oraz o ksztalcie krzywej gestodci krytycznej.
Analogiczne do$wiadczenia w obszarze zageszezania dostarczaja danych o polo-
zeniach kolejnych przekrojéw dla wigkszych gestoécl. Zauwazmy jednak, ze proste
drogi obciazania daja informagje o calym przekroju poczatkowym i tylko o czgéciach
nastepnych — albo w obszarze rozluZnienia, albo zaggszezania (rys. 9 b).

Dla pelnego wyznaczenia koleinych przekrojow niezbgdpe sg drogi obciazania
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z odciazeniem i docigZaniem. Pragnac okregli¢ polozenie kolejnych przekrojéw
powicrzchni w obszarze zageszczania, ale dla mniejszych gestosci niz p°, trzeba
wpierw wykonaé badania w obszarze rozluzniania, prowadzac proces do pewnego
polozenia f” i stosujac odciazanie, a nastepnie po zwickszeniu ci$nienia pP—ponowne
docigZenie juz w obszarze zageszczania (rys. 9¢). Odwrotng procedure stosujemy dla
Wwyznaczenia przekroju powierzchni w obszarze rozluzniania dla gestodel wigkszych
od p°. Badania z odcigzaniem moga stanowié takze kontrole poprawnosci wyzna-
czenia kolejnych przekrojéw z drég prostych, W tym celu zmiany cisnienia p po
odcigZeniu powinny byé niewielkie w stosunku do pierwotnej drogi obcigzania.

Powyisze rozwazania opieraly si¢ na podstawowych zaltozeniach o modehu:
polozenie przekroju powierzchni p g p dia danej gestosci jest niezalezne od drogi
obcigzania, po jakiej ten przekréj jest osiggnigty. Weryfikacje tego zatozenia uzyska-
my realizujac inne drogi bardziej zlozone od dgfdp=3j2.

Przy wyznaczaniu kolejnych krzywych f, S5 ... na plaszezyinie p g korzystamy
jedynie z pomiaréw wielkosci p i ¢ oraz pomiaru gestosci. Postaé krzywej §cinania
1 zageszczania daje tylko informacie Jjakosciowe, czy znajdujemy sic w obszarze
zageszezania czy rozluzniania. Znajac ksztalt kolejnych przekrojéw i odpowiadajgce
im gestodci mozna poszukiwad analitycznych wyrazeri na funkcje materiatowe.
Jest to niezbedne przy wykorzystaniu wynikéw do rozwigzania zagadniefi brze-
gowych. Dla analizy zachowania sic materiatu przy innych niz w do$wiadczeniach
drogach obcigzania wystarczajgce sa wykresy funkcji materislowych, z ktérych
poszukiwane funkcje g=q(e,) i p=p {g,) mozna skonstruowaé metoda graficzng
(por. p. 2.3).

3.4, Sprawdzenie stosowalnosci stowarzyszonego prawa plyniecia

Pelna weryfikacja doswiadczalna modelu teoretycznego wymaga, oprécz wyzna-
czenia funkeji materialowych, sprawdzenia poprawnodci stowarzyszonego prawa
plynigcia przyjetego w dotychczasowych rozwazaniach. Stowarzyszone prawo
plynigcia (2.15) oznacza, ze warunek plastycznosci f jest potencjalem dla przyrostow
odksztalcen plastycznych. Z wlasnosci potencjatu wynika, ze przyrost odksztaleen,
rozumiany jako wektor w przestrzeni naprezen, jest ortogonalny do powierzchni
plastycznosci zdefiniowanej przez odpowiedni warunek. Sprawdzenie tego prawa
polega zatem na okreéleniu nachylenia wektora de do przekroju powierzchni p g p
plaszezyzng p g. :

Kierunek wektora de w danym punkcie krzywej f okreslaja skladowe de, 1 de,
towarzyszace przesunigciu powierzchni z potozenia fdo f* na skutek dziatania wektora
do. Wartoéci skiadowych ds otrzymujemy z pomiaréw dla danej drogi obciazania,
Realizujac t¢ droge otrzymujemy réwnoczednie informacje o punktach jej przeciecia
z koleinymi przekrojami powierzchni plastycznosci (jest to zbidr p, ¢ przyporzadko-
wanych danym gestoéciom p) i o wartosciach de, i de,. Znajac ksztalt kolejnych
przekrojow f mozna dla punktu na drodze obcigZania wykres§lié statyczna do f,
wektor de i zmierzyé¢ ich wzajemne nachylenie.

Dla Scistego wyznaczenia nachylenia wektora J musi by¢ znany dokladny
ksztatt krzywej f, wektor de powinien odpowiada¢ bardzo malym przyrostom
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dg, a sam wektor dec reprezentowaé jedynie odksztalcenie plastyczne. Warunki
pierwszy i trzeci wymagaja znaczne] liczby badaf i wiadciwej interpretacji wy-
nikéw (por. p. 3.5).

3.5. Interpretacja badan dla modelu ciala sztywno-plastyeznego

Ograniczenie sig w rozwazaniach do modelu ciata sztywno-plastycznego powo-
duje koniecznod¢ odpowiedniej interpretacji wynikéw dodwiadczen. Rozpatrzmy
przedstawiong schematycznie na rys. 10a doswiadczalng krzywa o;=0; {(g,} uzyski-
wana dla materiatu zageszczanego w przypadku prostej drogi obcigzania o dy/dp=
=3/2. Ksztalt ten niewiele si¢ zmieni, jezeli przejdziemy do wspotrzednych ¢ i g,
Krzywa nie odpowiada swym charakterem modelowi ciala sztywno-plastycznego,
dla ktérego powinna mieé postaé przedstawiona na rys. 10b. Poczatkowa, wznosza-

oy

&Y

Rys. 10

ca sie cze§é krzywej do wartosel o ma, (punkt B) odpowiada sprzgionym sprezysto-
plastycznym wlasnoéciom oérodka — z przewaga tych pierwszych. Spoérdd roznych
aproksymacji do$wiadczalnego wykresu o postaci z rys. 10b moina przyjaé do
rozwaZan dwie nastgpuigce:

1. Zatézmy, 2e catkowite odksztaleenia ofrodka skladajq sig z czebel plastycznej
€ i czgdel sprezystej ¢° réwnej odksztalceniom ofrodka przed osiggnigciem maksy-
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malnych wartodci naprezed dcinajacych. Odksztalcenia sprezyste mozna pomingd,
co odpowiada przesunieciu poczatku ukladu o wartodei e°.

2. Zaloimy, ze odksztalcenia oérodka sa tylko plastyczne, a napreZenia w po-
czatkowym obszarze ¢° stale 1 réwne oy .

Podobnej aproksymacji wymagaja wykresy o,,=o0,, (e} lub &,=¢, (¢;), z ktérych
jeden dla tego samego materiatu i tej samej drogi przedstawia rys. 10c. Odcinek po-
czatkowy OA odpowiada wzrostowi jedynie ciénienia hydrostatycznego. Zgodnie
z pierwszg aproksymacjq o$ &, bedzie przechodzié przez punkt B, dla drugiej mozemy
przyjac, z€ of &, przechodzi przez punkt A.

Bardziej dyskusyjne beda aproksymacje wykreséw doswiadezalnych dla materia-
16w luznych, dajacych w doswiadczeniach tego samego typu krzywe przedstawione
na rys. 10d. Trudno jest tu oddzieli¢ odksztalcenia sprezyste 1 plastyczne. Jako jedna
z propozycji mozna przyjaé, ze poczatkowy przekrdj f° powierzchni plastycznosci
osiagniety jest w punkcie B, gdzie nastepuje wyrazna zmiana pochodnej; do tego
punktu nalezy przesunaé osie o, i &,

Rozpatrzmy jeszcze ksztalt wykreséw doswiadczalnych T =0, {8,) dla materiatu
zaggszezanego w badaniach, w ktérych zmianie ulega jedynie o, a 0,=0, tzn. kiedy
zmienia sig jedynie ci$nienie hydrostatyczne, Doswiadezalne wykresy majg postad
przedstawiong na rys. 10c linia ciagla, jednakze dla rozpairywanego modelu powinny
rozpoczyna¢ si¢ od pewnej wartosci o5, odpowiadajycej polozeniu f°, Nalezy jednak
zaznaczyé, 7e w dotychezasowych badaniach realizowane ciénienia byly niewielkie,
co pozwala przyjaé, ze w badaniach tych nie osiagnieto przekroju powierzchni f°
i otrzymany wykres odpowiada jedynie zmianom sprezystym.

4. BADANIA DOSWIADCZALNE

4.1, Ogdlna charakterystyka badar

Model matematyczny materialu o wzmocnieniu gestoéciowym powstal na podsta-
wie wynikow wielu prac doswiadczalnych, ktdérych celem bylo poznanie wlasnosei-
mechanicznych materialéw rozdrobnionych. Dostarczyly one jakosciowych infor-
macji w postaci krzywych $cinania i zageszcezania w zaleznodci od gestosel poczgtko-
wej. Prace te nic byly jednakze prowadzone pod katem weryfikacji stworzonej
ostatnio teorit wzmocnjenia gestoSciowego. Programy obejmowaly zarwyczaj
jedynie proste drogi obcigzania w procesic zageszezania lub rozluzniania. Brak jest
danych o wartodciach przyrostéw odksztalcen. Odnosi sie to szczegdlnie do mate-
rialéw idealnie sypkich.

Podobnie, doswiadczenia [2] nie odpowiadaja w petni programom 1 rejestracii
wielkosci niezbednych do petnej weryfikacji teorii; moga jednakZe stanowié¢ punkt
wyjscia do weryfikacii, a to ze wzgledu na stosunkowo zlozone drogi obcigZania
i mozliwo$¢ wykorzystania istniejacych, a nieopublikowanych danych dodatkowych.

Badania do$wiadczalne [2] wykonano na jednym rodzaju piasku $rednio-ziar-
nistego i na prébkach walcowych przy osiowo-symetrycznym stanie naprezenia
oraz przy kinematycznym obcigzaniu. Programy byly nastepujace:

1) obcigZanie po drogach prostych przy dg/dp=3/2 dla czterech wartoéci po-
czatkowego ciénienia hydrostatycznego,
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2) obcigzanie po drogach zloZzonych, ale bez odciaZania,

3) obcigzanie, odcigZanie i ponowne obciaZanie po réznych drogach prostych.

Wyniki przedstawiono w postaci wykreséw: a) drogi obcigzania na plaszczyZnie
1, ]/f a,; b) funkeji o;=0; (g;); c) funkcji e,=e¢, (&)

Nicktdre z wynikdw przedstawiono na rys. 111 12, Na rysunkach tych zmieniono
oznaczenia charakterystycznych punktéw 4, AL ..., B, B!, ... zpracy [2] na 47, 4™, .,
BT BY, ..., Naprezenia obliczano w stosunku do chwilowego przekroju prébki,
a odkszialcenia ze zwigzkow (3.2), (3.3), (3.4} 1 (3.6). Niezbedne do iloéciowe] analizy
wartoéci p i g obliczono ze wzordw (2.5) i (2.6), &, ze zwigzku (3.11), a ¢, sumujac
przyrosty de, wyrazone wzorem (2.11), korzystajgc z nieopublikowanych w [2]
wartodci de; 1 de,.

4.2. Analiza badait z purktu widzenia osrodka o wzmocnieniu gestosciowym

Analize wynikéw badaf rozpoczniemy od serii doswiadezen obejmujgeych proste
drogi obciazenia, We wspohrzednych p, g drogi te wykre§lono na rys. 13.

Ogdlny ksztatt funkcji o;=0;(e;) (rys. 12a} wskazuje, 7¢ dla obu aproksy-
macji wynikéw (por. p. 3.5) sa one niestateczne. Odpowiadaja zatem deformacji
materials w obszarze rozluZniania., Maksymalne warto$ci naprezen (punkt B,
B BU By wyznaczaja na plaszezyinie p g (rys. 13) prosta o nachyleniu
@o=237°30". Prosta t¢ interpretujemy jako czgS¢ poczatkowego przekroju po-
wierzchni plastycznodci f°. 7 wykresdw o,=g;(g;) wynika ponadto, Ze naprg-
zenia dazg do wartosci asymptotycznych, ktére oznaczono punktami C?, CY,
CHC, Punkty te mozna na plaszczyznie p ¢ aproksymowaé prosta o ha-
chyleniu f=34°, bedaca linig krytyczna.

Rozpatrzmy z kolei funkcie ¢,=¢g,(5;) odpowiadajace drogom prostym (rys.
12b). Uzyskane krzywe w catym przedziale odksztalcen postaciowych sa monoto-
‘nicznie rosngce. Qznaczaloby to, Ze pomimo znacznych odksztalcen postaciowych
nie zostal w doswiadczeniach osiagniety stan krytyczny. Nale?y jednakze wspomnieé,
7e odksztalcenie objetoSciowe obliczano ze wzoru (3.3), gdzie do okreflano przez
pomiar ilodci wypartego z calej probki powietrza, Jak zaznaczono w p. 3.1 pro-
wadzi¢ to moze do bledéw w wartodciach &,. Pomimo zastosowania specjalnych za-
mocowan prébek zmniejszajacych tarcie uzyskane wykresy wskazuja na pewien
jego udzial, Stad tez dokonano korekty wykreséw przez zagigcie koncowej czedci
do poziomej asymptoty (linia przerywana na rys. 12b i punkty C*, C*7, C™, C'"),
Korekta ta jest jednak przyblizona i rzeczywisty ksztalt g,=e, (¢;) jest nieznany.
Z tego wzgledu nie obliczano gestoscei dla kolgjnych wartoséci p i ¢ w rozpatrywanym
procesie, co pozwoliloby wykresli¢ polozenie kolgjnych krzywych /7 1 f7', ... Nie
pozwolito to takZe na sprawdzenie poprawnosci stowarzyszonego prawa plynigeia.
Przyjeto za to, ze koficowe wartodcl & sa obarczone matym bledem, co pozwolilo
obliczyé gestosé ma linii krytycznej i skomstruowaé lrzywa gestodci krytycznej
(rys. 14). Polozenie punktdw obliczono przyjmujac druga aproksymacie wynikow.
Znajomos¢ punktdw jedynie dla obszaru rozluZniania uniemozliwia dokladne
wyznaczenie punktu przecigcia wykresu z odcigta p° wyznaczajacego wartosé p
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punktu przecigeia finii krytycznej z poczatkowym przekrojem powierzchni plasty-
cznoéci fO. Zakozono, #e zaleznosé ta jest liniowa:

{4.1) Pkrzup—w.

Doéwiadczenia drugiej serii pokazaly, Ze dla wstepnych zlozonych drég obciaza-
nia, w ktérych jednakie stan naprgZenia nie osiaga nigdzie na plaszczysnie pg
maksymalnych warto§ci wyznaczonych przez lini¢ B, B, BT BV — polozenie tej
linii nie ulega zmianie. Oznacza to, ze realizowane wstepne drogi moga odpowiadaé
obszarowi sztywnemu, co potwierdza «niewraZliwoéé» warunku plastycznodci na
droge obcigzania,

Wyniki trzeciej serii doéwiadczent odpowiadaja catkowicie zachowaniu sig mo-
delu teoretycznego, przedstawionego dla ztozonych drég na rys. 7. Zaobserwowano
analogiczne efekty dla potozenia krzywych o,=0, (g;)) powyzej lub ponizej krzywych
dla obciazZenia cigglego. Koficowe wartodci naprezen, a wige potozenie linii krytycz-
nej, pokrywaja si¢ z wartoéciami uzyskanymi w pierwszej serii. Do$wiadczenia te
pozwolity ponadto wyznaczyé pofoienie jednego z kolejnych przekrojéw 7. Na rys.
15 polozenie f* zaznaczono punktami /7, E i K, ukladajacymi si¢ w przyblizenin
wzdluz prostej o muiejszym nachyleniu niz e,.
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Rys. 15

Powyzsze wnioski otrzymano z analizy krzywych o,=g; (g). Pozostaja one
poprawne dla krzywych g=g (s,). Reasumujac mozna stwierdzié, ze aczkolwiek
badania obejmowaly jedynie pewne drogi obeiazania w obszarze rozluZniania, to
jednak jakofciowe zachowanie si¢ badanego materiatu odpowiada w pelni modelowi
materialu o wzmocnieniu gestosciowym.
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5. ILOSCIOWY QPIS BADAN DOSWIADCZALNYCH

3.1, Uwagi ogdine

Rozwazania przedstawione w p. 4.2 wskazuja, Ze obliczenia funkcji materialo-
wych modelu uproszezonego z wynikéw badan [2] mogg zawieraé znaczne bledy.
Odnosi sig to takze do sprawdzenia poprawnosci stowarzyszonego prawa plyniecia,
Ponadto badania nie dostarczyly zadnych informacji o zachowaniu sie materiatu
w obszarze zageszczania. Z tych tez wzgleddw zrezygnujemy z proby dokladnego
wyznaczenia funkcji materiafowych, przeprowadzajac w zamian prébe opisn bada-
nego ofrodka przy wprowadzeniu z géry pewnych zalozeh o postaci warunku
plastycznosci dla réznych gestodci; przyjmiemy takze stosowalno$é stowarzyszonego
prawa plynigcia. Poszukiwa¢ bgdziemy prostych postaci krzywych 7, dajacych
mozliwie dobra aproksymacje do$wiadczalnych funkeji g=g(e) i &,=¢, (c,).
Skorzystamy przy tym jedynie z nastepujacych danych do$wiadczalnych: 1) postaci
odcinka poczatkowego przekroju f°, 2) ksztaltu linii krytyczne] oraz 3) krzywej
gestosci krytycznei. Zaktadamy zatem, Zze wartoéci eksiremalne naprezefi i odksztat-
cefl obarczone sg mieznacznymi bledami w stosunku do wartoéei w trakcie oma-
wianego procesu. Odnosi si¢ to szczegolnie do zmian objetodciowych.

Ograniczanie si¢ do prostych aproksymacji warunku plastycznosei ma uzasad-
nienie w moiliwoici wykorzystania rezultatéw do rozwigzania pewnych zadan
brzegowych. Postgpowanie takie pozwala ponadto na zdobycie pewnego dodwiad-
czenia przy dalszych prébach doboru funkcji materialowych,

5.2. Warunek plastycznosci w postaci elipsy

Jedna z najprostszych postaci rodziny przekrojéw powierzchni plastycznosci,
aczkolwiek bedgca znacznym przybliZzeniem postaci doswiadcezalnej, jest elipsa
o érodku polozonym na osi p i przechodzaca przez punkt p=0, g=0 (rys. 16).

Warunek taki zostal rozpatrzony w pracy [5], gdzie zanalizowano ksztalt wykre-
SOW g=¢(z,) dla réznych drég obeiazania i dowolnie obranych parametréw elipsy.

Zgodnie z oznaczeniami z rys. 18 krzywa o ksztalcie elipsy ma réwnanie

(p—a)* ¢

(5.1) f:—'“;zg“—*+?”l=0,

a=alp), b=b(p),
gdzie a 1 b okreglaja zmiang poloZenia elipsy w zaleznodci od gestosci. Funkcje te
redukujg si¢ do jednej funkcji po wykorzystaniu warunku, ze punkty elipsy o wspdl-
rzednych p=aig=>b leza na linii krytycznej I, bedacej zgodnie z wynikami doswiad-
czefl prostg o réwnaniu

(5.2) q=pigh,
lub
(5.3) b=atgp.

Za nmiezalezny parametr okreSlony dodwiadczalnie przyjmiemy a=a (p);
rownanie jest réwnowaine krzywej ggstosci krytycznej. Zauwazmy jednak, Ze
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przyjmujac zgodnie z rys. 14 warto§¢ p dla punktu przecigeia linii krytycznej z krzy-
wa f°rowng p%,=12kG/fem? stwierdzimy, e polozenic poczatkowej elipsy w ob-
szarze rozluzniania (wzgledem doswiadczalnej powierzehni o ksztalcie prostej) pro-
wadzi¢ bedzie do znacznych bledéw w wartosciach-g. Dla zmniejszenia tej rozbiez-
nosci zatozymy, ze p°,=5,5 kGfem?, otrzymujac elipse pokazana na rys. 16.

g b kG/lem?
’K.
45 A g-
., g p g=lgfp
B’f // '/' a r
| ~
3 B.;" / S F
5l 7 B T c
2+ ¥ v s T
! . s Rt
i gl A - / b
! ;/V’.W /
7k ff!B'fl il ¢ ,
{ ! . ,.":3 /
Z ; ,

A S ! | | | i [ ! ¥ o
i 1 H 3 4 5 8 7 8 q 0 P .
3 a ! p kGfor®
e -

Rys. 16

Przyjmujagc warunek plastycznosci w postaci elipsy, nalezy ponadto dokonaé
pewnej aproksymacji rzeczywistych drég obciazenia tak, aby poloZenie punktéw B
odpowiadalo elipsie. Przyjeto, Ze polozenie punktw 47, 4¥ , ... jest zgodne z dogwiad-
czeniami, a punkty BY, B' na elipsie majg te same wartosci p jak rzeczywiste punkty
na prostej (rys. 16). Zalozono ponadto, e drogi obcigzania sg prostymi, laczgcymi
odpowiednio punkty A, B, ..., skad otrzymano nowe polozenie punktéw C, €7, ... .
Powyzsze zatozenie, przy przyjeciu pierwszej aproksymacji wynikéw doswiadczalnych
(p- 3.5), prowadzi do nowego polozenia punktéw na wykresie py.=p,. (p) zaznaczo-
nego na rys. 14 petnymi kétkami.

Punkty te mozna do§¢ dobrze aproksymowaé prosta

(5.4 Pu=t'p—w,
przechodzacy przez obrany punkt Per=35,5kGjem?, co polwierdza poprawnosé
zaloZenia py..

Sktadowe wektora przyrostu odksztalcen plastycznych (2.17) 1 (2.18) dla wa-
runku plastycznosci o ksziakcie elipsy okre$lone 83 nastepujaco;

b*(p—a)dp--atqdq

(5.5)- " :da b2 52 gdb : 2 }
P\ gy 9@ =)= P o—al - (p-a? - ah)
(5.6)  de,= @*b*(p—a) qdp | a*q*dg

bz - {ia_ 2 b2 b2 V db 2 2 }.
PP 0= @\ =)= b=l b (p—a)?— a%b]
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Catkujac funkcje (5.5) 1 (5.6) po wykorzystaniu (5.3) i {5.4) mozna obliczyé wartosci
&, i &, dia dowolnej drogi obcigzania. Otrzymane Wzory na &, i £, $3 jednakze dosé
zlozone. Wystarczajgcq dokladno$é mozna uzyskaé metoda graficzna obliczajac

g b k6/em?

Krzywa Teorefyczna

10 } ! i e
7 a1 02 43 &g
Rys. 17
ek
004
8,02

&

q

przyrosty de, i de, dla matych zmian polozenia powierzchni i odpowiadajacych
zmian gestosei, Praktycznie wygodnie jest obraé male przyrosty dp i z rys. 14 od-
czyta¢ zmiang parametru a elipsy.

Obliczenie wykonano dla dwéch drég obcigZenia 3 1 4 I stalych przyrostéw
dp=0,01 Gfem®. Otrzymane funkcje g=g¢ (24) 1 8,=¢, (&,) sa przedstawione rys. 17
i 18. Stosunkowo dobra zgodnosé doswiadezalnej i teoretycznej krzywej 4 na rys. 17
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spowodowana jest przyjeciem poczatkowej elipsy przecinajacej rzeczywisie polozenie
punktu B, Krzywa 3 na tym rysunku cdbiega juZ znacznie od krzywej doswiadczal-
nej. Podobne réznice wystgpia dla drég 11 2, co wynika z duzej réznicy rzeczywistego
i przyjetego do-'obliczen poloZenia punktow B i C.

g 4 k6/em?®
10 - b

. 19

Porownujac krzywe g,=¢, (g,) (rys. 18) wida¢ duzg roznice dla drogi 4 i znacznie
mniejsza dla drogi 3.

Szezegdtowa analiza rozbieznodei krzywych doswiadezainych [ teorvetycznych
przedstawiona bedzie w p. 6.

5.3, Warunek plastyeznosci w postaci sinusoidy

Jako drugi przykiad aproksymacii warunku 'plastycinoéci rozpatrzymy sinusoidg
(rys. 19) o rdéwnaniu

(5.7) _ﬁ:q_bmn(g%):o, b=b(p), c=c(p).
Sinuscida jest krzywa bardziej plaska niz elipsa w przedziale matych wartosci ar-
gumentu, dajac lepsze przyblizenie dodwiadczalnej poczatkowej krzywej f© o ksztal-
cie proste]. Sinusoida nie zapewnia jednakie jednoznacznosci wektora predkodci
odksztatcen plastycznych w punkcie o wspohzednych p=2¢, g=0. W niniejszych
rozwazaniach mozemy dopusci¢ istnienie punktu osobliwego, gdyz rozpatrywane
zachowanie sig modelu dotyczy jedynie obszaru rozluinienia.
Przyjmujge lini¢ krytyczng w postaci proste), mamy

(5.8) b=cigh,

I zmiana potozemia warunku plastycznosci opisana jest tylko jedna funkcjg materia-
lowq. Dla okreélenia tej funkcji wykorzystamy, podobnie jak w p. 5.2, wzor na war-
to$¢ p na linii krytycznej od p, réwnowainej zaleznosel c=c (p).
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Aproksymacja sinusoida do$wiadczalnego przekroju f° powierzchni plastycz-
noSci wymaga, podobnie jak w przypadku elipsy, usytuowania drdg obciazania
1stanéw okreslanych punktami 47, A7, ... B, BY, .., C1, CY, . wzgledem sinusoidy.
Przyjeto doswiadczalne wartosci pig dla punktdw A', A7 .1 CY, CY, ..., a poto- .
Zenie punktéw BY, B, | na przecigeiu prostych Iaczgcych odpowiednie pary A'CY,
A™ CU, .. z sinusoidg (punkty B i BY na rys. 12). Wspbirzedne punktéw B
i B nie odpowiadaja zatem wartodciom doswiadezalnym i ré2Znia sie od przyjetych
w p. 5.2. Przyjmujgc ponadto drugg interpretacje wynikéw, przy zachowaniu
dofwiadczalnych wartosci p i ¢ dla punktéw C*' CH .., ustalimy, ze zaleznosé
c=c(p) ma postaé |

(5.9) e=up—w

przy ¢®=12 kGjem?.
Przyrosty odksztalcen plastycznych maja dla warunku plastycznosci o postaci
sinusoidy postaé

b i)
dg ———cos (mﬁ) dp

2¢ 2¢
(5.10) ey = {mp\ db nb ap\ de
11 (?) d—pp%bié?(:os (—2;);,;
dg— th cos (—;—Uci) dp
(>.11) 4= nh  [(mp\ db b2 np \ de
Z sin (EE_) E ey cos (3;) E

Teoretyczne krzywe g=g(z,) i &,=8, (&,) skonstruowano okreslajac graficznie
dep i de, dla krokéw dp=0,01 G/em® i dwéch drég obciaZzania 3 i 4. Krzywe te
przedstawiono na rys. 20 i 21. Teoretyczne krzywe g=gq (e,) odbiegajg dos¢ znacznie
od krzywych do$wiadczalnych; najwicksze réznice wystepuja dla matych wartosci
&,4. Jest to spowodowane réinicg pomiedzy rzeczywistymi wartodciami g w punktach
B, BY, ..., a wartosciami przyjetymi do obliczeft. Réznice wystepuja tez w funkcjach
£p=28, {5,).

5.4, Warunek plastycznosci o ksztalcie zlozonym

Przedstawione na rys. 17 i 20 réinice (ilosciowe) spowodowane s przede wszys-
tkim przyjeciem zbyt uproszczonych postaci warunkéw plastycznosei i ich poczatko-
wych parametréw, odbiegajgcych znacznie od wynikow doéwiadezen. Ponizej roz-
patrzymy bardziej zlozony ksztalt przekroju f°, lepiej pokrywajgcy sie z wynikami
doswiadczen.

Zgodnie z 1ys. 15 przyjmiemy, Ze w obszarze zrealizowanych do$wiadezedt po-
czatkowy przekréj f° powierzchni plastycznosci, wyznaczony przez punkty B,
B, B i BT, jest prosta nachylona pod katem o, =37°30". Lini¢ krytyczng przyjmie-
my, podobnie jak poprzednio, jako prosts o nachylenju f=34°. Zalozymy, Ze kazdy



ZAGADNIENIA DOSWIADCZALNEJ WERYFIKACFI MCODELU CIAEA .. 379

z kolejnych przekrojdw f sktada si¢ z odcinka prostej f 1 stycznej do niego elipsy
f» o srodku polozonym na osi g (rys. 22). Warunek stycznodci odeinka prostej
i elipsy zapewnia jednoznaczno$¢ nachylenia wektora predkosci odksztalcenia na
catej krzywej . Punkt styku f, i f; zaznaczono na rys. 22 literg €.

q k kG/em?

60

40

;

3l

Krzywg doswindczging

20

2
Rys. 20

b Krzywa teorelyczna

-G04

-gp2

Rys. 21
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Powyzszy warunek plastycznodci ma postaé

(p—c? ¢
5.12) fimq—pige=0, a=a(p), j}=_*;;4“+33—1=0;
(5.13) a=a(p), b=b(p), c=c(p).
3 A k6/em®
0

d o
2
!
i
s ;{ | f | P
a z 4 & 8 m 12 Pz 76 18 2,
a p kG/em
Rys, 22

Cztery parametry kizywej a, b, ¢ i o redukujy sig do trzech po wykorzystaniu réw-
nania linii krytycznej

(5.14) b=cigf.

Warunek stycznosei odcinka prostej f, i elipsy £, daje dodatkowa zaleznogé pomig-
dzy parametrami ¢ oraz ¢ i o w postaci

tg*f
cf/ 1——.
[§2474

W rezultacie pozostaja dwa niezalezne parametry, np. ¢ i g, Funkcje c=c (p) przyj-
miemy podobnie jak w P. 5.3, opierajac si¢ na wynikach przedstawionych na rys. 14:

il

(5.15) a

(5.16) . C=Up—W,

gdzie ¢"=12 kG/em?. O funkeji o wiadomo jedynie, ze zgodnie z rys. 22 kat « musi
by¢ zawarty pomiedzy ¢, dla przekroju poczatkowego f© a g dla najmniejszego
przekroju koficowego. Warunek ten bedzie spetniony, jezeli zalozy sig np, 2e punkty
stycznosci @ lezyg na paraboli : A

(5.17) g=mp*+np,
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przechodzacej przez punkt Q dla przekroju poczatkowego o wspdlczynniku n=tg f.
Roéwnanie (5.17) daje dodatkowa zaleznosé pomiedzy parameterami ¢ i o

(5.18) o tgla —ntg*a—metg? f=0.

W rezultacie wlasnosei materiatu sg opisane warunkiem plastycznosci o postaci
(5.12) i (5.13) i jedna funkcja materiatowa (5.16).

Przyrosty odksztalced dz, i de, okreslone s34 zgodnie z prawem plynigcia odpo-
wiednio dla obu warunkéw plastycznodci za pomocy nastepuigcych wzordw:

dla odcinka prostej

dg—tgadp

(5.19) de, = o

cos?. ¥ :2';

. dg—tgodp
(5.20) de,, ~m,

cos?y pa’ip
dla elipsy

: b p—cdp+aqd
(5.21) d, = (p—c)dp+a*qdy ’

: da 2 bz b_{gé 2 2 bz_di }
P ag;(q )+ p [(p—c)*—a®1— dp(p—CJ

Ip
a*b?*(p—c) qdp+a*qdy .

) {da 2 p2 bdb 2 s de }
pb*(p—c) a};(q —b)+ EKP_C) ka]—b*d;(PMC)

(5.22) de, =

Teoretyczne krzywe g=g (g,) i &,=¢, (g,) obliczone graficznie dla krokéw dp=
=0,01 G/em? i krzywe doswiadczalne, odpowiadajace drugiej aproksymacji, przed-
stawiaja rys. 23 1 24. Z rys. 23 widaé, 7e pomimo zgodnoéci punktéw poczatkowych
i koricowych istnieje pewna rozbieznogé ilosciowa. Roéimice s wicksze dia droég
obcigZania przy wyzszych wartodciach p. Krzywe teoretyczne skladaja sig z dwdch
czgbel: liniowej, odpowiadajace] polozeniu stanu naprezenia na odcinku prostym
warunku plastycznodei, i krzywoliniowej, odpowiadajacej czesci elipsy.

Nalezy zaznaczyé, ze dla szczegdlne] postaci warunky Plastycznosci (przy po-
minigeiu zwigzku (5.17) i zalozZeniu «=0g=const) odcinek poczatkowy krzywych
¢=g (¢,) bytby poziomy. Zapewniloby to lepsza zgodnoéé z przebiegiem doswiadcral-
nym zjawisk. W tym jednakze przypadku odcinek prostej £, bylby wspolny dla wielu
elips, co odbiega od przyjetego w modelu zalozenia, z¢ kolejnym gestosciom P
odpowiadaja kolejne réznie potozone przekroje 'powierzchni plastycznosci p g p.
Réinice iloSciowe pojawiaja sic takze na wykresach g,=¢, (¢,) (rys. 24), gdzie dla
stanow naprezZenia lezacych na odcinku J1 otrzymuje sie dla wazystkich drdg obcig-
zania jedna zaleZno$é. '

Rozprawy Inzynierskie — ¢



KkG/om?®

—-
4 "'-v-..._______ C.v

\K rzywa tegretyczna

=
s,
£
]
=
pat)
=

& AP

-006

-0

- 002

Rys. 24

[382)
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5.5. Warunek plastycznosci przy zloZonych drogach obcigzania

W dotychczasowych rozwazaniach oparto sie jedynic na pewnych danych do-
$wiadczalnych, otrzymanych z pierwszej serii doéwiadczed. Nie wykorzystano
zadnej informacji wynikajacej z trzeciej serii. Doéwiadczenia te wskazuja, Ze waru-
nek plastycznosci, wyznaczany maksymalnymi wartosciami g PO pewnym procesie
deformacii, ma ksztatt prostej, zawartej pomiedzy nachyleniem powierzchni poczatko-
wej 1 linii krytycznej. Odpowiada to przyjetemu w p. 5.4 zaloZeniu o zmianie f;.
Petna weryfikacja tego zaloZenia jest niemozliwa, gdyz w badaniach wykonano
obciazanie tylko dla jedne” wartoici z,. Doswiadezenia trzeciej serii mosna wszakse
wykorzysta¢ do ilodciowego poréwnania wzajemnego polozenia krzywych doswiad-
czalnych i teoretycznych uzyskanych przy prostych i ztozonych drogach obcigzenia
(por. p. 2.3). Do wyznaczenia krzywych teoretycznych przyjeto rozpatrzong w p.
5.4 aproksymacje dodwiadczenh dla warunky zloZzonego.

q b k6/om?

o — [——— —

S~k - o
- ~— Krzywa doswiadczalna
~ S
Ko
o v P “*-Z/" s
i T — ‘.:.:_\-h.‘____ -

" Rys, 25

Wobec ilosciowej roznicy doswiadezalnych i teoretycznych krzywych g=g (c,)
(rys. 23) nalezy najpierw ustalié, czy punkt odcigzenia D na krzywej teoretycznej
odpowiada doéwiadczalnej wartosci g, czy &4 Przyimujac doswiadczalng wartosé q
otrzymamy z rys. 23 £,=0,042 i pofozenie punktu D na odcinku f;rostym warunku
plastycznosci. Krzywe docigzania, obliczone analogicznje jak w p. 5.4 a przedstawio-
ne dla tego przypadku na rys. 25, pokrywaja si¢ z krzywymi dla pierwszej serii
doswiadezen. Spowodowane jest to przyjeciem drdg dociazania zawierajacych odci-
nek prosty przekroju f;. Jesli przyjaé z doéw%adczeﬁ g,=0,163, to drogi docigzania
przecinaja cze$é eliptyczng krzywej /i w konsekwencji krzywe g=¢g {(c,) rdinia sig
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od krzywych dla pierwszej serii doswiadezéf (rys. 26). Jakosciowo ich poloZenie
odpowiada efektom doswiadczalnym; istniejg rdézZnice iflogciowe, zwlaszcza dla
drogi 4, gdzie krzywa teoretyczna rozpoczyna sig poniZej punktu odcigZania,

g i

Kreywa doswigdezalna

a0+

Rys. 26

6. ANALIZA WYNIKOW T WNIOSKI

Przedstawione na rys. 17, 18,20, 21,23 i 24 krzywe g=¢ (&) igp=g,(,) dla
trzech réznych postaci warunku plastycznosci wskazuja na jakodciowg zgodnosc,
ale réwniez na ilosciowe wyrazne réznice pomigdzy wynikami badad a wykresem
teoretycznym. W odniesieniu do krzywej g=¢ (g,) Téznice sq tym wicksze, im bardziej
odbiega przyjeta postaé krzywej f od ksztaltu obserwowanego doswiadczalnie,
Dla krzywej zloZzonej z odcinka prostej i elipsy niezgodnoéé jest juz niewielka,
Wyraine réZnice pomiedzy krzywymi g,=é, (&,) istnicja jednak dla wszystkich
trzech przypadkéw. Ponizej rozpatrzymy dokladniej przyczyny tych rozbieznosci.

Réznice ilofciowe dla krzywych e,=¢, (g,) odnosza si¢ zaréwno do wartosei
biezgeych jak i koncowych. Te ostatnie wynikaja z aproksymacji wynikéw doswiad-
czeti okredlajacych krzywa gestosci krytycznej (rys. 14) przez prost. Przyjecie krzy-
wej blizszej wynikom doéwiadczeti zapewnitoby lepszq zgodnosé; wplyw na wartosci
biezace bylby jednak niewielki. Jako zasadnicza przyczyng régznic w wartodciach
biezgcych mozna przyjaé nieprawidlowosé stowarzyszonego prawa plyniecia przy-
jetego w rozwazaniach a priori. Z rysunkéw 21 i 24 widad, Ze krzywe teoretycz-
ne sa w poczatkowym obszarze bardziej strome od krzywych do$wiadczalnych,
Mniejsze ich nachylenie otrzymamy ‘przyjmujac, ze wektor de nie jest ortogonalny
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do krzywej £, ale nachylony w kierunku ruchu wskazéwek zegara (rys. 27). Dia ta-
kich samych przyrostow dp i przyjetej krzywej gestosci krytycznej otrzymamy
wigksze sktadowe de,, co spowoduje przesunigeie krzywych na tys, 211 24 w prawo.
Przyblizona warto§é tego odchylenia mozna

oceni¢ na podstawie rys. 18. Dobra zgodnodé, gh
krzywych dla drogi 3 oznacza, Ze nachylenie
wektoréw de powinno byé zblizone do na-
chylenia, jakie majg wektory ortogonaine
do elipsy dla drogi 3 (rys. 16). Dopuszczenie
odchylenia wektora od normalnej spowodo-
waloby takze przesunigcie krzywych g=g(z,)
w prawo i jeszcze lepsza zgodnoéé wynikéw.

Nalezy jednakie zaznaczyé, e jak wspo- S
mniano w p. 4.2 doswiadezalne krzywe Rys. 27
&,=48,(g,) sa obarczone bledem; ich rze-
czywisty przebieg lezy powyZej (rys. 8). Istnicje zatem mozliwosé, ze uzyskane
teoretyczne krzywe moga odpowiadac stosunkowo dobrze krzywym rzeczywistym.

Istotne zastrzezenie do przyjetych postaci warunkéw plastycznoéei mozna
wysuna¢ w stosunku do ich polozenia w obszarze zageszczania, Nalezy przypusz-
czal, #&¢ W tym obszarze krzywe f sa znacznie bardziej przesunicte w kiernnkn
wickszych wartosci p. Wskazujg na to wyniki réznych prac, w ktérych dla materiatu
Zageszezonego nie uzyskano krzywych statecznych nawet dla stosunkowo duzych
cisnien hydrostatycznych.

Réznice pomigdzy wykresami teoretycznymi a doswiadczalnymi moga by¢ takie
spowodowane ogramczemem si¢ do modelu sztywno-plastycznego i podanymi w p.
3.5 aproksymacjari.

‘Przyj¢ta w opracowaniu postaé prawa stowarzyszonego i uproszezone ksztalty
warunkéw plastycznoéci wymagaja dalszej do§wiadezalnej weryfikacii zgodnie z me-
tedami omdwionymi w p. 3. Uzyskane rezultaty wskazuja jednakze, jaki popehia
sie blad w opisie deformacji materialu w obszarze rozluzniania, zakladajgc proste
ksztalty warunku plastycznodei i stowarzyszone prawo plynigcia. W pewnych za-
gaduieniach brzegowych blad ten moze byé dopuszczalny.

Zaproponowany uproszezony model materialn o wzmocnieniu gestosciowym
dobrze opisuje obserwowane efekty doswiadczalne pod wzgledem jakosciowym,

Autor wyraza podzigkowanie mgr inz. K. KWASZczyNsKIESKORGANOWE] za
pomoc przy opracowaniu danych doswiadczalnych.
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Peswome

OIBITHAS TTPOBEPKA MOIENHN IIIOTHOCTHOIO YIPOYHEHIS

B pabore oB30pHOTO XapakTepa OPERCTABISHS] MCXOMHLIC DPSNUOCHUTKE, MATCMATHYECKHE
dopMyIHPORKE © (A3HYECKHEH CMBICT MOZEAH CHEIyYeH Cpempl ¢ MAOTHOCTHRIM YIPOYHEHHENM,
npepgaoxeraoi 3. Mpyaom.

Jannas Modenr OMMCHIBAET B WIHPOXOM JHanazoxe mediopMarmdf OCHOBHBIG CBOMCTBA ChI-
OyIAX MaTepPHAOP, KAKOBHMH HBNAIOTCA: COOPAKEHHOCTH (OPMOMIMEHERMs € H3MCHCHWIME
ofbeMa B 3ABHCHEMOCTh ITMACTHYECKHX CBOGHCTE cpeibl OT €¢ INIOTHOCTH.

Tonpobyei adamds NOBENSHAA MOICHE NPH NPOCTHIX M CAOKHBIX My TIX HAFPYKEHES BEUTON-
HEH JEOTb I JKECTRO-IDIACTHRECKOTO clyyas, OGCY#ACHA METOARKA JECOSPMMEHTANBHOH IIpo-
BEPKH MOHENH B crocoGEl HAXOXCHHA MATEPHAILEBIX QyHKIEHA,

PaccyRaenyst WLKOCTPIPYIOTCS PE3YILTATAMY M3MEPEHIH TPEXOCHO0 CKATHA CYXOrO IIeCKa.
IToxasamo, 9TO YOOBACTBOPHTENBHOE OMHCAHYE STEX ONLITOB MOXHC HONYYHATh, DPHHAB acci-
IMHAPOBAEHBE] 3aKOH TOUEHWA M HOBEPRHOCTEL TEKYUECTH, OPOCKTHPYROLIYIOCT HA RHOCKOCTH Gy
]/ 2 gy B BYUOe XOMOWHATIAN HpAMOH ¥ SIUIEICE, 3ABHCALETO OT INIOTHOCTH CPEAEL

SUMMARY

EXPERIMENTAL VERIFICATION OF A BODY WITH DENSITY HARDENING

The paper bears the character of a review and presents the assumptions, the mathematicak
relations and their physical interpretation for a model of granular medium with a density hardening
proposed by Z. Mroéz. .

The model deseribes the fundamental properties of granular media in a wide range of deforma-
tion including the coupling of shearing and voluminal strains and also the dependence of plastic
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properties upon the density of the medivm, The detailed analysis of the behaviour of the mode}
subject to simple and complex loading paths is limited to the rigid-plastic model.

The methods of experimental verification and of determination of the material functions are
also given. The considerations are illustrated by the examples in which the materiaf functions were
determined on the basis of experiments with triaxially compressed dry sand.

It is shown that a sufficient accuracy may be obtained by assuming the associated flow rule
and the yield surface whose cross-section by the (g4, ]/ 2 ap)-plane has the form of a straight
{ine segment and ellipse, depending linearly on the density.
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