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0S$RODKI IDEALNIE-PLASTYCZNE POD DZIALANIEM OBCIAZEN
WIELOPARAMETROWYCH

JOZEF JOACHIM TELEGA (GLIWICE)

1. WstEP

P. G. HopGe [2] rozwazyt idealnie-plastyczny ofrodek poddany niezaleznym
obcigzeniom wieloparametrowym. Udowodnit on dwa twierdzenia bedace nogdinie-
niem znanych z nosnosci granicznej twierdzen o dolnej i gérnej granicy obciazenia
[3, 131 20]. Rodzina obcigzen, rozpatrzona w pracy [2], jest skoficzenie parametrowa.
Okazuje sig, iz w prosty sposéb mozna uogélni¢ podane przez P. G. HODGEA
twierdzenia na przypadek nieskoficzenie parametrowej rodziny obciaZens. Zagadnienie
to rozwazymy w punkcie drugim. Uogélnienie powyisze traktujemy jako czysto
formalne.

(. Saccrr i M. Save [9] podali nieréwno$é charakteryzujaca obciaZenia gra-
niczne (por. réwniez [8]) materialu o niestowarzyszonym prawie plynigcia plastycz-
nego (materiatu niestandardowego), przy czym obcigzenie jest jednoparametrowe.
Uogdlnieniem tej nieréwnosci na przypadek obcigzen Wiéloparametrowych zajmiemy
si¢ w rozdziale trzecim. _ '

W pracy [16] D. A. HocureLD w sposob interesujacy przedstawia zagadnienie
dostosowywania si¢ w przypadku zniszczenia przyrostowego. Otéz rozklada on
dzialajace na oérodek obciaZenia na cze$é stacjonarng (niezaleing od czasu) i czese
wmienng zaleZng od czasu. Przy takim rozkladzie mozna twierdzeniom MELANA
i KorterA 0 dostosowywaniu sig [3] nadaé forme podobna do klasycznych twierdzen
o dolnej i gérnej granicy obeigzenia, co jest bardzo wygodne szczegdnie w przypadku,
gdy stosowane bywa programowanie matematyczne. Dalsze rozwinigeie tej idei jak
i przyktady zastosowania programowania liniowego podane zostaty w pracach
[17, 18,19 i 22].

Powstaje nastepujacy problem: czy wobec «sprowadzalnoSci» zagadnienia
dostosowywania sig (w przypadku zniszezenia przyrostowego) do twierdzef o dol-
nej i gérnej granicy obcigzenia mozna sformutowag twierdzenia analogiczne do tych,
jakie w pracy [2] podat P. G. HopGe. Problem ten oméwimy w punkcie czwartym.

Nalezy tutaj podkreslié, ze powyzsza problematyka dotyczy osrodkéw zajmu-
jacych obszary skoficzone [10], a ponadto stanowi nawiazanie do prac [11 i 12].
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2. IDEALNIE-PLASTYCZNE OSRODKI POD DZIALANIEM NIESKONCZENIE PARAMETROWET
RODZINY OBCIAZEN

Przed wogdlnieniem na przypadek nieskoniczenie parametrowej rodziny obcigzen
podstawowych twierdzen podanych przez P. G. HoDGFE A {2] dla rodziny skoficzonej
wydaje si¢ rzecza celowa przypomnienie podstawowych zalozeh jego pracy.

2.1, Wezmy pod uwagg idealnie-plastyczny uktad R o brzegu B. Oznaczmy przez
Ow dur a=1, .., odpowiednio uogdlnione naprezenia i uogdlnione predkosci
odksztatcen. Niech uklad bedzie poddany m niezaleznym uogélnionym sitom po-
wierzchniowym Ty (x), k=1, ..., m oraz n—m uogdlnionym sitom masowym F, (x),
I=m+1, .., 1 i odpowiednim warunkom brzegowym. Obszary dzialania sit T, na
B moga sig przecinaé, by¢ rozlaczone Iub pokrywaé sie.

Rozwazmy uklad pod obcigzeniem catkowitym

T(x,p)= D mT(x), xeB,
2.1 y
F(xe)= ) mhil(x), xeR,
m+1
gdzie py, k=1,..,n 53 hiezale:‘znymi mnoznikami obciaZenia, wektor p={p, ..., p,)
nazywa¢ bedziemy wektorem obcigZenia.

Zdefiniwjemy pojecie stanu odpowiednio statycznie i kinematycznie dopuszczal-
nego.

DerINICTA 1. Przez statyczmie dopuszczalny stan naprezenia rozumiemy pole
napreZen O, i wekior obciazenia p° takie, ze Q° spefnia warunek plastycznodei(!)
1 jest w réwnowadze z obcigZeniami okreflonymi zaleznosciami (2.1), przy czym p
nalezy zastapié¢ przez p°.

Derivicia 2. Stan kinematycznie dopuszczalny okreflony jest przez pole uogdl-
nionych predkodci przemieszezen w* na B i v* w R, przy czym spetnione sg warunki
cigglodci 1 kinematyczne warunki brzegowe. Pole predkosci odksztalcent nogdinio-
nych ¢, otrzymujemy z v* stosujac odpowiednie zwiazki predkosci przemieszcezefi —
predkodci odksztaicen.

" Ze stowarzyszonego prawa plastycznego plyniecia oirzymujemy pole naprezen
0,. Okreslamy nastepnie wektor E*=(E}, ..., EY) o wspdhzednych

Ey= [T,w*dB, k=1,..m,
i

(2.2) ’
El= IFLV*dRi I=m+1,..,1,
R

(*) Oznacza to, e Qg lezy wewnatrz Jub na powierzchni plastycznodei (w przestrzeni naprezen
nogdlnionych)
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J .
ponadto zadamy, aby ¥* i w* byly takie, Ze E*#0. W przestrzeni obciazeft tzn.
przestrzeni o osiach py, ..., p, definiujemy «kinematycznie dopuszczalng» plasz-
czyzne P, jako miejsce geometryczne wektorow p* spelniajacych zwiazek

@3, p*E*= [0} gl dR.
R .

W ostatniej zalezno&ci zastosowaliSmy konwencje sumacyjng, z ktérej w dalszych
rozwazaniach bedziemy réwniez korzystali.

Ze wzoru (2.3) widaé, ze p* okre$la n—1 wymiarowg hiperplaszczyzng, ktora
jest prostopadia do wektora L¥.

Stosujac zasade mocy przygotowanych dla dowolnych kombinacii statycznie
i kinematycznie dopuszezalnych standw otrzymujemy

m "

@4 [02gdr= fTw*dB+fFv*dR=Z p,?kaw*dm-Z pfkav*dR.
R B R i - B

m+1 R

Ze wzoru (2.4) uwzgledniajac (2.2), dostajemy

(2.5) [ 0847 dR=p°E*.
R

Nastepnie okre§lamy stan graniczny Q,, d.» jako stan zaréwno statycznie jak i ki-
nematycznie dopuszczalny. Spelpiona jest wéwcezas nierdwnosc

{2.6) pE > 0.

Zbior wektoréw p, okreslajacych stan graniczany, t“?b1'zy w przestrzeni obcigzen
powierzchnie, ktdrg nazwiemy powierzchnig graniczng. MoZemy teraz sformutowaé
twierdzenia bedace uogdlnieniem znanych 7 klasycznej noénosci granicznej twierdzen
odpowiednio o dolnej i gornej granicy obcigZenia.

TwierpzeNiE 1. (Uogdlnione twierdzenic o dolnej granicy obcigZzenia). Sta-
tycznie dopuszczalny stan naprezenia jest zwiqzany ze stanem obciqZenia ° wiedy
i tylko wtedy, gdy @° leiy wewnqirz Iub na powierzchni granicznej.

TwierDZENIE 2. (Uogdlnione twierdzenie o gornej granicy ohcigzenia). Kine-
matycznie dopuszczalny stan jest zwiqzany ze stanem obclqzenia p* wtedy i tylko
wtedy, gdy p* lezy na zewnqtrz lub na powierzchni granicznej.

P. G. HopGe 2] podal przykiady zastosowania twierdzefl 1 i 2 dla belki oraz
plyty w przypadku obciazet dwuparametrowych.

2.2. Powyzsze twierdzenia fatwo uogdlni¢ na przypadek nieskoriczenie parametro-
wej rodziny obcigzent. Zakladamy, ze rodzina ta jest przeliczalna. Wzory (2.1) przyima
odpowiednio postaé

@mn T p)= Y AOLM,  Flue)= D pPF).
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Zakladamy, Ze «wektory» p,=(p'", ..., p{1, ..), 2= (P%, ..., p$2, ...) sa clementami
nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta /2 (por. {1, 14 i 15]), tzn. p, € I%,
p» €1%; natomiast wektor obciazenia p nalezy do iloczynu kartezjafiskicgo 12 x /2,
tzn. p=(py, p) e l*x 2

Definicje statycznie dopuszezalnego pola naprezefi uogélnionych jak i kinematycz-
nie dopuszczalnego pola predkosci vogdlnionych pozostaja bez zmian (definicje
1'i 2). Wektor E* w tym przypadku jest zdefiniowany nastepujaco:

L* :(E(I)*, E(Z)*) ,

przy czym wektory EW=(EM, | EO® ) E@*—(EQY | E@* ) maja wspél-
rzgdne okreslone odpowiednio zaleZnodciami

@8  EP= [Tw*dB, k=1,2,.., E&f)*:frkv*dR, k=1,2, ...
B R

Podobnie jak poprzednio zadamy, aby v* i w* byly takie, aby E*+0. Mozna przyjaé,
ze V¥ e 2, E®* € 12, odyz w tzeczywistych ukladach moc nie moze byé nieskon-
czona. Tak wigc mamy E* e > x>

W przestrzeni obcigzefi, zawartej w 12 X I2, definiujemy kinematycznie dopuszezal-
na hiperplaszezyzne [15] jako miejsce geometryczne wektordw p* spelniajacych
zwiazek

(2.9) [e*, EX]= [ 0} ¢} dR,
R

gdzie [ , ] oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni 12 J2,
Zwigzek (2.5) przybierze postaé

(2.10) [ 024z dar=1e%, E¥],
) 4
gdzie
P =%, p) e P X 17,
Stan graniczny okreélony jest nieréwnoécia

2.11) lp,El > 0.

Mozna wykazac, ze «powierzchnia» graniczna, ktéra definiujemy podobnie jak po-
przednio, jest powierzchnig wypukta (tzn. brzegiem obszaru wypuklego) w przestrzeni
Ix1. Tak wigc przytoczone poprzednio twierdzenia 1 i 2 dla nieskoficzenie para-
metrowej rodziny obciazen pozostajg zachowane.

3. MATERIALY O NIESTOWARZYSZONYM PRAWIE PEYNIECIA

Materialy, ktérych zachowanie sig (pod dziataniem obcigzen wiclo-parametro-
wych) rozwazalismy, naleza do klasy materialéw o stowarzyszonym prawie plynie-
cia, tzn. takich, dla ktérych potenciat plastyczny jest okreslony warunkiem plastycz-
nosci. Materialy, dla ktérych to nie zachodzi, nosza nazwe materialéw o niestowa-
rzyszonym prawie plynigcia albo materialéw niestandardowych [9].

5
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Zatdzmy, Ze powierzchnia g=0, okreflajaca potencjal plastyczny dla materiatu M
o niestowarzyszonym prawie plynigcia, jest calkowicie wpisana w powierzchnie
plastycznodct f=0, przy czym obydwie te powierzchnie sg wypukle. Oznaczmy
odpowiednio przez F'i G ofrodki o stowarzyszonych prawach plynigcia okreslonych
odpowiednio przez f i g. Jesli ofrodek M poddany jest obcigZeniu jednopara-
metrowemt, to [9] (por. réwniez [8])

@.1) pE<pM < pt,

edzie pS, pf i p* oznaczaja odpowiednio intensywnos$é obciazenia granicznego dla
materialu G, F i M.

Rozpatrzmy z kolei przypadek ogolniejszy, kiedy osfrodek M poddany jest
obcigzeniom wieloparametrowym okre§lonym zwigzkami (2.1). Dla materialdw
i ¢ moZzemy zastosowaé wyniki otrzymane przez P. G. HoDGE’A 2], czyli przy-
toczone przez nas w punkcie drugim twierdzenia 1 1 2. Otrzymamy w przestrzeni
obciazen dwie wypukle powierzchnie graniczne. Powierzchnia graniczna odpowiada-
jaca materialowi G bedzie wpisana w pewierzchnig odpowiadajaca materialowi F,
gdyz pole naprezen odpowiadajace stanowi granicznemu materialu G jest polem
statycznie dopuszezalnym dla materiatn F.

Zatoimy, iz zmieniamy tylko i-ty mnoznik obciaZenia, natomiast pozostatych
n—1 jest vstalonych. Wéwcezas zgodnie z nierédwnodcia (3.1) otrzymujemy

(3.2) Pt <pf
Poniewaz i bylo dowolne, wiec
(3.3) pé<pM<p",

przy czym w ostatniej zaleznoéci nieréwnodei nalezy rozumieé w sensie nierdwnosci
wspotrzednych. Z nieréwnosdci (3.3) wynika, ze wektor obciaZenia pM, okreslajacy
stan graniczny materialn M o niestowarzyszonym prawie plynigcia, lezy pomicdzy
powierzchniami granicznymi materiatéw G i F.

4. PRZYROSTOWE ZNISZCZENIE MATERIALOW SPREZYSTO-IDEALNIE~PLASTY CZNYCH

Klasyczne twierdzenia MELANA i KOITERA [3] o dostosowywaniu sig byly juz
w roznoraki sposdb uogolniane i przeksztaicane do postaci bardziej nadajacej sie
do obliczen prakiycznych [4-7, 11, 12 1 21]. _‘

D. A. HocrreLD [16] rozwazajac kinematyczne twierdzenie o dostosowywaniu
sig, czyli twierdzenie Koitera, zaproponowat rozkiadanie obciazen dzialajacych na
ofrodek na czg¢éé stacjonarng od czasu niezalesng, i zmienna, zalezna od czasu.
Przy tym zaloZenin twierdzenie Koitera przyjmuje postaé twierdzenia o gérnej
granicy obcigzenia [13].

W pracach [17 i 19] metode rozkladu obcigzef zastosowano do statycznego
twierdzenia o dostosowywaniu si¢, tzn. twierdzenia Melana, Okazuje sig, iz w tym
przypadku twierdzenie Melana przechodzi w twierdzenie o dolnej granicy obcigZzenia.
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Rozklad obcigZzenia na czedci stacjonarng i zmienna ma zasadniczo sens dla
zniszczenia przyrostowego, gdyz w przypadku przemiennej plastycznosci fikeyjna
powierzchnia plastycznodei degeneruje sig np. do punktu [16, 17 i 19].

Ogélnie mozna powiedzie¢, ze zagadnienie dostosowywania si¢ w przypadku
zniszezenia przyrostowego mozna sprowadzi¢ do twierdzen o dolnej i gérnej granicy
obciaZenia, przy czym nalezy obciaZenie rzeczywiste zastapié obciaZeniem stacjo-
narnyni, a rzeczywista powierzchnie plastycznosci -— powierzchnig fikcyjna. Nasuwa
sig wige pytanie co do mozliwoéci uogdlnienia wynikéw otrzymanych przez P. G.
HopGe'A [2] whasnie na takie zagadnienie dostosowywania sig. Problem ten obcnie
TOZWaZymy.

Niech sprezysto-idealnie-plastyczny ofrodek bedzie poddany obcigzeniom
stacjonarnym okre§lonym zwigzkami (2.1). Zmodyfikujemy okreélenie naprezed
uogdinionych oraz zdefinivjemy wvogdlnione przyrosty odksztatcen (por [13],
rozdz. X).

Derxvacia 3. Uogdlnionymi napreieniami Q,, a=1,..,r, nazwiemy te sily
wewngtrzne lub ich kombinacje, kidre wehodza do warunku okreslajacego fikeyjna
powierzchnig plastycznosci @ (Q,)=0.

brinicia 4. Uogdlnionymi przyrostami odksztalced nazwiemy takie wielkosc
Aq,, ktore pozwalaja przedstawi¢ przyrost pracy plastycznej D po wykonaniu
cyklu w postaci

(41) D:Jij* A‘E\;jr(]:émdq& »
gdzie

y dg
(4-2) AE“D :;{E

brzy czym @ oznacza funkcjec okredlajaca fikcyjng powierzchnie plastycznodci
W przestrzeni naprezen, AE;;G przyrosty odkszialcen plastycznych po wykonczeniu
cyklu {16, 17 1 19].

Zmodyfiknjemy z kolei definicje 1 i 2.

DEVINICIA 5. Przez statycznie dopuszczainy stan naprezer uogolnionych tozu-
mie¢ bedziemy pole uogdlnionych naprezen QF i wektor obciazenia p° takie, ze 09
spelnia fikeyjny warunek plastycznodci i jest w réwnowadze ze stacjonarnymi ob-
cigzeniami okre§lonymi zwiazkami (2.1); w zwiazkach tych p nalezy zastapic przez p°.

DEFINICIA 6. Kinematycznie dopuszezalny stan przyrostéw przemieszczedi jest
okreslony przez pole uogélnionych przyrostéw przemieszczeh Aw* na B i Av* w R,
prey czym spetnione sa warunki ciagloéci i kinematyczne warunki brzegowe.

Z kinematycznie dopuszczalnego pola przyrostéw przemieszczehi otrzymujemy
pole przyrostéw uogdlnionych odksztalcedr Aq.. Stosujac stowarzyszone prawo
plynigeia dla fikeyjnej powierzchni plastycznosei @,
biles
0.’
otrzymujemy pole napreZefi uogblnionych ktére oznaczymy przez 0.

(4.3) dqg,=A
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Definiuvjemy wspdirzedne wektora E* w nastgpujacy sposdb:

Ey= [T dw*dB, k=1,..,m,
B

(4.4) |
Ef= [FAv*dR, k=m+1,..,n.
4

przy czym Zadamy, aby E*:£0.
W przestrzeni obciazen okre$lamy «kinematycznie dopuszczalng» plaszezyzng
n jako miejsce geometryczne wektoréw p*, spehiajacych zwiazek

(4.5) p*E*= [ 0;4q;dR.
R
Rozumujac podobnie jak przy wyprowadzaniu wzorn (2.5) otrzymujemy

(4.6) [ 0044, dR=p"E".
R

Podobnie jak w rozdziale drugim wprowadzamy pojecie stanu granicznego.
W rozwazanym przez nas przypadku stan ten jest okreSlony przez naprezenia uogdl-
nione 0, i przyrosty odksztalcent nogélnionych Ag,, przy czym spelnione sa wyma-
gania zaréwno strony statycznej jak i kinematycznej. Zachodzi wowczas zwigzek

4.7 ' pE > 0.

Zbidr wekioréw p, okreflajacych stan graniczny, tworzy w przestrzeni obclazen
powierzchnig, ktéra nazwiemy powierzchnia dostosowania.

Z postulatu Druckera [3, 13 i 20] otrzymujemy

@.8) @.-00 44,0, (0i—0)44;>0.
Catkujge funkcje (4.8); 1 uwzgledniajgc wzdr (4.5) otrzymujemy
4.9) (p*—p) E*=0.

Twierdzenia o dostosowywaniu sig, w przypadku zniszczenia przyrostowego,
sformulujemny w terminach przestrzeni obciaZeii.

TwIERDZENIE 3. Statyeznie dopuszezalny stan napreZen wogdlnionych jest zwig-
zany z wekiorem obcigzenia p° weedy i iviko wtedy, gdy e° lezy wewnqtrz lub na po-
wierzchni dostosowania.

Twierdzenie to jest zmodyfikowang postacia twierdzenia Melana w przypadku
ZNiSZCzZeNnia Preyrostowego.

TwigrDZENIE 4. Stan kinematycznie dopuszczalny jest zwiqzany ze stanem ob-
cigienia p* wtedy i tylko wtedy, gdy p* nie lezy wewngirz powierzchni dostosowania.
Jest to zmodyfikowana postaé twierdzenia Koitera.

Dowody powyzszych twierdzeft sg analogiczne do dowoddw przeprowadzonych
przez P. G, HopGe’A [2], dlatego tez nie zostaly tutaj podane.

Rozprawy Inzynierskie — 7
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Uwaga 1. Jesli wektor obciazenia p lezy na powierzchni dostosowania, to
falt ten oznacza, iz nastapil przyrost odksztalcen plastycznych (cykl graniczny
{16, 171 19]). Jak wiadomo, przyrosty te moga nastapi¢ tylko w skoniczonej liczbie

cykli (aby uklad dostosowal sig).

4 9 Jesli wektor p le? trz po-
S FRITRRTRRRYRRRERETRY! esti weklor p lezy wewnairz po
, wierzchni dostosowania, to reakcja
i P(i) ukladu jest sprezysta.
X B Uwaga 2. Rozumujac podob-

nie jak w punkcie drugim, mozna
zbudowaé «powierzchnig» dostoso-
wania dla nieskoficzenie parametro-
wej rodziny obcigZen.

Przvidad 1. Rozpatrzmy belke
przedstawiona na rys. la (por. [2],
rys. 2). Niech guasi-statyczne obciaZenia ¢ (), P () maja postac

g(t)=g+¢°(t), -—Adg<q°(t)=<dq, Ag>0;
P()=PLP*(r), 0P (1)< AP, AP>0,

Rys, 1

(4.10)

gdzie g i P sa to obciazenia stacjonarne, ¢ (¢), P () — obciaZenia zmienne. Proste
rachunki wykazuja, ze ekstremalne warto§ci momentéw zginajacych M* i M~ od
obciazen ¢*(t), P°(¥) wynosza

Aqgl? _ ) B Agl?
4.1 MY =max M*()= , M- =minM"(t)= — 5

teT 2 teT

— AP,

przy czym T oznacza czas trwania cykh.
Fikcyjny warunek plastycznodci ma postaé

(4.12) —Mo—~M-< M My—M*,
gdzie M, oznacza moment graniczny. Wprowadzajac oznaczenia
12 Agl?

HAPL, MG Mo ———

daf

(4.13) MyE ey, +

2
napiszemy warunek (4.12) nastgpujaco:
(4.14) My <M< M].

Poniewaz interesuje nas zmiszezenie przyrostowe, wiec wystarczy przyjad

Agl?
#.15) — Mo+, +4Pl <0,
gdyz 7 ostatniej zaleZnodei otrzymujemy
Agl?
0 < APl < Mo———=M{

€0 oznacza, i2 powierzchnia plastycznodci (fikcyjna) nie degeneruje sie do punktu.
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Rozwazmy obecnie statyczna metode wyznaczsnia powierzchni dostosowania
{twierdzenie 3). W tym celu nalezy rozpatrze¢ zachowanie sie belki pod obciazeniem
1 P° 1 pyg° Przyimijmy oznaczenia
M{=v,M,, 0<v, <1,

(4.16)
M(TZVZMO’ '“"].<v2<0

oraz. wprowadzmy nastgpujace wielkodei bezwymiarowe:

M X . g . Pel
Mg’ x—li QMZMD, P_MO-

@17  omP=

Tym samym zagadoienie zostalo sprowadzone do belki o dlugosci jednostkowej
(0<<x<C1) poddanej obciazeniom p,p° i p,g°. Dla prostoty mozna przyiaé, Ze

(4.18) PP=g°=1.
Roéwnanie réwnowagi i fikcyjny warunek plastycznosei majg obecnie edpowiednio
postad
i (4.19) mo(x)=—plx—pSx?, v, <M<y,

! Wzory (4.19) okreslaja statycznie dopuszezalne pole momentdw {definicia 5). Ro-
E znmujac podobnie jak P. G. HopGe [2], otrzymujemy nieréwnosci okreélajace po-
wierzchni¢ dostosowania:
K p PSS — vy

(420) Po/—(p1)2 dla 0< —Pféng 5

PR — 4v (P)? dla 0= —pl=2p7.
Powierzchnia dostosowania, czyli brzeg obszaru wypuklego okreslonego nie-
rédwnodciami (4.20), zostala przedstawiona na rys. 2. _
Metoda kinematyczna jest oparta na twierdzeniu 4. W celu zastosowania teg()' _
twierdzenia mnalezy okresli¢ klase mechanizméw zniszczenia. Przyjmiemy za: -
P. G. HonGe'eM [2] klasg przedstawiong na rys, 1b, Korzystajac z definicji 6, WEZO- _3 o
row (4.4,), (.17, (4.17), i (4.18) otrzymujemy wspdlrzedne wektora S

(4.21) E*=M,40%a,a*), O<a<l.

Korzysiajac nastgpnie ze wzoréw (4.5), (4.9) i (4.21) otrzymujemy

—Vvy Mo AOF < M, A% (py a+p, a®Y << —v, My 4O,
czyli ostatecznie ‘
(4.22) : —viEpatp, s -y,

Nieréwnosci (4.20) i (4.22) wyznaczaja na plaszczyZnie py, p, ten éani"
Wynika stad, Ze powierzchnie dostosowania, otrzymane metoda statyczn
matyczng, pokrywaja sig (rozwiazanie doktadne). :
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5. UwAGI KONCOWE

Przeprowadzone w pracy rozwaZania sa poprawne dla obszaréow skonczonych,
gdyz dla obszaréw nieskonczonych juz nawet w przypadku obcigZefi jednopara-
metrowych sprawa nieco si¢ komplikuje, jak to wykazali E. M. SHOEMAKER i W. P.
CHEN [10].

Rys, 2

Zastosowanie parametrycznego programowania matematycznego, metody ele-
mentdw skoriczonych oraz algorytméw rozwigzujacych uktady nierdwnosci liniowych
do zmodyfikowania twierdzen o dostosowywaniu si¢ zostanie podane w nastgpnych
pracach. Pewne przyklady szczegdlne mozna juz jednak znaleZé w pracach {18, 19
i 22], dotyczy one jednak zastosowania tylko programowania liniowego ptzy wy-
korzystaniu metody rézmic skonczonych. Przyklady te dotycza plyt kolowych
i powlok obrotowych, przy czym uwzgledniono niestacjonarne pola temperaturowe.
W naszych rozwazaniach ograniczyliémy si¢ do zagadniedl izotermicznych.
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PezoMe

WAFANLHO INTACTHYECKYIE CPE/IBI,
IO AEMICTBWEM MHOI'OTTAPAMETPUUECKHX HATPY30K

Pabora apmHeTCs TOOBITEOH ofofmerus Teopens IT. T, Xopxa [2] Ha: 1) coyyalt GecrodeuHOTO

ceMeicTsa HATPy30K, 2) cperpl ¢ HEACCOUEAPOBAEHAIM 3HRKOHOM TEKYICCTH, 3) Bompoc HpPHCIO-
coBIAeMOCTH it CIyTas OPOTPECCHPYIOISTD PASPYIHCHH

SUMMARY

PERFECTILY PLASTIC MEDIA ACTED UPON BY MULTI-PARAMETER LOADS

The paper tepresents an attempt of generalization of the theorems given by P. G. Hodge [2]

to 1) an infinite family of loadings, 2) the media with non-associated law of plastic fiow, 3) the
problems of shake-down in the case of incremental collapse,
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