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PEWNA KLASA ROZWIAZAN ZAGADNIENIA TROIJIWYMIAROWEGO
DLA MATERIALU SZTYWNO-IDEALNIE PLASTYCZNEGO Z RODZINA

CHWILOWO NIEROZCIAGLIWYCH PLASZCZYZN
« :

WIKTOR GAMBIN {WARSZAWA)

1. WPROWADZENIE

W pracach [1 i 2] rozpatrzono kinematyke dowolnego niedcisliwego oérodka
cigglego, zawierajacego jednoparametrows rodzing J2 chwilowo nierozciagliwych
plaszezyzn, Istnienie w ofrodku rodziny .2 bylo wlasnoscia definiujaca ruch tego
oérodka. Pokazano tam, Ze stan predkosci deformacii dla takiego ruchu w kazdym
punkcie x i chwili ¢ jest czystym §cinaniem. Szczegéiowo przedyskutowano przypa-
dek, gdy kierunek §cinania 1, wersor k normalny do plaszezyzoy 7 £ i wersor m=
=kx1, tworza unormowans baze pewnego ukladu trdjortogonalnego.

W dalszym ciggn taki ruch nazywaé bedziemy ruchem o wiasnoéci . Powierz-
chniami tworzacymi wspomniany uklad {rdjortogonalny byly: chwilowo nieroz-
ciggliwe ptaszczyzny rodziny £, chwilowo nierozciggliwe powierzchnie rozwijalne
lub obrotowe rodziny “J oraz chwilowo wzajemnie nieprzesuwne (tzn. takie, na
ktorych w danej chwili ¢ znika rzut tensora predkosci deformacji na wersor normalny)
powierzchnie rodziny 9C. Dla oméwionych ruchéw podano wzory, okreslajace postaé
p6l predkoéci lub pozwalajace te postaé wyznaczyé z warunkéw, ktére powinny
spetniac¢ pola predkodei.

Powstaje pytanie, czy ruchy o wiasnoci £2 realizujg sig dla jakich§ materialow
niedcisliwych. Zalézmy, ze tak jest dla pewnego ruchu tego typu i pewnege konkret-
nego materialy. Funkcja opisujgca ruch za pomocg réwnan konstytutywnych weho-
dzi do lewej strony réwnan ruchu, przy czym z prawej strony tych réwnai figuruje
jej druga pochodna wzgledem czasu. Z reguly w wynikn takiego podstawienia otrzy-
mamy nadokreslony ukfad trzech operatorowych réwnan skalarnych. Tak bgdzie np.
w przypadku cieczy lepkich niesci§liwych: newtonowskich i nienewtonowskich.
Z warunkéw niesprzecznodci tego ukladu trzech réwnafi skalarnych wynikng wige
dodatkowe wigzy nalozone na kinematyke badanego ofrodka.

Praca niniejsza jest ilustracja oméwionej drogi postepowania, przedstawionej
na przykladzie materialu Levy’ego-Misesa. W dalszym ciggu nazywaé go bedziemy
materiatem sztywno-idealnie plastycznym,

W p. 2 pracy podamy twierdzenie o dopuszczalnych ruchach o wiasnodci £
dla tego materiaty, a w p. 3 szczegdlowo przedyskutujemy, odpowiadajgce tym ru-
chom, pola tensora naprezenia. W wyniku otrzymamy jako szczegdlne przypadki
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znalezionych standw naprezenia wazne, znane klasy rozwigzan dla materialn
sztywno-idealnie plastycznego. Sg to rozwigzania opisujace skrecanie pretéw ko-
lowych o zmiennym przekroju i skrecanie wycinkdw piericieni o przekroju dowolnym,

W p. 4 przedstawimy prébe klasyfikacji szeregu znanych rozwigzan teorii ideal-
nej plastycznosci jako tych, dla ktérych ruchy maja wlasnoéé 2.

2. DoOPUSZCZALNE RUCHY © WELASNOSCI £ MATERIALU  SZTYWNO-IDEALNIE
PLASTYCZNEGO

Dla izotropowego materiatu sztywno-idealnie plastycznego sa spelione lokalnie:
prawo zachowania pedu ‘

2.1 divT+pb=p [%;-f- {grad V) V] )
prawo plyniecia

(2.2) _ D*=2T* Ax,N=0,
warunek plastycznodci

(2.3) tr (T* T*) =2k
oraz warunek niescisliwosct

24 trD=divV=0,

W réwnaniach tych T (x, 1) oznacza pole tensorowe naprezen, V (x, 7) pole wektorowe

1
predkosei czgstek, p gestosé, b pole wektorowe sit masowych, D = 3 [erad V4 (gradV)7]

1 1 .
pole tensorowe predkosci odksztaleed, T*=T Y (tr )1, D*=D 3 (trDH1,

x promien wodzgcy z ustalonego punktu przestrzeni, 7 czas, A(x, t) pewng funkcje
skalarng niezerows dla ruchu w strefie plastycznej, a przyjmujaca warto$é zero
w strefie sziywnej oraz k stalg materiatowa.

Przyjmiemy zalozenie, ze sily inercji i sily masowe sa male; zaloZenia te sa
nieistotne z punktn widzenia sposobu prowadzenia dalszych rozwazan, ale za to
Znacznie je upraszczaja.

Roéwnanie (2.1) napiszemy wiec w postaci

(2.5 divT=0.
Zalézmy teraz, ze materiat znajduje sie w ruchu o wlasnosci Q sprzgzonym z ukla-

dem tréjortogonalnym {s, o, §} o bazic e, €, €, i parametrach Lamégo h, A, hj.
Bedrziemy zatem mieli

(2'6) D :D (ea®es+es®ea) b4

gdzie D=D (s, o, §, ) jest dowolna funkcja wskazanych argumentéw, e,/h, polem
wersoréw normalnych do plaszezyzn rodziny 2, a e,/h, polem kierunkéw Scinania
na kazdej z tych plaszczyzn.
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Z prawa plyniecia (2.2) i warunku plastycznodci otrzymujemy
2.7 T=01+(vk) (e, Qe+ e,Re,),

gdzie o= (X, ) jest zmiennym cifnieniem hydrostatycznym, a v=sgnD.
Poszukiwanymi przez nas wielkodciami opisujacymi stan napreZenia s zatem
cidriienie o i jednoparametrowa rodzina plaskich siatek ortogonalnych, rozpietych
na polach wektorowych e, 1 e,
W znalezieniu ich pomocne bedzie nastgpujace

TWIERDZENIE, Material sztywno-idealnie plastyczny moze byé w ruchu o wlasnosci
Q tylko wtedy, gdy 1° plaszezyzny rodziny £ sq réwnolegle, 2° plaszezyzny rodziny
L2 przecinajq sie wzdluz jednej prostej, 3° plaszezyzny rodziny £ majq nie redulcujgcg
sig do prostej obwiednig, przy czym kierunek Scinania na kazdej z tych plaszczyzn
Jest staly.

Dowdd. Niech rozpatrywany ruch bedzie sprzezony z ukladem tréjortogo-
nalnym {3, o, f}. Wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:

h

A

Kyj=— ] is..=S3 *, 0 i f
J Ik, i B i#j

na krzywizng geodezyjng j-linii na powiecrzchni i=const, gdzie /;,=|e;| jest para-
metrem Lamégo j-linii. Ponadto

J'C,-J—, k
Kij, k= “h

dla  ke=s, o f orazr dla  k#itjik.

k

Podstawiajage (2.7) do réwnan quasi-statycznej rownowagi (2.5) otrzymamy

(2.8) arad o-+ (k) div (e, ®e,+&,e) =0,
czyli
(2.9) a,s—(Vk) (e — 2k ) =0, 0 ,=0, 0 ,=0.

Geometrig powierzchni, ktore tworza ukiad {s, o, f (przy zaloZenin K, 0= s, ﬂ=0;
ktoére oznacza, Ze powierzchnie s=const sa plaszczyznami) opisuja rownania
Lamégo, na ktére skladaja sie (por. np. [3]):

réwnania Gaussa

| Hos, 4— (’Cas)z —KgsHpe=0,
2.10) Kag, 4— Ky, 53— (ap) — (1650)> =0,
. Kpy, B— (r«:},s)2 —Kas Kap=0;
oraz rownania Codazziego
QA1) rag 570, Kpes=0, ke 5t (Kep—Ka) =0, tepg, 4Ky (pa— 15 =0.

Réiniczkujac osobno wzgledem « i f§ pierwsze z réwnasi ruchu (2.8) i podstawia-
jac otrzymane dwie funkcje do rownan Gaussa i Codazziego, otrzymamy

(2.12) Kug, 4 =HKapKos— 2paTpg, Ko, p= 3ap Kps -
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Prrzedyskutujemy mozliwodci, przy ktérych spelione sa powyzsze réwnania.

A. Niech #,,=0. Wéwczas mamy alternatywg g, =0 lub x,,=0.

a) Niech xz,=0. Przy takiej geometrii ukladu {5, o, B}, gdy rodzina £ tworzy
dowolny wachlarz plaszczyzn, a-finie i S-linje sa prostymi, a wigc ruch sprz¢Zony
z tym ukiadem ma stale kierunki cinania na kazdej z plaszczyzn z £. Ruch ten
oraz odpowiadajace mu pole tensora naprezen dla materiatn sztywno-idealnie
plastycznego opisane sg w pracy [1].

b) Niech xp, =0, Wéwczas na mocy (2.11), mamy 7= 0. Tutaj s-linie 1 f-linie
s prostymi. Przypadek ten sprowadza sig do poprzedniego po odpowiedniej za-
mianie wspdlrzednych.,

B. Niech #,;7#0. Poniewai xg=1nrg,=0, przeto

{2.13) By, s=hp =0
Zatem réwnania (2.12); i (2.12), prowadzq do warunkow
(2.14) Kus,s=0, gy s=0.

Warunki te oznaczajg, Ze rodzina L tworzy wachlarz plaszezyzn réwnolegtych Iub
przecinajacych sig wzdtuz jednej prostej. Istotnie, kizywizna i torsja s-linii przecho-
dzacej przez ustalony punkt (¢, S} plaszezyzny s=const sa nastepujgce (por. np. [3],
t. 1, 406): :

(2'15) K(S)(Ss Ko ﬁo) = ]/Icozts (Ss g, ﬁ(})_%_x_[zm (S5 Oy ﬁﬂ) =Ko= const 2

010 s mapon |/ {2022 Fa 6] oo

Majac na uwadze to, ze przypadek A odpowiada przypadkowi 3°, a przypadek B
przypadkowi 1° i 2° dowodzonego twierdzenia, alternatywa A Ilub B koificzy jego
dowdd,

Poniewa? pelne rozwiazanie zagadnienia dla przypadku A zostato podane w pracy
[1], zajmiemy si¢ zatem przypadkiem B, tzn, przypadkiem, gdy P =x,=0 oraz
edy x® =g, =const£0. Pomijamy réwniez w dalszych rozwazaniach kinematyke
materialu sztywno-idealnie plastycznego, gdyz zostala opisana w pracy [2].

3, STAN NAPREZENIA W MATERIALE SZTYWNO-IDEALNIE PLASTYCZNYM, WYSTEPUJFACY
PRZY RUCHU O WEASNOSCI

3.1. 2 jest rodzing plaszczyzn rownoleglych

Przyjmujemy, e ruch osrodka jest sprzgZony z ukladem tréjortogonalnym
{z, o, f} takim, Ze

Ky = Hpp =Ky =Ig, =0,
Warunek ten oznacza, e powierzchnie z=const sg plaszezyznami réwnoleghymi,

a z-linie tworza kongruencje prostych réwnolegtych. Pozostale powicrzchnie ukiadu
a=const i = const tworza dwie rodziny ortogonalaych powierzchni eylindrycznych.
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Réwnania ruchu (2.9) w tyf ukladzie przyjmujg postaé

3.1 6,,— (W) k=0, ©&,=0, ¢,=0.
Stad
(3.2)« g, . = k) 1,5 =0y =const.

Zatem stan napreZenia opisany jest formulami

(3.3) oc=0,z+06y, 0,,0,=const, rc(”)zxaﬂ%—%sy=const,
gdzie x® jest krzywizna f-linii na kaidej z plaszozyzn z—=const. Tak wigc
p-linie sa okrggami o stalym promieniu.

Whniosek. Jezeli plaszczyzny rodziny £, zaleinej od parametru z, sg réw-
nolegle, to ruch o wlasnofci € materiatu sztywno-idealnie plastycznego jest
mozliwy, gdy

1) na kazdej z plaszczyzn J2 panuje stale ci$nienie hydrostatyczne, zalezgce
liniowo od parametru z; '

2) rodzina powierzchni chwilowo nierozciagliwych ‘WU tworzy ukiad walcow
kotowych o stalym promieniu Ry=k/|o]|. :

Whiosek ten pozwala na ofrzymanie szercgu interesujacych rozwigzan konkret-
nych probleméw brzegowych. Niektére z nich podane beda w oddzielnej pracy.

3.2. 2 jest rodzing plaszczyzn przecinajacych sie wezdluZ jednej prostej

Przyjmujemy, Ze ruch ofrodka sprzgzony jest z uktadem walcowym {r, v, z},
dla ktérego mamy :
1

he=h=1, hy=r, Ky= - o™= T, = Koy =Ky =Bz, =0,
Réwnania ruchu (2,9) w iym ukladzie przyjmujg postaé

(3.4 o ¢— (k) [rsindf ,—rcos8-0,—2smb]=0, o,=0, o,=0

Aby otrzymaé analogie do znanych rozwigzaf, wprowadzamy kat 9=0—(n/2)
nachylenia ujemnego zwrotu f-linii do osi z,

Z réwnan (3.4) wynika, Ze interesujgcy nas stan napreZenia opisany jest réwna-
niami

. 2

(3.5 o=0,¥1 0o, 0y, 00=const, I ,cosI+§, sind = cos 9+,
gdzie

=——=g0nst.
# vk

Réwnania (3.5) dla z=0 opisuja stan napreZenia wystgpujgcy przy skrgcaniu
pretéw kolowych o zmiennym przekroju oraz przy skrecaniu wycinkéw pierscient
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o przekroju dowolnym (por. np. [4]). Otrzymalismy zatem uogélnienie znanej klasy
rozwiazan, wazne] z punktu widzenia zastosowar. Rozwigzemy rdwnanie (3.5)
opisujace siatke linii poslizgu w przypadku, gdy #u#=0.

Réwnania charakterystyk dla (3.5) maja postaé

dz dr d8

cos§  smg 2

(3.6) .
. cos S+ u

Rozwigzujac pierwsze z nich mamy

p2

(3.7 r2cos 9+% = =const,

a po scalkowaniu drugiego, uwzgledniajgc (3.7), uzyskujemy wzory w postaci para-
metrycznej

¥10)
(3.9) z= f—t—mdt-i—cz, C,=const, sin@:g(t),
To

gdzie ‘
213 112

gB)=]1- (t+ p)?

Cy
M
4o+
(+4)
Réwnania (3.7) 1 (3.8) opisujg poszukiwana siatkg linii poSlizgu. Dila x=0
otrzymujemy istotnie wspomniane wyiej rozwigzanie (por, [4], str. 161):

& .
dd
. 1
(3.9) r?cos $=C,=const, z= f——~_:+C , C,=const,
! 2 ]/lcos&] * :

4. KLASYFIKACYA ZNANYCH ROZWIAZAN TEORI IDEALNE] PLASTYCZNOSCT

Okazuje sie, ze zdecydowana wickszo§é znanych quasi-statycznych rozwiazag
dla materialu sztywno-idealnie plastycznego stanowig rozwigzania, dla ktdrych
ruchy maja wlasnoéé Q). Oznacza to, ze dla kaidego z tych zagadnien w strefie
plastycznej materiaty istnieja trzy ortogonalne rodziny powierzchni:

rodzina ‘i powierzchni chwilowo wzajemnie nieprzesuwnych, na ktérych nie
wystepujg napreZenia cinajace;

rodziny £ i W powierzchni chwilowo nierozciagliwych. Kazda. z tych rodzin
mozZe by¢ rodzing plaszczyzn (w skrocie rodzing P), powierzchni cylindrycznych (C),
powierzchni rozwijalnych (R) i powierzchni obrotowych (0).

Mozna tatwo pokazaé w sposéb analogiczny do p. 2, ze dla rodziny K plaszczyzn

() Waznym zagadnieniem teorii idealnej plastycznosci jest plaski stan naprezenia. Odpowiadaja-
ce mu ruchy na ogél nie maja wiasnosci 2. Zwigzane jest to z tym, Ze odpowiedni stan predkosci
deformacii nie jest czystym $cinaniem.
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chwilowo wzajemnie nieprzesuwnych quasi-statyczny ruch materiaty sztywno-
-idealnie plastycznego, przy ktérym istniejq rodziny powierzchni /2 i W, moze:
nastapié tylko wtedy, gdy

1) plaszczyzny rodziny K sa réwnolegle;

2) plaszczyzny rodziny U przecinaja sie wzdhiz jednej prostej.

Rozwazajac przypadek 1) otrzymamy nogdlnienie plaskiego stann odksztalcenia,.
dla ktérego zawsze istnieja rodziny K, L2, W, a rodzina U tworzy rodzine ptasz--
czyzn rownoleglych. Moga tu pojawié sie przeptywy plastyczne z wymienionymi.
rodzinami powierzchai, ale bez ograniczeft nalozonych na pole predkosei, jak to ma.
miejsce w plaskim stanie odksztalcenia.

Przypadek 2) bedzie zawierat pewng klas¢ osiowo-symetrycznych stanéw napre--
zepia i odksztafcenia z rodzinami powierzchni X, 2, W o podanej geometrii.

Ogdlna postad przypadkéw 1) i 2) nie jest dotychczas zbadana.

Rozwazmy klasg krzywoliniowych ukladdw tréjortogonalnych, dla ktdrych
jedna z rodzin powierzchni jest rodzing plaszezyzn. Oznaczmy te rodziny przez I,
L2, M. Kazdemu z tych ukladéw mozna przyporzadkowaé odpowiedni ruch
o wilasnosel 2 [2]. Tworzac wszystkie dopuszezalne kombinacje par (rodzina po--
wierzchni, rodzaj powierzchni) otrzymamy schemat klasyfikujacy znane rozwiazania
z ruchami o wlasnoscl €2, przedstawiony w tablicy 1.

Tablica 1

Lp A Klasa rozwigzan

Jednorodne czyste scinanie
Uogolnienic plaskiego stanu odksztalcenia
Pewna klasa zagadniefi osiowo-symeitrycznych

Skrecanie pretéw cylindryeznych

Uogodlnienie skrecania pretéw cylindrycznych®)

Klasa rozwigzan podana w pracy {1]

Uogblnienie skrecania pretow o zmiennym przekroju i wycinkoéw
pierscieni o przekroju dowolnym®)

= R T R
SRaQVe
o O
omaoEonk

*) W sensie podanym w pracy niniejszej.

Okazuje sig, Ze oprocz wspomnianych przypadkdw, zawartych w p. 21 3 tablicy 1,
znane sg wszystkie quasi-statyczne rozwigzania zagadnied, dla ktdrych istnieje-
ukiad rodzin {*), .2, N} i jedna z nich jest rodzina plaszczyzn. W punktach 5,61 7
zawarte s3 nowe nieznane dotychczas klasy rozwigzan, podane w pracy [1] oraz.
w niniejszej. Szezegdlnym przypadkiem p. 7 jest rozwigzanie podane przez W..
SOKOLOWSKIEGO [4].
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PesrmoMe

HEKOTOPBIM KJIACC TPEXMEPHOI'O PEIEHILA
I KECTKO-UAEAJIBHO-IINTACTUYECKOTO MATEPHUAJIA
C CEMEMCTROM MYHOBEHHO HEPACTDKIMBIX TUTOCKOCTER

B pafoTe HaeTcs XOMIUIEKC PeINeHpii JUTsl HeCTHO-HICALHO-TNACTHIECKOTO MATEPHANR C TPEX-
OPTOTOHANILHOM CECTEMOM TPEX CoMeHCTE TOBEPXAOCTEN, U3 KOTOPEX OfHA ABINETCH CeMeHCTROM
IIOCKOCTEH,

OTH peNlenAs ABMAFOTCS ECTECTBEHHEM OOGOGIICHHEM A CHyYas TPEXMEDHLIX DE3yILTATOR
-obCcyiennE, NIt TIOCKWX OPTOTOHANGHEIX CETOK IWHMI CKONLKCHES ¢ CEMEHCTROM IpIMEIX
JIREHH,

IIpmBeneHHslil KOMIMIEKe PEINCHENR COSNAST TPH Kiacca pesyapTaros: 1} — obobmerne kpy-
YCHWS MPH3MATHAYECKAX CTCPKHER, a Tamwke 2) — oboOmmeriwe KpyYeHws XpPYTOBLIX CTepikHeH
NEPEMEHHOIO Ccedenus, 3) — Kjacca pellleHus TpHBeHcHHoro » pabote [1].

SUMMARY

CERTAIN CLASS OF.SOLUTIONS OF A THREE-DIMENSIONAL PROBLEM FOR RIGID-
PERFECTLY PLASTIC MATERIALS WITH A FAMILY OF INSTANTANEOUSLY
INEXTENSIBLE PLANES

In the paper given is the set of solutions for a rigid-perfectly plastic material with a three-
orthogonal system of three families of surfaces, one of which represents a family of planes.

The solutions form a natural generalization (to a three-dimensional case} of the results conterning
plane orthogonal slip-line Iattices with a family of straight lines,

The set of solutions presented form the following three classes of results: 1) goneralized torsion
of prismatic rods; 2) generalized torsion of rods with variable circular cross-section; 3) the class
of solutions derived in [11.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKL
POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnig 20 wrzesnia 1971 r.






