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O LINIOWYCH ZAGADNIENIACH
DYSKRETNET TEORII SPREZYSTOSCL 1

S. KONIECZNY (RODZ), F. PIETRAS i Cz. WOZNIAK (WARSZAWA)

Wsrgp

Tematem pracy jest zastosowanie réwnan dyskretnej teorii sprezystodei (poda-
nych w pracy [1]} do opisu wspéldzialajacych ukladow dynamicznych zloZzonych
z cial sztywnych, w ktérych pojawiaja sie tylko niewielkie przesuniecia 1 obroty
wzgledem wyrdznionego ukladu odniesienia. Uklady te m.in. 8 modelami dyna-
micznymi konstrukcji pretowych o sztywnych wezlach, Rozpatrywanie tych ukla-
déw w ramach dyskretnej teorii sprezystosei dostarcza algorytméw obliczeniowych
dla réznych zagadnien szezegdlnych oraz pozwala na dosyé ogdlne formulowanie
probleméw kszialtowania i optymalizacji. Ponadto dla siatkowych dZwigaréw
powierzchniowych, dajacych sig opisaé w sposdb przyblizony za pomoca réwnah
rozniczkowych czastkowych [3], na podstawie dyskretnej teorii sprezystoéci Iatwo
okreslic kryteria stosowalnoéci tychze rdwnafi, W przypadku szczegblnym, gdy
rownania dyskretnej teorii sprezystosci sg rdwnaniami réznicowymi [I], to réwnania
statyki ukfadéw pretowych rozwazanych w tej pracy sa formalnie réwnowazne
rownaniom wyprowadzonym i stosowanym w pracy [2]:

Praca skiada sie z dwéch czesci. W niniejszei, plerwszej czgéci pracy podano
ogdlny uklad réwpan i warunkdéw brzegowych dyskretnej teorii sprezystosci, uklad
réwnan réznicowych i uklad réwnad rézniczkowych dyskretnej teorii sprezystosci,
a nastepnie wyprowadzono réwnania ogdlne, réznicowe i roZniczkowe teorii infi-
nitezymalnej dia ukladu ciat sztywnych (punkty (1-3)1). W punktach 4-5 rozpa-
irywano liniowo-sprezyste uktady pretow pryzmatycznych o masie zaczepionej
wylqcznie w sztywnyeh weztach, podajac ogélng postaé rownan ruchu i réwnan
konstytutywnych dla takich ukladéw, nastepnie réwnania réznicowe i rozniczkowe
dla regularnych siatek pretowych oraz réwnania dla zagadnienia plaskiego w przy-
padku, gdy dzieli si¢ ono na dwa niezaleine zagadnienia : plytowe i tarczowe. Druga
cze$¢ pracy zawiera analize numeryczng stosowalnosci réwnan rézniczkowych
czgstkowych do opisu tarcz 1 plyt siatkowych, obliczenia poréwnawcze pewnych
powlok siatkowych z punktu widzenia zagadnienia ksztaltowania oraz przyldad
obliczenia nieregularnych siatek pretowych wraz z zagadnieniem optymalizacji.

Oznaczenia stosowane w pracy sa analogiczne do oznaczen w [1]. Wskazniki
a, b, ... przebiegaja ciag 1,2, ..., n, wskazniki A, &, .., cigg L1, ..., m, wskazniki

il) W pupktach 1 1 2 zestawiono zaleinodci i réwnania wyprowadzone w pracy [1].
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e, B, ... ciag 1, 2, ..., n oraz wskazniki K, L cigg 1, 2, ..., N. Dodatkowo wystepujace
wskaznild k, I, m, ... przebiegajgce w punktach 1-6 ciag 1,2,3 oraz w p. 7 ciag
1, 2. WskaZniki «, A, jt, ... przebiegaja natomiast ciag 1, 2, 3. Stosujemy konwencje
suthacying. Rézniczkowanic wezgledem czasi ©Znaczono kropka, wzgledem po-
zostalych zmiennych przecinkiem.

1. OGOLNE ROWNANIA DYSKRETNES TEORI SPREZYSTOSCI

Oznaczmy przez D przeliczalny zbior ukiadéw dynamicznych de D, z ktérych
kazdy ma te¢ sama liczbg stopni swobody n. Ruch kazdego ukfadu jest wige okreslony
n funkcjami ¢°(d, 1) gladkimi w przedziale 7o<7<7y, gdzie 7 jest wspoirzedna
czasu. Zakladamy ponadio, ze dla kazdego deD oraz kazdego 7 ciag liczb
4° (d, 7) wyznacza wektor ¢ (d, 7) W pewne] n-wymiarowe] przestrzeni wektorowe)
Vi, g(d ©ye V"

Niech m > 1 bedzie dang liczbg naturalng oraz niech D=D,UD_,4 dla kazdego
A, gdzie D, i D_ 4 sa réwnolicznymi podzbiorami zbioru D. Kazdy ciag m réino-
warto$ciowych funkeji f: D,—D_,, spelniajacych warunki f4 (d)#d, fo(F1(d)#4,
C fad)=fo(d)>A=® dla kazdego de D NDg, fald)e Dy oraz kazdego A i &,
wyznacza na D strukturg réznicowa rzedu m [1]. Oznacza to, e gdy dana jest
dowolna funkcja ¢:D—R, gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych, to istmieje
2m funkcji A,9:D,— R, A4 9: D_ 4~ R zwanych odpowiednio prawymi i lewymi
réinicami funkcji @, danych przez A4 ¢ (@d=p (fx ()¢ ), deD, oraz

m

Aso =0 D—9(foa (@), deD. . Podzbier D= (D, ND_,) nazywamy
A=1

whetrzem zbioru D; gdy D#@, to dla kazdego de I istnieje dokladne m pra-
wych réznic oraz m lewych réznic dowolnej funkcji ¢: D—R. Podzbidér 2D=D, D’
nazywamy brzegiem zbioru D; gdy éD#@, to dla kazdego de @D i kazdego 4
istnieje albo prawa, albo lewa réznica funkcji p. Pojecia wngtrza 1 brzegu zbioru D
sg okreglone wylacznie dla danej struktury réznicowej na zbiorze D. Dokiadniejsze
oméwienie pojecia struktury réznicowej podano w {4].

Oznaczmy przez T (d, 7, 4 (d, 7), q (d, 7)) energie kinetyczng ukladu dynamicz-
nego d € D oraz przez 7 potencjal zbioru D ukladéw dynamicznych. Gdy na zbiorze
D istnieje struktura réznicowa, przy pomocy ktdrej potencjal = da si¢ przedstawic
w postaci ‘

(8) n= 3 &0 (d ¢(d, ) [44 44 D)

de D
{gdzie prawe réznice A, ¢ (d, 7) sa okreélone dla kazdego de D), to zbidr D na-
zywamy dyskretnym ukladem sprezystym, a Kazde & (d, ...) potencjatem sprezystym
w elemencie deD. Zakladajac, ze D'#@, réwnania ruchu ukladu dyskretnego
napiszemy w postaci [1]

(2 4, T D 1.l D) (b D=za(d ), deD,  To<T<Ty,
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gdzie £, (d, ©) sa sitami zewngtrznymi wzgledem D, dziatajacymi na element de D,
z,(d, ...} sa sitami bezwladnoéci 1],
d oT(d, ..y drd,..)
(1.3) z(d, Y= = - ,
dr dg*(dr) 2dq°(d, 7)

oraz T2 (d, ©), 1, (d, 7) sa skladowymi stanu napigcia migdzy elementami de D:

o) )
A a T oard o ]

A
Ta (d: T) 8qa(d, T) ’

(1.4) Cdd,q'(d, Ty
TR TS Ty .

Réwnania (1.4) nazywamy rownaniami konstytutywnymi dyskretnej teorii spre-
zystoéci [1]. Réwnania ruchu (1.2), réwnania konstytutywne (1.4) oraz warunki
brzegowe

(1.5) g'(d, y=g(d,v), dedD, T1o<1<T4
1 poczatkowe
(1.6) ¢(d, =g (d), ¢°(d,D=v(d), t=1,, deD,

w ktdérych g?(d, 1), de 8D, g% (d), v3 (d), d e D’ sa danymi funkcjami, tworzg pod-
stawowy uktad réwnan dyskretnej teorii sprezystosci, wyprowadzony w [1]. Warunki
brzegowe w przypadku ogdlnym maja bardziej ztozona postac niz (1.5), kidrg po-
dano w [1].

W powyzszych rownaniach funkcje zmiennej 7:¢°(d, 1), deD, 4,4°(d, 1),
deD, sa dla kazdego odpowiedniego d skladowymi wektoréw w n-wymiarowej
przestrzeni wekiorowej V7, natomiast T,%(d, 7), d eD_y, A T (d D), deD’,
1, (d, 7), £, (d, 7) oraz z, (d, ...) sa réwniez dla kazdego odpowiedniego d, skladowy-

mi kowektordéw w przestrzeni dualnej V. W wielu zagadnieniach jest rzecza celowa

wprowadzenie wigzki przestrzeni wektorowych V7" (d), T;" (d), de D. Oznaczajac
przez A% (d), deD elementy nieosobliwych macierzy oraz przez A (d), deD,
elementy macierzy odwrotnych, 4%(d) Aj (d)=4}, otrzymujemy nastgpujace skla-
dowe wektordw w F™ (d):

g (d, )=A;(d) q"(d,v), deD,
g d, )=A(d) 4, 4°d,v), deD,
oraz odpowiednic sktadowe wektoréw w I;" (d):
| TE)=ADTAG), deD,,
Sati(d D)=Asd) 4417 (d,7),
r.(d, )= A5(d) 1. (d, 7),
fuld, ©)y=A3(d) fo (d, ©)
z,(d, .)=A(d)y z, (d, ...).
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Réwnania ruchu (1.2) dyskrefnej teorii sprezystosci mozna feraz przeksztalcié
do postaci [1]

(1.7 84 T, O+t (d, V4 d, D)=z2,(d,..), deD’, 1,<1<7,,
a rownania konstytutywne (1.4) sprowadzajg sie do rownan [1]

de(d, ...) deld, ...)

(1.8) TaA(d,T)—_*m, deDy, t(d, )= —F—7— de D,

dq*(d, 1)’
gdzie
& (d, [g°(d, 91, [64 ¢*(d, D)=20 (d, [AUd) g°(d, D)), [42(d) 64 4" (d, D)])

jest potencjalem sprezystym w elemencie d e D. Warunki brzegowe i poczatkowe
sa nastgpujace:

1.9 g*(d, )=g*(d,v), dedD, ry<r<r,
oraz
{1.10) g (d, =gi(d), ¢*(d 1)=2%(d), =1, deb’

Wektory o skiadowych 8, g% (d, 1), de D, oraz 5, 1,7 (4, 1), de D_, nazywamy
prawymi i lewymi réZnicami absolutnymi pdl wektordw o skladowych 4% (d, 7);
T,* (d, ©) odpowiednio, gdzie

41D 04 q9°(d, V=44 ¢*(d, ©)+ G (d) ¢° (S d, 7},

o4 T2, Dy =4, 1,7 (d, ) +-62, () T, (fu 4, 7)

oraz
Ghs(d)=A5(d) A4 A3(d), deDy,

G (D) +GP, (d)+G", (d) G2, (d)=0, deD,,
G D)+ G (foad) G =G (fud), deD_,.

Macierze » > » o skladowych G%p (@), de D, okreélaja koneksje w wigzce przestrzeni
wektorowych V* (d), de D.

2. ROWNANIA ROZNICOWE I RGZNICZKOWE DYSKRETNEJ TEORII SPREZYSTOSCI

Oznaczmy przez fy, ..., ty baze W przestrzeni EV oraz przez A, zbiér wszystkich
punkidow w RY¥ «postaciy x=a-+o, f1-F..+oy ty, gdzie a jest danym wektorem
Oraz oy, ..., ty 53 dowolnymi liczbami catkowitymi. Niech N<m oraz niech 7,=
=af 1y dla A=N11, ..., m, pdzie off sa danymi liczbami catkowitymi, przy czym
af=d% dla A< N. Jezeli ist nieje réznowartofciowe odwzorowanie &, gdzie E-1: D-»
—A,, speiajace warunek &1 (f, d)— & (d)=t, dla kazdego de D, i kazdego A,
to rownania dyskretnej teorii sprezystosci daja sie przedstawi¢ w postaci réwnafh
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réznicowych. Funkcje £ nazywamy parametryzacjg zhioru D dla danej struktury
réznicowej tego zbiorn. Réwnania ruchu (1.7} maja wtedy postaé

(1) B TAG, Dt DL, D=2 (5,0, xe&(D), to<t<ty,

a réwnania konstytutywne sprowadzajg si¢ do réwnan

TA(x 1:)=——--_""—-38(x’ ) xeé{D,)
a ] aé-Aqa(x’ 'L'), - Al
de(x, ...)
toc(xs T): “W; XEé(D), Tog<T<Ty,

gdzie e(x, ..)=& (&1 (%), ...), xe & (D). W warunkach (1.9) i (1.10} nalezy takze
zastgpié argument d przez argument x=¢ (d). Dyskretne uldady sprezyste, dopusz-
czajace istnienie parametryzacji, nazywamy ukladami regularnymi [1]. Nalezy zazna-
czyé, 2e takze pewne uklady nieregularne mozna opisa¢ za pomocg rownan rézni-
cowych; wymaga to jednak wprowadzenia wigce] niz jednej parametryzacji {1 i 4].

Oznaczmy przez A zbidr wszystkich punktow w EV takich, ze ae A, tylko gdy
a= [ty ty+ .4 py ty, gdzie py, .., gy sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi spel-
niajagcymi warunki --0,5< ue<<0,5. Rozpatrzmy rodzing (D,),. . dyskretnych
regularnych ukladow sprezystych o tej samej liczbie elementéw i taka, ze dla kazdego
D, istnigje parametryzacja &, gdzie &, : D,— A, spelniajaca warunek &' (f d)—
— & (d)=1, dla kazdego de D,y oraz dla A=1,..,m (ciag wekiorow fy, ..., %,
jest taki sam dla kazdego a e A oraz f1: D, 4D, _4 okreSla sirukturg réznicows
na D,). Oznaczmy Q=\_}&1(D,), przy czym Q sklada:si¢ z obszaru Q w EV oraz
jego brzegu 2R. Oznaczmy ponadto przez 2, podobszar w £ taki, Ze x € 2, tylko,
gdy x--1, € Q. Podobnie niech x € 2_, wtedy i tylko wtedy, gdy x—1, 6 Q oraz

mwm
niech Q'= (") (2, NQ2_)#J.
A=1
Réwnania ruchu (1.2) dla rozwazanej rodziny (D,),.s majg postac
(2.3) Ap TE06 D+ 1,00, O LK D=2,(x, .), X, 1o<t<Ty,

a rownania konstytutywne (1.4) sprowadzaja si¢ do réwnan

A (r 1) = g0 (X, ..0) reO G )= — deq (X, ...)
(24) a H BAA qa (JC, T)’ A a i\t aqa (x’ T) ]

To<T<Ty.

Ograniczmy si¢ nastepnie do rozwazania tylko takich rodzin (D), dyskretnych
ukladéw sprezystych, dia kiérych dowolna funkcja ¢: E—R, <0 wysigpujaca
w (2.3) i (2.4) jest rozniczkowalna funkcja argumentu x w obszarze =, a ponadto
spelnia warunki postaci

(2.5) ¢ (xtAx}—p (D=e x () 4x5, ¢ (x+dx)=p (x)
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dla kazdego xe &, xtAdxe = oraz kazdego wektora Ax, dla ktdrego |dx| <
< max |¢,4]. Oznaczmy przez vol A objetodé obszaru A<E" i wprowadzmy funkcie
go (xs [qa (JC, T)]s [qa, K (xa T) ti]

vol A ?
gdzie t& sa skladowymi wektora 7, w przestrzeni E¥, Zgodnie z (2.3)—(2.6) otrzymu-
jemy wtedy nasigpujace rownania ruchu:

(2-7) T, K,K(xa T)+Ta (x; T)+Fa (x; T):Za (x: ): xef2, To<T<Ty,

(2.6) e (x. Ig°(x, D), [g° x (1, 1) =

w ktdrych F, (x, 7)=f, (x,7) (vol A)™", Z,(x, ..)=2,(x,..)(vol 4)~*, oraz réwna-
nia konstytutywne postaci

de(x, ..) _Be(x,...)
R SR FTeRs s

Roéwnania (2.7) i (2.8) wraz z warunkami brzegowymi

28 T, (x, 0= xXeQ, To<T<Ty.

2.9 g (x, T)=g%(x, 1), XEIR, To<T<T,
oraz warunkami poczatkowymi
(2.10) 75 D=1 (), ¢ D=r5(), xeQ, 1=1

opisuja rozwazang rodzing dyskretnych ukladéw sprezystych. Rownania (2.7)
i (2.8) sa rownaniami rdézniczkowymi czastkowymi dyskretnej teorHi sprezystosci.

Szezegélowe omdwienie ogdlnych rownan dyskretnej teorii spreZystoscl
(1.7)-(1.8) oraz réwnan réznicowych (2.1)-(2.2) i rézniczkowych (2.7)-(2.8) po-
dano w pracy [1].

3. DYSKRETNE UKEADY SPREZYSTE CIAL SZTYWNYCH, TEORIA INFINITEZYMALNA

Zaldimy teraz, ze kazdy z ukladdéw dynamicznych de D jest clalem sztywnym
o0 szedciu stopniach swobody, ktore moze ulegad tylko niewielkim odchyleniom od
danej konfiguracji, zwanej konfiguracjq odniesienia. Przyjmijmy nastcpnie, Ze
w chwili 74 ukiad dyskreiny znajduje sie w konfiguracji odniesicnia, przy czym
dla =1, mamy e {d,...)=0 dla kazdego d<D. Przyjmijmy

(3.1 ¢°(d, 1) =58 u*(d, D)+ 82 (d, 1), a=1,2,..,6,

gdzie u* (d, 7) sa skladowymi wektora przesuniecia oraz v* (d, 7) skladowymi wek-
tora matego obrotu wzglgdem konfiguracji odniesienia. Sktadowe obu tych wekto-
réw przyjmujemy jako wyrazone w prostokatnym ukladzie kartezjanskim (z¥)
parametryzujacym przestrzen fizyczng oraz traktujemy formalnie jako infinitezy-
malne. Potencjal sprezysty e (d [¢° (d, 1)), [444¢°(d, 7)]) jest wtedy jednorodna
kwadratowa funkcja swoich argumentéw, a ze wzglgdu na warunki niezmienniczosci
[5] musi mied postad

1 1
B e=— AL Dt B Dyt Fit @iy, deD,
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w ktorej

AL (D =B (y=F3"(d)=0 dla d¢D,NnD,.
oraz
(3.3) = (d, D=4, 0 (d, 1)+ o (D) v (4, 1),

wi=ri(d, 0)=4,v"(d, vy, deD,,
gdzie I, (d) sa skladowymi wektora w. przestrzeni odniesienia, Igczacymi Srodek
masy ciala sztywnego d ze Srodkiem masy ciala sztywnego f; d w konfiguracji od-
niesienia. Gdy d¢D,, przyimujemy #* (d, 0)=x" (4, ©)=0. W rozwazanym przy-
padku #,(d, 1)=0%_5 6,7 I} (d) T,* (d, 7), a réwnanie ruchn (1.2) sprowadza si¢
do postaci: '
A, TAd, D+fd, D=2 (d, 7),
Az M, D" () TA, ) +my (d, )=(d, D), deD’,
gdzie TA=8* TA+SE 3 MA, f,=06%fi+-6%_ 5 my oraz 2,= 6% z,+-6%_, J,. Réwnania
konstytutywne (1.4), zgodnie z (3.2), maja postac
T4 (d, D)= AL (d) ng (d, D+B (d) k5 (d,7),
MA(d, Dy =F () ko (d, )+By (D ng(d. 1),  deDy,

w ktérej wiclkosci ALP (d), BA? (d) i FA® (d) charakteryzuja wlasnoéci sprezyste
rozwazanego uktadu dyskretnego. Réwnania ruchu (3.4), réwnania konstytutywne
(3.5), réwnania geometryczne (3.3) wraz z warnnkami brzegowymi (por. (1.5))
(36) uk(ds T):ug(da T); vk(ds T):Z’g (d: V), dE 3Ds TO<T<TI
oraz poczatkowymi (por. (1.6))
u(d, =0, o'(d, D=0kd), t=1o,
K (d,1)=0, o D=wid), deb’
opisuja rozpatrywany sprezysty uklad dyskretny.

Oznaczmy, dla kazdego deD, przez A% (d) elementy nicosobliwej macierzy 3 x 3
oraz przez AY(d)— elementy macierzy odwrotnej, Aj (d)AL(d)=45}, deD.

Zgodnie z metoda prrzedstawiona w p. 1 przyjmijmy
[Ae @] [0 ]

01 [4x@1}

gdzie [0] oznacza macierz o wymiarach 3x 3 utworzona z samych zer. Réwnania
(3.3), (3.4) i (3.5) przybieraja wtedy kolejno posta¢

7y (d, D=8, u" (d, )+ €5, () 1j (@) v*(d, 1),

(3.4)

(3.5)

(3.7)

(3.8) [Az(d)1=[

(3.9
K (d, )=0,9"(d, 1), deD,;
(3.10) ?A T, D+fed, D) =2, ..),
84 M A (d, DFe™ () L (d) T,4d, D+m d, D=J, (d,..), deD’;
@10 L @ D= AE (@' (@ D+ B () 170 (),

MKA (da T)= F:cif. (d) ‘TCAID (d’ T) +B/ﬁ:‘ (d) 'FltP (d: T) B
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gdzie €%y, (d)=A} (d) A} (d) A} (d) ", sa skladowymi tréjwektora Ricciego. Row-
nania ruchu (3.10) sa szczegdlng postacia rownan (1.7), podobnie_ réwnania konsty-
tutywne (3.11) sg szczegdlng postacig réwnan (1.8). Réznice absolutne wystgpujgce
w (3.9) i (3.10) zgodnie z (1.11) maja postaé

611 u* (da T)=AA u* (ds T)+G:€1)(d) uA (fzi d; T) *
{3.12) - B .
S Tt (d, ©)= A, TA(, )+ G (T, (-1 d, T),

gdzie G5, (d)=d () 4, A% (), deD, otaz G5, (d)+ G, (@+GL,(d) Gy (d)=0.
Réznice absolutne &, 2% (4, 1), 9, M, ? (d, T) wyrazaja si¢ oczywiscie podobaie jak
réznice absolutne (3.12).

Jezeli rozwazany ukiad dyskretny jest regularay, to po wprowadzeniu parametry-
zacji &, &: D— A, spelniajace] warunki podane w poprzednim punkcie pracy, otrzy-
mamy réwnania réznicowe. W formulach (3.2)-(3.7) oraz (3.8)-(3.12) mozna
wiedy zastgpi¢ argument d przez x=£71 (d) oraz zastapi¢ zbiory D, D', D, odpo-
wiednio przez zbiory &1 (D), E-1 (D7), E71 (D).

Podajmy teraz posta¢ réownan rézniczkowych rozwaZanego zagadnienia stoso-
wanych, gdy zachodza warunki {2.5). Zgodnie z (2.5)—(2.8), (3.3)--(3.5) oraz wpro-
wadzonymi w tym punkcie oznaczeniami otrzymamy nastgpujace rownania ruchu:

5.13) T, x (x, DHFolx, =2 (%, ..),
. ME x(x, Ty Feg" L1 (x) 15 T8 (o, H M (x, =Y, (x, ...),

réwnania konstytutywne

.1 T (x, ) = AKM (x) 1, (v, D+ BEM (x) b, (6, ©)
' M (x, D) =FEM (x) 16, (x, ©)-+BYE (%) 7k, (%, 7)

oraz réwnania geometryczne

ﬂfvf (-x’ T)=u,lM (x, T)""Sfpr l}; (x) t:d o (x: 7),

315
( ) wa (x: T) :‘DjM (xa T) ]

gdzie
A ()= AP (x) 5 tg (vol A),
(3.16) BEM (x) = BAS (3) £ 12 (vol A)™,
FSM(x)=F® (x) tf 1! (vol 4)~ .

Rownania (3.13)~(3.15) powinny by¢ spelnione w obszarze Q< F¥ oraz dla kazdego
T, ToT<1;. Warunki brzegowe majy teraz posiac

(G17) W O=0(x 1), FD=%(x1), xcdl, To<T<Ty,
a warunki poczatkowe sprowadzaja sie do warunkéw [por. (3.6) i (3.7)]
¥ (x, 1)=0, o%(x, 1)=0,

3.18
@19) WE(x, =05 (x), o (x, D=0v5(x), 1=1,, xX€L.
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4. ROWNANIA ROZNICOWE SIATEK REGULARNYCH

W punkeie tym zajmiemy si¢ wyprowadzeniem rownafi konstytutywnych w posta-
¢i réznicowej dla regularnych ukladéw pretéw. Rozwazania ograniczymy do siatek
pretowych, ktorych fragment przedstawia rys. 1. Jako uklady dynamiczne de D’
przyimujemy sziywne wezly siatki, a
potencjal sprezysty e(d, ...) jest poten-
cialem sprezystym pretdw lgczacych wezel \

d z weztami f, d [na rys. | potencjat o

e(d,..) jest polencjalem trzech prgtdw, VN
potenciaty e (d’, ...), e (d'', ...} sa poten- '
cjalami jednego preta oraz e (47, ...=0)]. 1 k-
Zagadnienie traktujemy jako liniowo ‘ 1
sprezyste. rr =T

Niech (Z%) oznacza dowolny prosto-

I
katny ukiad wspolrzednych w przestrzeni

fizycznej, natomiast przez (y*) ozmaczmy Rys. 1

taki prostokatny uklad wspolrzednych,

ktdrego poczatek lezy w §rodku cigzkodci przekroju dowolnego preta, a osie pokry-

waja sie z gléwnymi ceniralnymi osiami bezwladnosci (rys. 2). Zaldézmy, Ze 0§ y

preta oraz gldwne centralne osie %, 3° przekroju preta sa okredlone wzgledem
ukftadu wspohrzednych zF za pomocg

kosinusdw kierunkowych
FiYe i’
s :

cos()t, z=1,,
cos(yt, z29)="7,,
cos(p', 2¥)=1,,
cos (32, zY)="1,,
“n cos(yz, Zz)=- T2,
cos (1, 2%)="1,,
cos (%, z)=""1,

cos (1%, 2%)=""1,

Ry. 2

cos (3, z%)=""t5.

Oznaczmy nastqpnie przez u;, 4, wektory przentieszezenia wezléw i 1 &, natomiast
przez v;, v, wektory obrotéw weztdw i1k (odniesienie do uktadu z*; rys. 2). Korzysta-
jac ze wzoréw transformacyjnych dla pretéw pryzmatycznych oraz wykorzystujac
(4.1) momenty skrecajace, momenty zginajgce, sily normalne oraz sity tnace w prze-
kroju polowigcym pret i zorientowanym zewngtrznie dodatnig osig y! mozna
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wyrazié¢ nastgpujacymi wzorami (w dalszym tekécie argumenty wystepujace w tych
funkcjach, ktore sa takie same jak w punktach 2-3, nie sa wypisane):

r 11

Ny —_ k4 2y A koA 3y _ A koA
MiIc - 1/1 K s Mlgk) lA a s Mgk)_ IA K4 ”tk’

EA,
T ="

)
12EI
4.2) T® =% oy 1 =05l e 5D,
FR
(3) IZEI/’L L ried e orpA
T = e A 0,50 1y )
4
gdzie

wo=dAy witet, v, wy=447",

[por. (3.3)]. We wzorach (4.2) E, 44, I ‘;, I;' i C, oznaczaja modul Younga, pole
przekroju poprzecznego, ghownie centralne momenty bezwladnosci i sztywnosé
skretng preta i-k. Diugo$é tego preta oznaczamy Pprzez L4

Dla wyprowadzenia rdéwnaf xonstytutywnych nalezy znaé funkcie energii
sprezystej ukladu pretowego, kidrg mozemy obliczyé z nastgpujacego Znanego wzoru:

0,51,
1 My (TP MP-TR O’
43 )= SIGLCANT l C T it S
()e(d’)22f[CA+E% A
A 051,

H

JM?JW@jﬁ
EI} :

Wskaznik sumacyjny A przebiega wszystkie prety faczace wezel d z wezlami f, d
(rys. 1). Podstawiajac (4.2) do (4.3) oraz wykonujac catkowanie otyzymamy po-
szukiwane wyrazenie na energig sprezysta:

1 1
(4.4) e=— AL nf b BIP i pF oy F® 1 g
2 2

a wystepujace w (4.4) wielkosci 422, BAP i Fi” charakteryzuja wlasnosci spreZyste roz-
wazanych siatek i maja postal

i 1

AP — sAD EAA sd pd 12EI’1 Frgd trgAd 1 EIA 1A 1A
A" =0 ] I B +_IT et e )

B LG
4.5 AD — SAD 6EI‘;~ (XN Y. | GEI‘: Fad rigd
(4.5) Br=or\—p tl—-—li_t,‘ ),

C4 EY !
FP =42 (w—l i t’;ur—ﬁ Lo rgd A ”rf) .
A A4 A
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Réwnania ruchu (3.4) i réwnania konstytutywne (3.5), w ktérych wielko$ci 47,
B® i FA? sa okreSlone wzorami (4. 5)(), stanowig podstawowy ukiad réwnan
réznicowych regularnych siatek pretowych.

5. ALTERNATYWNA POSTAC ROWNAN ROZNICOWYCH

Przedstawmy teraz alternatywna posta¢ podstawowego ukladu réwnan podanego
w poprzednim punkcie. W tym celu zamiast skladowych odksztalcenia TR A
wprowadzimy nowe sktadowe stanu odksztatcenia y% i x5, gdzie

1
(CRY VR &l 1 15 -
Oznaczajgc
1
n=n(d, %, K)=e (d, Y 5 & 1 10, ICA) ,

zgodnie z (4.4) i (4.5) otrzymamy

- 1
(5.2) T 272"“ ARV 'Vgp_‘_* Gl kg,
gdzie
EA 12ET, 12EI,
AP = 5’@( IAA iy ff+7‘ii"tf ih WLTA i ’tf)’
5.3 )
G:3) Cy EI, EI',
CA(I)"'JA@ l k + [A frA+ IfrA ”t .
A A

Potencjal sprezysty = w przeciwieﬁstwié do potencjé;iu e nie zawiera iloczynow
L
Korzystajac ze wzordw (3.5) oraz (5.1) otrzymamy

1
Tf :Aﬁ@ (?:I;‘- -_—E Sfrm lc; ’Cg) +BkAl¢ Ké’:

1
g | P st B2 = AL

pdyz
1
- "?T A;cllqj S.er l;+Bﬁf
zgodnie z (4.5).
Oznaczajac
A BTE A A m 1
Gy =5KTka _'ETm T

TmA(x)ET;nA(x—‘IA), IA(X)EIA(X"—{A) .

(*) Bardziej ogdlna postaé energii sprezysiei, uwzgledniajace} wplyw sit tnacych pa stan od-
ksztalcenia pretéw, podano w pracy [6]. :
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réwnania ruchu napiszemy w nastgpujacej postaci:

— 1 -
(54) AA GkA+ gklm (ll mA+l j—’mA)—I_Mk_yk H AA TkAJrFk: Zk‘

2

Powyssze réwnania wraz z réwnaniami konstytutywnymi
Ad 1 A A T
(5.5 T =45 Vo G=Cy kg

sg alternatywng postacia réwnafi réznicowych rozwazanego zagadnienia.

Wielkodci M,# sg skladowymi wektora momentu dzialajgcego na pret lgczacy
wezly d i f, d w przekroju przy wezle £, d. Wielkosei G* sa skladowymi wektora
momentu, dziatajacego w przekroju potowigcym pret laczacy wezly d1/4 d na czgéé
zwigzang z wezlem d. Wyprowadzone wzory w punktach 4 i 5 dotycza przypadl,
w ktérym obcigzone sa tylko wezly a nie prety. Tym samym skltadowe wektora
sity T4 mozemy traktowaé jako dziatajace w przekroju przywezlowym jak w przekro-
ju polowigcym pret.

6. ROWNANIA ROZNICZKOWE SIATEK REGULARNYCH

W poprzednich punktach pracy podano réwnania réwnowagi, zwiazki geo-
metryczne i fizyezne w postaci rézniczkowej dla wspoéldziatajacych uktadéw dyna-
micznych cial sztywnych oraz dwie alternatywne postacie réwnaf roznicowych
dla regularnych ukladéw pretowych. W tym punkcie zajmiemy sie wyprowadzeniem
réwnaf postaci rézniczkowej dla wyzej omawianych ukladow pretowych. Wyko-
rzystujac warunek (2.5), oraz wzor (5.1) otrzymamy yimury, z czego wynika, ze
er 7. Przyblizona rownosé potencjaléw e i @ warunkuje G A~ M, z czego wynika
nastgpnie, Ze obie postacie réwnafi réznicowych (punkty 4 i 5) prowadza do tej
samej postaci réwnah rézniczkowych. Réwnania konstytutywne (3.14) oraz zwigzki
geometryczne (3.15), zgodnie z (5.5) oraz v, M A~G", przybiorg teraz postad

{6.1) TX=AfMt  MF=Cg Kk
(6.2) =ttt GV, Ky

Na podstawic wzoréw (3.16) 1 (5.3) oraz zwigzku CRM . CA% {5 13 (vol A)~1
otrzymamy nastepujace wyrazenie na wielkosei A i Ci'":

X EA 12ET, 12E1"
A’};{lM — Z al ( 4 -A A+ 4 HtA utlA a4 ’tf 'r{i)’
A

, 2 \F, I
(63) C EI EI'
CEM = Z . (ﬁ’i B E L g ”t;‘) .
lA. FA A

gdzie
(6.4) Fy=(vol A I7".
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Roéwnania ruchu (3.13), réownania konstytutywne (6.1) oraz zwiazki geometryczne:
(6.2) stanowiz podstawowy uklad réwnat rézniczkowych dla regularnych siatek.
pretowych.

Réwnania (3.13), (6.1), (6.2), (6.3) sa przedstawione w opisie materialnym.
Obecnie przedstawimy powyZsze réwnania w opisie przesirzennym, tj. bedziemy-
odnosi¢ wszystkie wielkoéci do obszardw zajmowanych przez uklad w czasie jego-
ruchu. Niech ruch wezléw rozwazanych siatek w przestrzeni fizycznej E okredlaja
funkcje zF=y* (x%, 1), (x*) e Q< R?, speliajace warunek (2.5);,. Wykorzystujac
(2.5);, wektor laczacy wezet d z wezlem f, d (rys. 1) mozemy przedstawi¢ jako
2k th. Z kolei korzystajgc z otrzymanej wyzej zaleznoéci, wektor 7, bedzie mial
sktadowe Fimy"y % I7'. Wykonujgc proste przeksztalcenia réwnad (6.1), (6.2).
(6.3) 1 (6.13) otrzymamy je w opisic przesirzennym w nastepujacej postaci:

(6.5) ‘ 0wt be=12y, mrc,lz"f“ﬁkm'.! et he=y;
(6.6) =A™ Vs =C"" 1'y;
{6.7) =& V7, rc",,,:vf‘,,, s
gdzie

=11 TF e, mti=1Tt MK X,IK:
(6.8) be=I"'F,, Ih=I1M,,
p=I"1Z,, wn=I"'Y, I=det (XkK)
Natomiast 4,," i €™ wyraZaja si¢ nastepujacymi wzorami:
EA 12E1, 12EI, h
e me (s o A e g,
L5/ C G
(6.9) ,,
mn 1 moIi C A A.’A I FraAd v, A
Cm = “ fAfA 7;“1: + fA I, +f11 P

gdzie f,=1F,.

Otrzymany uklad rownan (6.5)-(6.7) oraz (6.9) jest juz znanym w literaturze:
ukladem réwnan wldknistego ofrodka Cosseratéw jake model ciggly siatek pre--
towych [3].

7. ZAGADNIENIE PLASKIE. ROWNANIA ROZNICOWE 1 ROZNICZKOWE

W dotychczasowych rozwaZaniach prety omawianych siatek byly dowolnie:
polozone w przestrzeni. Z kolei zajmiemy si¢ szczegdlnym przypadkiem, w ktérym
zaktadaé¢ bedziemy, Ze osie wszystkich pretéw leza przed odksztalceniem w jednej
plaszezyinie, a jedna z centralnych osi kazdego przekroju dowolnego preta jest do
tej plaszezyzny prostopadla. Oddzielnie zostana podane réwnania dla zagadnienia
tarczowego oraz oddzielnie dla plytowego. W pierwszej kolejnodci rozpatrzmy za-
gadnienie tarczowe [3]. Dla tego zagadnienia réwnania réwnowagl, zwigzki geo--
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metryczne i fizyczne w postaci réZnicowe] wyrazaja si¢ nastgpujacymi wzorami

[por. (3.3)-(3.9)]: _
(7.1 ZA TkA_;_j;c:Zk ’ ZA MAJFSs),? L& TA+m=y;

(72) nAk:AA uk%’e{(s JTZU, KA:AAT);
(1.3) T =4 ot B 10, MA=F"io+B"1'a,

przy czym wskazniki k, 5 i # powvie] oraz we wszystkich dalszych wzorach przybie-
raja wartodci 1,2; wskaZnika 3 nie wyszezegdlniono (v=v, xi=w,, F{y=F4,
Bl?=BI"). Wyrazenia na A}", B}®, FA® majg postaé

AD_ 54D BAs oy, 12 I:’;tArA
A =0 ”_&_ L+ ] ool

re i
- [

A . _ A A cas Ud
By 5t 07, F

Iy Ia

(7.4)

G2,

W analogiczny sposéb otrzymujemy aliernatywna postaé réwnan réznicowych
dla tarcz siatkowych.

Aby opisa¢ zagadnienie tarczowe w postaci réwnan rdzniczkowych wystarczy
skorzystaé z réwnan wyprowadzonych w poprzednim punkcie. Dla tego zagadnienia
réwnania réwnowagi, rownania konstytutywne oraz zwigzki geometryczne beda
miaty postaé (por. [3]).

(75) tk’jlm+bk:Zk b 7?11, ["I"gm',t t"’n—i‘h:y;
(7‘6) I.ch':AIctmn y!n 2 m'l = Cl" Ky;

k k
(77) ?’km = m+€_m v, =%

Wystepujace w (7.6) wyrazenia na skladowe tensorow sztywnosci sprezystej wyra-
Zaja si¢ nastepujgcymi wzorami [3]:

EA, 12E1, )
me_ he /T ] rAd A ItA fZ;A
e D) s ),
(7.8) S

A
m_ . no£n
= 7
A

Rozpatrzmy nastepnie zagadnienie plytowe. Aby opisaé takie zagadnienie w po-
staci roznicowej skorzystajmy z réwnan (3.3), (3.4) 1 (3.5). Dla plytowego zagadnie-
nia réwnania réwnowagi réwnania konstytutywne oraz zwigzki geometryczne
przyjmuja postac

(1.9) As T4 f=2, Ay MAFe, Py T4 m=y;
(7.10) TA:AA{D y@‘l’BEi‘D TC[.I, s MkA=F.,ﬁq§ Klq§+B;§iA yq;;
(7.11) ya=Agute, 0,  wF=d,0%
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gdzie
— ;3 A AD . fAD - —
u=u-, T TS 3 A A33’ f=f3’ Z7=Z5.

Wystepujace w (7.10) wyrazenia A%, B{”, FA® maja nastgpujaca postac:

f r

AB — . 4 540 B;m* = 'If 31
(7.12) ol g
' Cy 4151’
Féi;ﬁ 64@ 1— fA A+ rtA tA

W celu przedstawienia réwnan opisujacych zagadnienie plytowe w ujeciu toznicz-
kowych wystarczy rowniez skorzystac z rownan podanych w poprzednim punkcie.
Réwnania réwnowagi, rownania konstytutywne oraz zwiazki geometryczne dla
rozpatrywanego zagadnienia beda mialy postad

(713) f]:lm+b:2, mk’llmlﬂskr_l tHhe=y.
{7.19) e gmny e 0 it
(715) Y=, w~ By O, Kkmzl‘vf‘m .

gdzie wyraZzenia na skladowe tensordw sztywnosci sprezyste] majg postaé

12ET,
4

C mn . 1 f—m lﬂ ( C I A+ I; A .'t/i)
= Ata k
ZA 2 fa

Otrzymane w tej pracy rownania rozniczkowe siatek pr¢towyceh sg identyczne z rdw-
naniami wyprowadzonymi w pracy [3].

AIHTI — t'ﬁ! t

(7.16)

Zastosowanie réwnan rézniczkowych wyprowadzonych w tej pracy mozna zna-
lez¢ w pracy [3]. W drugiej czesci niniejszej pracy zostana podane niektére zastoso-
wania wyprowadzonych rownan réznicowych oraz zostana podane obliczenia
pordéwnawceze dla réZnicowego i réZniczkowego modelu siatek pretowych.
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PesmoMme
O JIMHEHHBIX 3AJATAX ,II;I/ICKPETHOfI TEOPHAH VIIPVIOCTH. 1

B pafore maercsa ofmas CHCTEMA YPABHCHHH H KPAeBeIX YCHOBHH HUCKpeTHOH Teopwu ynpy-
TOCTH, A7# OOHCAHHA COBMECTHO ICHCTBYIOINWX NUHAMMYECKHX CHCTEM, COCTOHI(MX M3 MECTKHX
Ted, HOASEPTA0NIEXCA TOAbKG HeGonabIinM UepeIBIRCHIIM ¥ 000poTamM o OTHOIICHHIO K BR-
AeNEHHOW Kodduryparmuy orHecenmst, Takwe MOBSIH MOTYT OBITE MONENSMH IHHAMMYCCKAX
CTEPKHEBHX KOHCTPYKIHA ¢ MECTKEMH Y3TaMHE, Buarofaps ofCyLeHUIo 3TEX CHCTEM, B DaMKax
JIVICKPETHOM TEOPIY YHPYTOCTH, MOXEM HOJYYHTh DRCYSTHEIC ANTOPETMEL JIIA PAsHBIX 0coOBX
3a7ad, a TAloKe AACT BO3ZMOMKHOCTL JOBOJIEHO oGmieif HOPMYTEPOBKH 32739 TIO ONPEHEHeHNH
$OPMBT B ONTHMATH3ALE,

B nymxtax 1-3 jaeTtcs obmas cECTEMA VpaBHEeHMI W KpaeBBIX YCIOBMH HUCKPETHOH Teopud
VHPYIOCTH, 2 TAKKS BHIBOLSTCH OOIIHE PasHOCTHLIE M AuddepernanbHble PABESHMA MHGUHITH-
3CMANBHOM TECOPHY IUIH CHCTEMEBI JECTKHX TeA. B NyHKTax 4-7 paccMaTPHBAIKCE IOCIENOBATEIBHO
NYHCHHO-YIPYTHE CECTEME] IPHIMATHYECKHX CTEPRHESH ¢ Maccolf MPHICKERHOH WCKIHMATEHBHO
B y3JaX, TpHRCAA OOINE BuA ypaBHeHWH ABWIKEHWS W ONPEHCILIONIMK YPABHEHMH IUIT TAKWX
CHCTEM, 3aTeM TIPHBOXNSITCSA PASHOCTHLIC ¥ TH({epeHIHATIBHEIC YPAaBHEHH AiA 30537, KaCATOLHIXCS
IIOCKOH 3aHaTH, KOTAA OHO MEHHTCA HE JBE HEe3aBHCHMEBIC 3aJaYH INACTHHOK, HaTpPYKeHHBIX
B TIOCKOCTH W NEPICHAMKYISPHO K IIOCKOCTH.

SUMMARY
ON LINEAR PROBLEMS IN DISCRETE THEORY OF ELASTICITY. I

"The paper presents the general system of equations and boundary conditions of the distrete
theory of elasticity describing the behaviour of interacting dynamic systems consisting of rigid
bodies subject to small rotations and displacements from a definite reference configuration. Such
systems may serve as dynamit models of rod structures with rigid nodes (joinfs). Consideration
of these systems within the framework of the discrete theory of clasticity yields the necessary
algorithms for the caloutation of various particular cases and allows for a rather general formulation
of the problems of optimum design of structures.

In Secs. 1-3 given is the general system of equations and boundary conditions of the discrete
theory of elasticity as also the general, differential and difference, equations for a system of rigid
bodies. In Secs. 4-7 considered are linear elastic systems of prismatic rods with the masses concentrat-
ed at the nodes, the general form of the equations of motion and the constituiive equations being
given. The difference and differential equations for the plane problem are given, the cases of a dis¢
(plane state of stress)} and of a plate being analyzed scparately.
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