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ZGINANIE PASMA I POLPASMA RUSZTOWEGO

BOGDAN HUSIAR ROMUALD § WITK A (POZNAN)

1. WsTEP

Spoéréd licznych publikacji po$wigconych rusztom o budowie régularnej wy-
mienimy tylko niektére, a w szczegdlnodei te prace, w ktérych zastosowano metodg
rownan réznicowych. Problemy zginania ruszedw plaskich o regularnej siatce prosto-
katnej byly omawiane w monografii F. BLEiCcBA i E. MELANA [2]. Obszerne oméwie-
nie statyki rusztdw znajduje sig réwniez w znanej monografii W. NOWACKIEGO
[9]. 8. L. Lee i M. Maxmno [7] rozwiazali ruszt o siatce prostokatnej podparty
w naroZach. Pewien typ konstrukeji rusztowej rozwazat D. L. Dran [3]. Zginanie
ruszto z wezlami sztywnymi omawial T. Wan [14]. W. GuTtkowskl i J. BAUER
w pracy [5] rozwigzali zagadnienie zginamia rusztu w ksztalcie siatki biegunowej.
E. Vitisek w pracy [13] podal rozwigzanie dla nieograniczonego rusztu'na_podpo-
rach sprezystych otrzymane przy zastosowanin podwdjnej dyskretnej transformacii
Fouriera. Problemy drgan rusztéw plaskich rozwazali T. WaH [15] oraz E. MACIAG
[8]. Niektére przypadki zginania i drgaf rusztow prostokatnych, zlozonych z belek
podpartych na koficach przegubowo, rozwiazat B. N. Kutuxow [6] przy zastoso-
waniu funkcji wlasnych preta prostego, traktowanego jako regularny uktad dyskret-
ny. Uogdlnienie metody rozwijania rozwigzan w szereg wedlug funkcji wilasnych
jest zawarte w nieopublikowanej jeszeze pracy [12], w ktorej wyprowadzono wzory
na wartodci i funkcje wiasne dyskretnego uktadu belkowego przy rozmaitych warun-
kach brzegowych, sporzadzono obszerne tablice wartosci 1 funkeji wiasnych i zde-
finiowano skoficzong, dyskretng transformacje wiasng. '

W niniejszej publikacji rozwazaé bedziemy ruszt o siatce regularnej, w ksztalcie
nieskoficzonego pasma z poprzecznicami podpartymi przegubowo (rys. 1). Uklad
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taki moze mieé zastosowanie jako przekrycie plytkich tuneli w systemie komunikacji

miejskich. Nastgpnie rozwiazemy zagadnienie zginania péipasma TusZtowego,
uwzgledniajac rézne warunki podparcia na brzegu x=0.

, Ugi¢eia 1 sity wewngtrzne bedziemy

Prs traktowaé jako funkcje dwdch zmiennych

ﬂ dyskretnych r, s; odpowiada numeracji

v 3 weztdéw wzdhuz osi x (F=—09, ..., -2, -1,

| 1 0,1,2,..., o), s wzdhuz osi y (s=0.1,

rs 2, ..., ). Przyimiemy, ze podiuznice oparte

s przegubowo na poprzecznicach (rys. 2).

Na ruszt dziataja sily skupione, prostopadfe

do plaszczyzny rusztu i zaczepione w we-

Prs rlach; sita P,  dziata na podiuznicg W weile

(r, 5), sila P,’,—mna poprzecznice, tak jak

to przedstawia rys. 2, przy czym '

Rys. 2

) P, AP =P,

>

To rozréznienie jest istotne dla okreélenia wzajemnych oddziatywan belek ruszin
w wezlach obciazonych.

Przyjmiemy, e rozstawy pOPrzecznic i podhuznic sa stale i wynosza adpowiednio
a, i a,. Podobne zaloZenie czynimy w odniesieniu do sztywnosci gietnych podiuznic
EJ, i poprzecznic EJ,. Rozwazaé bedziemy tylko mate ugiccia liniowo-sprezyste.

2. ROWNANIA ROZNICOWE RUSZTU

Ugiecia i sity wewngtrzne rusztu sa opisywane przez réwnania réznicowe czastko-
we. Réwnania te mozna wyprowadzi¢ w rézny sposob i zapisaé w roznej postaci
w zaleznosci od tego, jakie wielkosci przyjmiemy jako niewiadome. Wydaje sig,
e najdogodnie] jest przyjaé w tym celu ugiecia weztéw rusztn w, , i sity wzajemnego
oddziatywania belek krzyzujacych sig w wezdach X, .

Zanim napiszemy rownania rusztu, rozpatrzmy ‘zginanie pojedynczego preta
prostego, traktowanego jako ukiad dyskretny [12]. Na osi preta wyrézniamy punkty,
zwane dalej wezlami, ktére kolejno numerujemy: =1, 7 41, ... Rozstaw
weziéw niech bedzie staty i wynosi a. Na pret dziataja tylko sily skupione, prosto-
padle do jego osi i przylozone w wezltach. Przy tych zatozeniach mamy
2.1 A* M,=—PF,qa,
gdzie A% oznacza operator drugiej rdznicy centralnej, M, moment zginajacy pret
w wezle r oraz P, sile skupiona, przylozong w wezle r. :

Obliczmy kat obrotu przekroju weziowego ¢, najpierw jako odnoszacy sig do
odcinkar—1, #:

1 a
2.2 = (W —W -
( ) Pr a( r r—l) 6EJ(Mr—1 2Mr)9
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a nastepnie jako odnoszacy sig do odcinka r, r4+1:

1 a
2.27) ¢r=;(wr+1_wr)+@ (2M,+M, 1)
Odejmujac stronami (2.2) od (2.27) dostajemy
a2
(2.3 2w, = == (4 +6) M,

6ET
skad mozna obliczyé M,, jesli uwzgledni si¢ zwigzek (2.1):

4 M.= EJAZ —I—aP
e =gt

Jeéli na réwnanio (2.3) wykonamy operacjg 4% i wykorzystamy (2.1), to otrzymamy
réwnanie réznicowe ugigd wezldw:
a‘3
4y o= (A2

2.5 A% W, = e (A6 Py,
w ktérym A% jest operatorem czwartej roZnicy centralnej.

Wzory (2.2), (2.2} i (2.4) pozwalaja sformutowac warunki brzegowe przy kazdym
sposobie podparcia preta. ‘

Réwnania réZnicowe ugieé rusztu otrzymamy piszac réwnania ugigé (2.5) dla
podtuznic i poprzecznic z uwzglednieniem sik dziakajagcych na ich wezly (rys. 3)
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i biorae pod uwagg, Ze ugiccia podtuznicy i poprzecznicy w wezle r, s sa jednakowe.
W rezultacie otrzymuje sig uktad dwdch réwnaii réznicowych czastkowych w postaci
Af W, .s+}ux (Af+6) (Xr,s_P:, s):: 0!

(2.6) AEw,, oty (4346) (X, +PLD=0,

ad a

Fs=gpr T GEL

WskazZnik obnizony przy symbolu operatora réznicowego wskazuje te zmlennq
dyskretng, wzgledem ktdrej obliczana jest réZnica czastkowa.

Momenty zginajace w wezlach podhluznic M7 i w wezlach poprzecznic M7,
dane sa za POMOCE WZOrOw

a.f 1
M:CS:,_ 6 (.l A wl A+er Pr 5)3 '
2.1 ‘ ‘
a}‘ ( 1 2 i
Mr}:s: _'E \;AS }VT-S_X“S_PI',S .
R : ¥ i .

3. METODA TRANSFORMACII DYSKREINYCH

Rozwigzanie otrzymamy' przy zastosowaniu .tr_ansforma,cji_ dyskretnych. Skon-
czong dyskretna transformacje wlasng okre§la wzdr [12]

(3.1) Ye= Zﬁk Wr,k:
k=1

przy czym transformata j, dana jest wzorem

(3.2) Fe= X » W
r={

Symbol W, , oznacza k-ta funkcje wiasng (unormowana), ktdrg nalezy dobraé
stosownie do danych warunkéw brzegowych, n-+1 — liczbe wezidw ukladu, @ jest
stopniem swobody dynamicznegj ukladu (ogdlna liczba weztdw minus liczba wezlow

unieruchomionych).
Mozna udowodnié [12], 7e réwnanie réZnicowe typu
(3.3) A* y - (A2 +6) (e1 yprbea f3=0, r=0,1,2,..,n
transformuje si¢ do postaci
3.9 QA1) Tt ea fi=0,

w ktdrej 4, sa wartosciami wlasnymi réwnania
A* y,—24 (4*+6) »,=0

przy okre$lonych, jednorodnych warunkach brzegowych.
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W przypadku warunkéw brzegowych yo=y,=0, y_i+yi=y_1+¥ui=0

mamy .
. : k?’f 2
5 rm 1— 0037
(35) Wr,k: F”TSIH_;?’_, Ak=m’*k7’
2+-cos n

przy czym o=n—11 we wzorze (3.2) mozna sumowac od r=1 do r=n-—1. Wzory
na wartogci i funkcje wlasne dla innych warunkéw brzegowych zostaly wyprowadzo--
ne w pracy [12]° .

Dyskretne przeksztalcenie Fouriera definiuje sie nastepujgco:

= 1 o
(3.6) pe= 3 vem nmo [5@eaa.

Zaklada sie, ze funkcja y, jest bezwzglednie sumowalna w przedziale (—oc, 00),.

oy
co oznacza, e szereg D [y,| jest zbiezny.

Dyskretne przeksztalcenie Fouriera zostalo wprowadzone przez 1. BaBUSKE:
[1]. Zastosowania praktyczne rozwinagt W. Nowackr {10]. W teorii réwnan rézni-
cowych szczegdlne znaczenie majg twierdzenia o transformatach drugiej i czwartefy
réznicy:

Dy [4? 3,1=—2 (1 —cos a} J («),
Dy [4* 3,]=4 (1— 008 )? § (). .

(3.7)

4, ZGINANIE PASMA RUSZTOWEGO

Rozwazaé bedziemy pasmo rusziowe nieograniczone w obu kierunkach i opisane-
szczegdlowo w p. 1. Poszukiwaé bedziemy rozwiazania uktadu réwnan réznicowych.
(2.6) speliajacego nastgpujace warunki brzegowe:

@ W, 0=0, M),=0 czyli. w, _,+w, =0,

H”r,nsos M:»,, p;:o CZyli Wr, llfl_i—wr, rr+l:0-

Przyjmujemy, Ze rozklad sit dziatajacych na ruszt jest tego rodzaju, i7 gwarantuje.

zbieznosé szeregu > |w, | dla kazego s. Stad wynika, Ze lim w, ,=0. W toku.
r=—caw r—>ton

dalszych rozwazan klasa funkcji .opisujacych rozklad obciazen zostanie rozsze--
1ZONA. :

Warunkom brzegowym (4.1) odpowiada transformacja wlasna- okreélona wzo--
rami (3.1), (3.2) i (3.5). Na ukladzic rownan (2.6) wykonnjemy wiec skonczons,
dyskretna transformacje wlasng wzglgdem zmienne] s oraz dyskretna transformacjg-
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Fouriera wzgledem zmiennej r. Przetransformowane réwnania (2.6) przyjmujg
postac
2¢ (@) Wy ()t px ch ()= pty Pk’ (e),

2 Wy (c‘)_.uy A"f’k ()= gy P‘k' ' (o),

przy czym 4, okreflone jest wzorem (3.5), oraz

4.2)

_(1--cos )
¢ ()= 2-4cos w
{4.3) ;
esT
Py (&); B’ (o)} = ‘;/ Z 2 [P Py} e sin—.
Rozwiazujac uklad réwnaft (4.2) dostajemy
, (o) = Hx P i (@)
@.4) ) pAte (@)’
v (m)ﬁ,uxkﬁ,; ()—c(@) P (@ _ ph P (@) P, _ &
‘ e (@) phtc(® " s

Tatwo mozna stwierdzié, ze pl,+c(2)>0.
Przy przeksztatcenin wzoru (4.4), wykorzystano zwigzek (1.1). Biorac pod uwage,
#e transformacje odwrotna okresla wzér

(4 5) {Wr 'Y X,- s} S l/ 2 SIDE{E {wk (m) )? (G’)} o—ire do,

otrzymujemy

l/ ol ksm f’k(m)e“i”d
i [ade@®
— p—1

¥ . ksm nﬁk(oc)e“““d
o Z S = " fﬂ)xk—l—C(OC) oL —

1 2 N | ksm -
—— 3/ = E sm# fP () e 7% de.
T ]
k=1

Dla przykladu przyjmijmy, ze na pasmo rusztowe dziala tylko jedna sita skupio-
na P w wezle (p, ¢), to znaczy
(47) rszP‘Srpés q:

gdzie &, , oznacza delie Kroneckera, kiéra w uktadach dyskretnych odgrywa taka
sama role, jak funkcja Diraca w ukladach ciaglych. Transformata funkcji (4.7)
obliczena wzorem (4.3), ma postac

k
(4.8) - _ P (o)= P]/“— e'v* s1n—cg

{4.6)
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Uwzgledniajac (4.8) w (4.6) otrzymujemy nastgpujgce wzory na ugiecia i wzajemne
oddziatywania belek w wezlach pasma rusziowego:

T

Pu, 1  kgn ksm f cos o (p—r)

Wy, s ™= - Sln—n'“SIn7 mda,
k=1 0
@9 2pp 2t i ksm [ cosa(p—r)
2uR L kan ke feosa(en)
X, .= - /1,;813? T sin— f e (@) de—P'" 8, , 6 .
k=1 i

Momenty zginajace w weztach rusztu obliczamy za pomoca wzorow (2.7):

n—1 ki3

Pa, kgr ks [ 1—cos atc(a
MT = Zsin—;]—sinﬁfﬁ_—(——)cos al(p—r)de,

3nrn ; n Migte (o)
=1
(4.10) s .
, Papu - krn kqm  ksm fcosa(p—r)
M,.,s—* I 2 (1-—_COS " +/1k) s n s " f mdfx.
k=1

Catki wchodzgee w sklad rozwigzati (4.9) i (4.10) mozna tatwo obliczy¢ metodani
numeryczaymi.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy tylko jedna z belek poprzecznych jest obcigzo-
na sitami réwnymi, dziatajacymi w kolejnych wezlach. Przyjmijmy wiec, Ze

4.1 P, =P8, ,.
Uwzgledniajac, ze [11]
kn o
=1y ctgé;, jesli  k=1,3,..,
“.12) Z sin——— =
P 7o, jesi  k=2,4, ..,

otrzymujemy nastgpujaca postaé transformaty funkcji (4.11):

2 e e k 3
P P ctgzn , k=1,3,..,
0,

(4.13) B, ()=
: k=24, ..
i rozwigzania dane sg wzorami
Pu, 25 ksm km [fcosa(p-r) J
= —_— t — —
Vs ™ m Z S Cg2nf fyte (o) %
k=1,3,.. 0
(414) k=n—1 %"
¥ 2Pu '~ s ksmw k= cosoc(pwr)d o
- —cte — R _p ]
“F onm Z xS Canof Hlit-c (o) * P
k=1, 3,...

Wezmy nastgpnie pod uwagg obcigzenie

. ST
P, s=Pd, psin—-.

Rozprawy InzZynierskie — 3
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W tym przypadkn

L
Pk (0{) P ~ eipo: 51 k

oraz
Pu,  sm pcosa(p—r)
Wros =9 S 6[ pA e (e)
4.15) i
Pu sm pcosa(p—r) . sE
= A i ————da—P" G, p S0
X. s - Ay sin — fﬂll—i—c(o&) (4 p 58 "

71
¢

W koficu niech bedzie dane obcigZenie

{4.16) P, ,=Psd, ,.
Transformate funkcji (4.16)
~ 5 ks . ksm
Po(=PY/ ¢ Z s sim—
) s=1

obliczymy wykorzystujac wzor z [11] (s. 45). W rezultacie otrzymuje si¢

I n i K+ 1 kn
a— —ptoe R
Pk(m)tPl/z e (=14 etg -

i nastgpnie

P;z‘ 1 kn  ksm ~cosa(p-—r)
k+1 — JEEEEE—— d
E (-1 ctg sm . f e @) oL,

(4.17)

3 k ksm ~cosa(p—r
g Snf 22 )dcwa”sér,p.

. k41 _ S S
Z( 1+t A, ctg o sin hte®

Powrdémy jeszeze do wzoru (4.9);. Przyjmujac w nim P=1, otrzymamy funkcig
Greena dla réwnan (2.6): '
e o ] kqr  ksm f cos a{p—F)

(4“18) G;-,S; p,q=% - SIHTSIH o ,ul,;l—c (0(.)
k=

Ugiecia pasma rusztowego przy dowolnym obciazeniu mozna obliczy¢ za pomoca

WZOoTu
Z ,- r,8; 0, q
=1

Przyjmijmy w szczegdlnosci, Ze WSzystkie wezly pasma rusziowego obciaZone
sa rownymi sitami P:

(4.19)

Ms

1
i

P oo

P, ;=P=const.
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We wzorze (4.19) pojawi si@ w takim przypadkun szereg

1 a
Zcosoc(p r)= 2cosar(2+g cosocp), wel—m, 7]

p=—00
rozbiezny w zwyklym sensie, lecz zbiezny w sensie dystrybucyjnym. Uogdlniong
sume mozna obliczy¢ badZz metodg Poissona-Abela, badZ metoda Cesary [4]:

1 [ral
(4.20) - -+ p;‘ cos ap=nd (a),

gdzie J («) oznacza funkcjg Diraca.
Uwzgledniajac powyzsze wywody oraz wzor (4.13), dostajemy na koniec

kn—1 .
Pa; oy 1 krn  ksm

4.21) W, 5= E;EII_ 1 ctg—~— sm——

k=1, 3,
Taki sam wzdr otrzymuje si¢ dla ugiqé belki swobodnie podpartej, traktowanej
jako uklad dyskretny i obciazonej w wezlach s=1, 2, ..., n—1 jednakowymi sitami P.
Nastepnie niech beda obeigzone réwnomiernie wszystkie wezly lezace na prawo
od osi y i na niej: P, r=0,1,2, .. 00
Pl' S:
0, r=—1,-2,.., —oo.

Obliczajac ugiecia cokreslone wzorem (4.19) dostajemy szereg

fre]

2 cos a ( p—r}=cos ar. Z cos o p--sin ar Z sin op.

p=0 p==0 o p=0

Bierzemy pod uwage, Ze Z' cos. o p=nd (m)+-2— [por.' wzor (4.20)] oraz [4]

p=0
@ 0, a=0,
(4.22) 2 sinap=1 1«
p=1 5 ctess —na<0, O<a<m,

(zbieznos¢ dystrybucyjnal). W rezultacie otrzymuje sie

@23 Pu, Irf%— 1 kn PR ) 708 & r—{—ctg? sin o r .
. W s = ctg—sin— | ——- o
o _2* T [P thte ()

W podobny sposdb obliczymy kolejno:

kel 1 = o8 ar- ct’gﬁ sin ar

kn ksm 7 7 2

4.24) X, T - i T da |+
(4.24) - Z kCtganIH n | s : Mhte (o) *

k=1, 3,...

0, r=-1,-2,..., s=0, S=H,

-P', r=0,12,., s=1,2,..,8n—1,
.
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. _ Pa, ot . kn  ksm f1—cos ate(w)
ne Gn k_iz; e on S f e () *
. o
(4.25) X(cos ar--ctg 5 sin ocr) da,
, _Pau 7 kn kn  ksm| =m
M! = o 2 1—c0s—n—+),k ctg 5 sin =~ EJr
k=1,3

24
= COS§ ar +cig E— sin o

e )

5. POLPASMO PODPARTE PRZEGUBOWO NA BRZEGU x=0

Przyjmijmy na razie, ze polpasmo przedstawione na rys. 4a jest obciazone tylko
jedng silq skupiona P=P'+ P dzialajaca w wezile (p, q). Poszukujemy rozwigzan
réwnan (2.6) spelniajacych warunki brzegowe (4.1) oraz warunki na brzegu x=0,
okreslone rownaniami

(5‘1) WD,S:O, W_I,S—I—WLS:O.

///////%p////////////%p///r{/////L
A A TV A A LA A A A

§ — e : X

r
Rys. 4

Rozwigzanie dla pélpasma mozna otrzymac wykorzystujac znane juz rozwiaza-
nie (4.6) dla pasma nieograniczonego. W tym celu pasmo nalezy odpowiednio
obcigzyé, postgpujac analogicznie do metody stosowanej przy obliczaniu pélpasma
plytowego [16]. W rozwazanym zadaniu pasmo rusztowe obcigzamy antysymetrycz-
nie dwiema sifami, zgodnie z rys. 4b. Mamy wigc

(5'2) Pr, s=P5s, q (5:-, - 5,‘ —p)-
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Latwo obliczamy transformate funkeji (5.2):

~ 2 kgn
(5.3) P ()=2iP - gin e sin ap.

Po podstawieniv (5.3) do (4.6) otrzymujemy nastgpujace rozwigzanie dla r=
=0,1,2,..,00; 5=0,1, ...,n

2P, "Z: . kqm ks ff sin op sin ar

W= sin o sin — " e ()
k=1
(5.4) n—1
4Py kqn ksnt p sin ep sin ar y
‘thzg ﬂksln"“}'z*mﬂ " f—m o—P'" 8, , 8, 4
k=1

Momenty zginajace obliczamy za pomocg WZOrow

n—1

e 2Pa, kqr  ksm ~1—cosate(a) . J
NS R L sin - sin — n J e (a) sin ap sin o det,
k=1
(5.5) ~ _
2Pa, pi ( kr ) _ kqm _ ksm sin ap sin ar
M I 2;1 I—cos +Ak sin sin —— n f mdﬁ)‘
k=

Jesli na potpasmo rusztowe dziataja sity roztozone dowolnie, to ugigeia obliczymy
Za pomoca WZorl

o n—1
(5.6) W= Y Z Grysi oo Pras
! Tp=1 a=
w ktérym funkcja Greena ma postac
24, L  ksm sin ap sin ar
(3.7 Gr-,s;p,q_gz SlnTSIH " Oj. mdoc
k=1

Szczegdnie intereéuj'accy bedzie przypadek rownomiernego obciaZenia wszystkich
weztéw  pasma rusztowego: P, ;=FP=const. W rozwigzanin pojawi si¢ szereg

O sin ap rozbiezny w zwyklym sensie, lecz zbiezny w sensie dystrybucyjnym. Jego
=1

suma uogdlniona jest dystrybucia (4.22).
Uwzgledmiajac (4.12) 1 (4.22) w (5.6) otrzymujemy funkcje ugie¢ pdipasma
rusztowego obciazonego réwnomiernie W poszczegdlnych weztach:

&

fesn—1 zCtg o sin o

sg _P,ux . kx  ksm
(5-8) Vs ™ an Z o0 sia- - n {_f e ()

k=1,3,..
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Wzajemne oddzialywania belek w wezlach sa rowne

o4
- ¥ _2Pp ké"—la km = ksm "Ctg?m-n‘wd A8 S S
( . ) r, £ i ) Z kCtg on sin P J ,ulk—i—c(oc) o—P ( Y, 0V0, s n,s)-
=1, 3 .

Dla momentow zgmajqcych otrzymuje si¢ nastgpujgce wzory:

Pa, Ij’jl kr  ksm f 1 —cos e-+c (&) o

MF = — - 5
s 3 ctg 2 gin — ~ inte (@) ctg 5 sin o dat,
(5.10) hEe ° | o
Pa,pu ot kn  ksm [ ey sip ar
M"},S:"—L 2 (l-ﬁ‘.COS +;\4)Ctg —_IW-—
s 3 ¢ 2?2 (
n k=1,3,... [t 'U)k+c (m)

6. POLPASMO UTWIERDZONE NA BRZEGU x=0

6.1. Ogélne omdwienie zadania

RozwigZzemy najpierw zadanie przedstawxone na rys. 5a: polpasmo rusztowe
jest podparte przegubowo na brzegach y=0 i y=rna,, na brzegu x=0 podiuznice

a y

§¢//|P/////

Vs LS

gé/ P /‘P@/ L LS
m%%'—‘“"

1 G i _ X

T

b A i s St il s
////P//////P// a4
VAV A A A A */////

S L L /”'V/‘W////m////
7z Wﬂ /W _ ;7——?"
C

VA A A AV /V///////
o oy VA M Y A T AT
ST T T T T T
Gttt

Lottt
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sa utwierdzone; obciaZenie polpasma stanowi sita skupiona P przylozona w wezle
(p, g). Poszukujemy rozwiazania réwnat (2.6), spelniajacego warunki brzegowe
(4.1), oraz nastepujgce warunki na brzegu x=0: -

(6.1) Wo, =0, @5 =0

Réwniez w tym przypadku mozliwe jest wykorzystanie rozwigzan (4.6) doty-
czgcych pasma nieskoficzonego. W tym celu rozwigzanie zlozymy z dwoch czedci:

6.2) W, =W W)

Rozwigzanie wf_ls) odnosi sig do pasma obcigzonego symetrycznie wzgledem ost
sitami P dzialajacymi w wezlach (p, ¢) i (—p, q) (rys. 5b). Rozwigzanie to spelnia wa-
runek ¢3('=0, jednakze nie spetnia warnnku wi=0. W celu speinienia warunku
(6.1), budujemy rozwigzanie w'?) dla pasma obciazonego w wezlach (0,s) sitami R,
(rys. 5¢). W tym przypadku mamy znowu wi? 0, ¢52'=0. Suma obydwu rozwia-
zan spelnia natychmiast warunck brzegowy (4.1);. Sily R, dobierzemy w ten spo-
s6b, zeby zostat spelniony réwniez warunek brzegowy (4.1);. Przyjmiemy R, =0,
R.=R,. Sily R, beda reakcjami podpér (0,s) w ukladzie wyjsciowym (rys. 5a).

6.2. Rozwigzanie ') (rys. 5b)
Przyjmuige obcigZenie pasma w postaci
Py =P ¢ (Or, p+0r, —p),

dostajemy-

5 kgm
6.3) Fe@=2P |/ = sin— cosap
i nastepnie :

T

2Pu, 3 . kgqm _ ksm p COS 4p cOs o
W)= Esstme————d

s o"!
- e no HAtc (o)
4Py N kgrn  ksm cos ap cos ar
X(l) —_. . A, sin — sin — . r _ptt
i Z xSIn— = sin — ; e (@) da—P" 8, , 8,5,
6.4) - =
¢ e 2Pa, 3 _ kgr | ksm pl—cosatec(w) J
ne T3, kzl sin — — sin— f it () ©os ap cos ar do,
2Pa, it ,1___‘1' kn kqm  ksm [ cos apcos ar
MXD="2"" Z 1—cos— 4, } sin —— sin — f —d,
" 3nm. n n R pAtc (@)

r=0,1,2,..,00; 5=012, .. n
6.3. Rozwiqzanie w?) (rys. 5¢)

T

Na pasmo rusztowe dziala obcigzenie

P =R, 60.r-
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Transformata
ksm
(6.5) B ()= l/ Z Rysin— =Ry,

jak widaé, jest niezaleZzna od parametru x.
Uwzgledniajac (6.5) w (4.6) dostajemy

— #—1

@ ksw ~  cosar i,
W= ZRk sin —— - fylk—l—c(m)

=1

l/ ks ksm oS ar da,
24 Ry e sin == f,ulk—i—c(a)

k=

(6.6)

— "—1

— ]/ P ksw ~ 1—cos atc(e) p
rs " 6n HZ "S‘“nof ,u}LkJ[-c(m) €08 ar &%,

g n—1 JesT COS oF
’:(2) L ]/ 2 R, (1 COS;M!—;L") sin =~ n J phte (o) it

6.4. Obliczenie tmnsformaty R,

Widoczne jest, e zagadnienie poipasma utwierdzonego na brzegu x=0 bedzie
rozwiazane, jesli znana bedzie transformata R,. Transformate R, obliczymy wyko-
rzystujac warunck (6.1);:

ksw

kqn COS op 5
D 4w = é ~ _ i ——
wh @ [2}' ]/ sin —— . Tt (@) da-1-Ry, bk] sin — 0.

Powyzsze réwnanic bedzie spetnione dla kazdego s, jesh wyraZenic w nawiasach
pod znakiem sumy bedzie réwne zeru. Stad dostajemy

- 2P 2 kqr ~ cosap
7 =—___q/ =g —
6.7 R, b, sin—— f#}“k e ot

We wzorze (6.7) wprowadzono oznaczenie:

~ do
b= —/— .
, (-f HAtc ()

6.5. Obcigzenie silami rozlozonymi réwnomiernie w poszczegolnych wezlach

Przyjmujemy P, ,=P=const. Transformatg (6.7) obliczamy w tym przypadku
przez uwzglqdnleme wazystkich wplywow obcigZen poszczegdlnych weztdw:
n—1

P ‘/ - kan cosap_
- ZESIH n fﬂlk+c(a)
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Biorac pod uwagg, 7e !
T Ti(s (0’. - 7

Cos ap o= 1 /= b
2 [-,uﬂk—l—c(oc) f,u&,ﬁrc(m) 275 (;)1;_ ")

oraz (4.12), otrzymujemy

]/7 kn( 7 1) ;
(6.8) =t P wee g s ) L

Wynik (6.8) uwzgledniamy w (6.6). W podobny sposéb przeksztalcamy wzory
(6.4), w ktorych uwzgledniamy, Ze

COS op COS ar 7 1 ~ cosar J
Z f phke(@ ok 2 ) whre@®

Dodajac rozwigzania w(') i w() otrzymujemy ostatecznie dla r=0,1,2, ...

» 093
s=0,1,2,...,n
Py, U1 kn  ksm . 1~ cos arde
_— t R —_— —
Prs T, 24 )’ch £, ¥ f,u)bk+c (oa))
) k=1, 3,...
¥ 2 & kr ksm 1 7 cosow p
S g— {g — —_— —_—— —
[ n . clg M sin " ( bk ,ulk-}—c(oc) OC)
k=1,3,.. Q
(69) —pP" (]-_(sr,ﬂ 50,5 6}!,5)."
. Pay | . kn  ksm F1—cos atc (o) p
M =— Snn 2 7 b gy sm - f e (@) cos ar da,
k=1, 3,... 0
e Pa, "1 . kn —Hi . krn  ksm . 1 [~ cosarde
ns” 3 Z Ak( 008 4 R P ( bk!ylk+c(a))‘
k=1, 3, ..

7. POLPASMO Z BRZHGIEM x—0 SWOBODNYM

W tym przypadku nalezy spetni¢ na brzegu x=0 warunki (rys. 6a)
7.1 Mg =0, MZ, ,=0.

Mozliwe jest uzyskanie rozwigzania przez superpozycje trzech roznych rozwigzan
odnoszacych si¢ do pasma rusziowego

0
(1.2) Wy, 5= Wi r-wi w2,

Rozwigzanie w“’) dotyczy pasma rusztowego obcigZonego tak samo, jak obcig~
zone jest rozwazane pdlpasmo (rys. 6b). Rozwigzanie w(” budujemy dla pasma
obcigzonego w weztach (—ry, s) sitami R (rys. 6¢), a rozwiazanie w?) odnosi sig



192 BOGDAN HUSIAR | ROMUALD SWITKA

do pasma obciazonego w weztach (—r,, 5) sitami R (rys. 6d), przy czym musi byé
zachowany warunek —r,<—r;<0.

Rys. 6

Rozklady sit R{Y i R dobieramy w ten sposcb, zeby spetnié warunki (7.1):
a3 M+ M5+ M3 D=0,
MED A MEPAMD, =0,

Jezeli przyjmiemy, ze rozwazane pSipasmo jest obcigzone tylko jedng sila sku-
piona przyloZzona do wezta (p, ¢), to rozwigzanie wﬁf’g okreslone jest wzorami (4.9)
i (4.10).
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Rozwigzanie w‘l) dotyczy pasma, dla ktérego obcigZenie wyraza si¢ funkcja
Pr, szRgl) 5",

—r

Biorac pod vwage postaé transformaty

— n—1
ksn
St} —iruz B (1)
P ()= RS R }/ P E RWgin

dostajemy
n-—1

He ksi ~ cose(r4r
wit) = Z RYsin— (), — ",
S my2n o e (@)

~ ' kst~ coso(r+ry)
(1) = 75(1)
l/ E R}V Ay sin — ;f e (@) da,

(7.4 R 1 X ' el
a, 2 ST —CO§ ¢--C(&
(= *q/ = 75(1) .
M < 1/ R sin a ) Ttc (@) cos o (p-rq) do,
k=1
— fi—-1 T
kst cosa(rtry)
W - 73(1) - U el
MY E K (1 cos +Ak) sin —— " J i@ do,

r=0,1,2,..,00; s=0,1,2,..,n

Rozwigzanic w'?) bedzie analogiczne do (7.4). Nalezy tylko na miejsce R wstawié
R i napisaé r, zamiast r,.
Warunki (7.3) prowadza do ukladu rownan

d0 RO\ ® R4t p —2—— sin %ﬂf =0,
(7.5 -
~ ~ 2 kgw
A2V RO g2 gy g0 p ]/;— sin — =,
w ktdrym n
Y 1—cos at+c(x)
d;(cll)= f WCOS o Fy do,
*1—cos atc(w)
d£12)= f W COS &L Fy doc,
7.6

1 . d(21>~f1 cos o--¢ (o}

e lc (@) cos a{r; — 1) da,

1—cos a-tcla
di = f @ cos a(ry— 1} do,

.uj'i't—g_ c (0()
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(7.6) "
fe.d.] d(m):f 1 —cos a+c(a) cos op di
k ]
HAyte (@)

ki

[—cos a+telx)
(20 _ -
dy [f ke () cos w{p+1) de.

Najbardziej wygodnie jest przyjac ri=1, rp=2,
Niech na pétpasmo dziataja sily roziozone réwnomiernie: P,  =P=const,
r=0,1,2,..,00; s=1,2,...,n2—1. W tym przypadku otrzymuje sig

"

P 4, . kn 1—cos a+e (o)
V2n Dy “E 2 of Hlytc (o)
0: k=2, 4, TR

‘ (cos 2atcos ) dee, k=1,3, ...,
a7 Ro=

oraz

®

P d, kr f1—cosate(w)
—_— — g — B
[772n D, % f phte (@)

0

0, k=24, ...

(I+cos )y de, k=1,3,..,
(7.8) R

We wzorach (7.7) i (7.8) wprowadzono oznaczenia;

T

l—cos a+c(w)
e [l oo

Wty
" 1—cos a+c(a) 2 71 -cos et (o)
D= (Of Wete(m O “dm) ~h f e (w082 da

Rozwigzanie w”) okreslone jest wzorami (4.23-4.25). Dodajac poszezegdlne
rozwigzania otrzymujemy nastepujacy wzdér na ugigcia pofpasma:

o
k<n—1 = COS ar+ctg——sin ar

. _ Py, kn Fsnf @ i 2 d
09 X et [

k=1,3,.. : 0
d, ~1—cosatc(e) Y cos a(rt1)
_b—kof —W (o—t)—— (cos 2a+cos «) dcr.of PR do--

n

(1+cos o) dec f
0

k4

d, r1—cosatec(a)
Dy f phte (o)

0

cos o (r+2)
*da],

ﬂ/lk‘}“C(OC)
r=0,1,2,...,00, s=0,1,2,..,n

Proste rachunki sprawdzajace wskazuja, Ze otrzymane rozwigzanie speinia dane
warunki brzegowe,
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8. PRZYKEADY LICZBOWE

8.1. Pasmo rusztowe obcigione sitq skupiong

Do obliczeni przyjeto nastepujace dane wyjsciowe: n=6 (5 podtuznic), a,=a,=a,
Jo=J,=J czyli p=1. Pasmo rusztowe obciaZone jest sila P w wezle (0, 3). Ugigcia,
sity wzajemnych oddziatywah belek w wezlach i momenty zginajace obliczamy za
pomoca wzoréw (4.9) i (4.10) przyjmujac P'' =0 i uwzgledniajac, ze dla n=>6 ig=3
sumowanie przebiega tylko po wskaZnikach k=1, 3, 5. Wystepujace we wzorach
catki obliczono metoda numeryczng stosujac wzér Simpsona. Przyjeto krok réwny
7/72, co zapewnito dostateczna dokladnosé wynikéw. Obliczone wartodci ugieé,
sit wzajemnych oddziatywan belek w weztach i momentéw zginajacych zestawiono
w tablicy 1. Na rysunku 7 przedstawiono siatke ugie¢ pasma rusztowego (ze wzgledu
na symetri¢ wzgledem obu osi ukladu wspélrzednych ograniczono sig tylko do

A
1 -1 -8 -5 4

05244 )

07488
K

58538

' L@ 8y a a8 a
/% - - 5 1 g ] -1; f i r
¢ / 1

O:
3005
-
Lt
__§

-8,0053
@
i
%)
1
=
3

00543
03018

Rys. 8
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[ ¢ SV + M | a
q i |
—40 -2

Wrrsrsrass/ii

1010

n 0
?UJ)’ A 630
CDlQl‘\D’CJtnm‘irc;, =0
;% IR =0 I U 7o ST (R~ S .Y
%gaaagmgg,_'E I
Flos FF s = S S = e 5 s
&
f=)
[2e]
&
m
<3
Rys. 9

Rys. 10

jednej éwiartki pasma). Wykresy momentdw zginajacych dane sg na rys, 8 i 9, na-
tomiasi na rys. 10 przedstawicno rozkiad sit wzajemnych oddzialywan belek

w weztach rusztu. J

8.2, Pélpasmo rusziowe, podparte przegubowo na brzegu x=10, obcigZone réwno-
miernie silami skupionymi, dzialajgcymi w wezlach

Przyjeto tak jak w poprzednim przykladzie n=6, a,=a,=a, L=1,=1 Caltke
wystgpujacg we wzorze (5.8) obliczono nastgpujaco. Przedziat catkowania podzielo-
no na dwa podprzedzialy: (0, £) i (e, m). W przedziale (0, &) funkcje trygonometryczne
zastapiono pierwszymi wyrazami rozwinigé w szeregi (w iloczynach odrzucono
potegi wyzsze niz 4) i obliczono catkg przez kwadratury, W przedziale (g, =) calkg
obliczono metoda Simpsona. Przyigto s=7/180.
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Tablica 2
El
ﬁ Wy, 5
r=1 r=2 r=3 r=4 r=oo
§=1, g==3 2,8836 5,3021 - 17,0103 8,0659 8,3333
§=2, s=4 4,9946 9,1835 12,1423 13,9706 14,3333
§==3 5,7672 10,6042 14,0207 16,1318 16,5000

Obliczono ugi¢eia poprzecznic dla r=1, 2, 3, 4 oraz dla #= oo, Poprzecznica r=oco
Jest zginana jak betka wolnopodparta. Wyniki obliczed zestawiono w tablicy 2.
Wykresy ugie¢ poprzecznic dane sa na rys. 11.

A

50

100

150

r=e=

200 |-

Hle,

| e
Rys. 11
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Pesrowme

U3ITHE POCIBEPKA B BUJAE ITOJIOCEL M ITOAYIIOIOCKHL

B pafore ofcyxpmaercs pocTBepk ¢ peryisipHOM CeTKOH mMeromuit fopMy GeckonewHoi
TOTOCK ¥ MOMYIONocH. Harub poCTREPKa ONMMCHBARTCA C TOMOMIBIO CHCTEMEL JEYX DA3ROCTHETX
YpasHeH¥H C YaCTHRIME DASHOCTSAMY, B KOTOPHIX B KAYECTRE HEHIBCCTHOH NOMBIMIOTCHA IEpCMe-
MeRAA Y3/IOE POCTBEPKA M CUIHL B3aEMOfelicrsus Galok pocTeepka 3 yamax. ITomydero peimenne
TIPEMEHSS XOHEIoe, JHCKpeTIoe coBCTReRNOE 1peofpasoBanue w AmCKpeTHOE NMpPeoGpaioEasme
Dypse. Tlomydactost pemrenne i GeckoHeTHOR HONOCH, MONEpeddsIe Gankwu, KOTOPHIX OHEPTHI
TAPHEPHO W Jins FIOAYHONOCH, IONepesnbil Kpa# KOTOPHH OuepT MapHEPHO, Samemicl W
CBODOIHEIH,

VEmATEBACTCH PA3HOTO POJS HATPY3KA pocrepia, B 3akOYeHAR Fapbl SECIOBHE TPHMEDH
BILMOCTPUPOBANHEE TUATDAMMAEMMN,

SUMMARY

BENDING OF GRIDWORK STRIPS AND SEMIL-STRIPS

In the paper considered is a regular grid having the form of a strip or a semi-strip. The problem
of bending of a grid is described by a system of two partial difference equations for two unknowns:
the deflections of the grid nodes and the interactions between the beams at the nodes. The sofution
is obtained by means of the finite, discrete eigentransformation and a diserete Fourier transformation.
The solutions are derived for an infinite strip with hinged transversal beams, and for a semi-sirip
with the transversal edge being hinged, built-in or free.

Various kinds of loadings are taken into consideration; the method applied is illustrated by
nnmerical exampies and graphs.
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