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NIESYMETRYCZNE ROZCIAGANIE TARCZY OSLABIONE] SZCZELINA

MAREK MATCZYNSKI (WARSZAWA)

WSTEP

Opierajac sig w duzej mierze na wynikach pracy [1] zajmiemy si¢ zagadnieniem
pokrewnym, polegajacym na rozcigganiu nieograniczonej plaszezyzny dwiema
sitami skupionymi, dziatajacymi wzdluz prostej prostopadlej do plaszczyzny szczeliny
o dlugoséci b— xg, przy czym o dziatania sit oddalona jest od lewego konca szezeliny
o odleglo$é x, (rys. 1). Przy takim obcigZeniu wspdl-

czynniki intensywnosci nieskoficzonej koncentracji na- Y4
prezen w obu koncach szczeliny nie sa sobie réwne. g
Zgodnie ze znang hipotezg kruchego zniszczenia materia- Yot

16w sprezystych, opracowans przez GRIFFITHA, po prze-
kroczeniu pewnej wartodci granmicznej okreflonej przez
sity spdjnodci w materiale szczelma rozpocznie rozprze- g
strzeniaé sie w kierunku wigksze] koncentracji naprezenia,
a wiec w naszym przypadku w kierunku ujemnym osi x.
Prawy koniec szezeliny (rys. !) pozostanie natomiast
_mieruchomy az do momentu, gdy wspolczynniki intensywnosci w obu koncach
szczeliny wyrownajg sig. '

W celu okreflenia tego momentu nalezy przeprowadzié szezegdiows analizg
zmiennodci wspofezynnikdéw intensywnodcli w obu koncach szezeling w procesie
przemieszezania sig lewego kofica szezeliny przy zalozZeniu, Ze jej prawy koniec
pozostaje nieruchomy. Tej analizie poswiccona jest ninigjsza praca.
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Rys. 1

1. ROZWIAZANIE OGOLNE

Rozwazaé bedziemy statyczne zagadnienie rozkiadu przemieszozen i napreZen
w mieograniczonym, jednorodnym ofrodku sprezystym z prostoliniowsa szczeling
L o skoficzonej dtugodci (rys. 2a). Zakladamy, 7e brzegi szczeliny wolne sg od napre-
Zen, sama za$§ szczelina znajduje sie¢ w polu dzialania dowolnyeh sit zaczepionych
w punktach nie lezgceych na jej brzegach, przy czym przyjmiemy oczywiscie, e
uktad obcigzen znajduje sie w rdwnowadrze. Nastgpnie zakladamy, ze szezelina L
znajduje si¢ w plaskim stanie odksztalcenia oraz 7e wektor przemieszczenia na brze-
gach szczeliny jest funkcja nieciaghy jedynie w kierunku normalnym do powierzchni
szezeliny.
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Wykorzystujac zasade superpozycji mozemy nasze zagadnienie, polegajace na
znalezienin rozktadu przemieszezen u i v oraz naprezefi oy, wokdl szezeliny sprowa-
dzi¢ do dwéch zagadnief, przy czym pierwsze z nich dotyczyé bedzie zagadnienia
rozkladu przemieszezed u i v Oraz naprezen g;; w ofrodku bez szezeliny (rys. 2b),

4] 4] Q
drugie za$ zagadnienie rozkladu przemieszezen u# 1 v oraz naprezen g;; w ofrodku
1 1 1

" e szezeling, na ktérej brzegach dane sa odpowiednic naprezenia.

‘J Y y
N / A /
G Si | . &ij (+)
X L b x X X ([’ b x
“I\ ~IN\
Rys, 2

W dalszym ciggu pracy zajmowac si¢ bedziemy tym ostatnim problemem, tzn.
Wwyznaczymy pole przemieszczetl # i v oraz naprezef o,;; wywolane przez sama szczeli-
ne (rys. 2c). vt oo

Zgodnie z naszym wezeSniejszym zalozeniem 7adamy, aby na odcinku L zacho-
dzily nastgpujace zaleznodei: ' ‘

[tlt}=0, [?].%0,

gdzie wprowadzono nastgpujace oznaczenie:

lel=g*()—g(x), przy czym gE(x)= lim g(x,)) dla  xel.

y—>+0
Dodatkowo zakiadaé bedziemy, ze skladowe stanu naprezenia oy, znikajg w nieskon~
. i
czonoéei i Ze wymuszajace pole sit o jest tego rodzaju, ze o{x, y)=0 dla |x|<co
i y=0. ° °
Tak postawione zagadnienie odpowiada warunkom zagadnienia rozpatrywanego

w pracy [1]. Wykorzystujac wobec tego przytoczone tam rozumowanie mozemy
przedstawi¢ wartodci graniczne skladowych stanu przemieszczenia # i » oraz skla-
1 1

dowych stanu napreZenia ¢;; za pomoca na razie nie znanych funkcji ,t;(x) (i=1,2)
w nastepujacej postaci: !

2
B 1 1 b 3 p(x) ] -
W= gy [(3#4;;) Lf pyin —dt Lf — &| da pi<es,
(1.1 | , . A
: I—2v o
: v T p(x),  jesi xel,
A i4,u(1—V){ 0, jeSli x¢L;
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1 p(®) (&)
= [(3 2) f ZH 1+ f P-—dcf (1+2v)b<x)]
dla  |x]<oc;

1.1) PN [ HG p_(é) ]
([C-d-] () 47.:(1—;;)! - f FAtbO)| dla lx]<oo,

. 1 (I—V)p(X)Jrvp’(X), jesli  xeL,
o5 ()=TF '

2(1-v) 0, jesli  x¢L,
gdzie
P (b) P (*q) . dp -
bx )_x b x—x° p(x)_?xm

oraz gdzie x oznacza staly Lamégo oraz v wspolezynnik Poissona. Zgodnie z na-
szymi wezesniejszymi zalozeniami warunki brzegowe zagadnienia (rys. 2c) przyjma
postac

(x)— —0' (x)—f(x), jesi  xelL, ?'ij(oo)=0:
(1.2) o
f,-u, {(x)=0, jesh xelL.
Z zalernodel (1.1), 1 warunkdw, aby

limo*(x;—e&)=limo*(x, 1), lim vi(b —g)=lm (b-}¢),

g0 1 =0 es0 1 . &0

wynika, Ze wi(xo) v b= p(xo) p(b) 0 i Wobec tego wykorzystujiac zwigzki

(1.1)i(1.2) poszuklwame funkcji p (x) sprowadza sie do rozwigzania silnic osobliwego
rownania catlcowego postaci

(1
(1.3) fp@ =—“l(—wﬂf(x) jedli xelL,

gdzie
1 _ v 2, I
pxy=—7,0(®, xeL.

Rozwiazujac [2] réwnanie (1.3), a nastepnie wykorzystujac wzoér

e x <,

1 -
—, jesli  x>b,
| 1 i | V (G x0) (x—b)
=/ VE—xp)(0—8) &—x i 10’ il xp < x<b;
|

:/(xo~x) (b—x)
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i spelniajac warunki réwnowagi na szezelinie otrzymamy ostatecznie, Ze

1 _4v(1—v)_ F(x) .

PO Ve 6 e
A
149 A ff&—dg oL

PO=" T ) Ve -8 ’
gdzie

1 V(E—x0)(b—

(1.5 F(x =';J- ( x)( é)f(f)df

L

Po wykorzystaniu otrzymanych zaleznosci, wartoSci graniczne skladowych stanu
przemieszezenia ut i o oraz skladowych stanu naprezenia O'i ~ beda nastepujace:
1 i

1—
uE(x) = i faﬁ;(x) de, lxj<oo,
1 1 ‘
' 1—2v ;ZJ(x) jesli  xel,
v =l v){ 0, jesi x¢L,
. F(x)
(1.6) VW-_E ,  jesli  x>b,
+ ()= B (x)— F(x), jesli  xeL,
F(x) gl
- 3 < ?
Voo T

oL (x)=0, jeshi x| <o,

4 stan przemieszezef u i v oraz napreZen a, ; W otoczeniu szezeliny okreélony bedzie

Za pomocy nast@pujacych WZOLOW

A
ff(xp » =ou [(1=2v) @ +pw.x]s

A
flJ(x, »n= T3 RA-vw—yw,l

Txx (%, )= — A,y 2V 395
‘f.‘-'y (x, J’) =—4 (W, »— IV, yy) »
Txy (x, ) =AW 5>

gdzie

[ b ) ‘ _41_—21} . N
@(x,y)—rfp(é)lnjdé, WO N=0,, A= g O
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2. SZCZELINA W POLU DWOCH SIE SKUPIONYCH

W tej czgéci pracy zajmiemy sig poszukiwaniem rozwigzania opisujacego rozklad
naprezenia rozciagajacego na przediuzeniu wolnej od obceigzefl szezeliny w przypad-
ku, gdy szczelina znajduje si¢ w polu dzialania konkretnego pola sit wymuszenych
a (rys. 1). Jezeli wzdluz osi y przyjetego przez nas vkladu wspdtrzednych dzialajg

zaczepione w punktach (0, +y,) dwie przeciwnie skierowane sity skupione o in-
tensywnosci ¢, to stan przemieszczefi u i v oraz napr¢Zzen cr, ; dla |x|<oc i y=0 opi-
sany bedzie nastgpujacymi wzorami: '

Vo X

F Yo e t(x)=
o () dn(l—-v) r2’° K =0,
gve f{1—2v 2x7 )
: & = — -
(2'1) gxx ('x) 273(1‘—1’) ( rg- 3

1-2v 2y,
qVo ( 1 yo)’ O.;:y(x):(),

T ) =509 r

gdzie ri=x>+yi. -
Z otrzymanych formut i na mocy (1.2); i (1.5) wynika, Ze

@2 =520 (=2 2’—)

oraz

0. F) =~ 5= -2 L )+ 3L ),
gdzie

S
lfl(df x0)(b—-8)  dE nel.2,

BOT )T el

T

przy czym catki I, (x) dla x € L s3 catkami osobliwymi. Po wykonaniu catkowania
przy pomocy metod teorii funkcji zmiennej zespolonej [3] otrzymamy

V—x)(x—b)
L, (x)+ ZERRT TR jesti  x>b >9 ,
(2.4) I (x)= L,(x), jesli  xel,
o—X){(b—
L, (x)— ]/(x )b —x) jedli  x <X,

=+t
gdzie - '
VA-+yi—xqb (A“”J’%erob_ x)

(2.5) Lix= Vo ]/“2“ (x2 +yg) b+x,
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VA1 yi—xb [13Q4=2p5—b*—x3)
@5 L= - +
o] P a3y 24y bt+x,
424 [d—yi+bxo o
ngryé( —X _ﬁx(A"_yg_be) 3

Dbx,

A=V (x5 y5) B*+7D).
Nastgpnie na podstawie wzordw (2.2), (2.3j, (2.-4) i(2.5) oirzymanmy

Fi o)+ Vir—x) D) f (), jesti x>b>0,
(2.6) F(x)= F {x), jesli  xel,

FL)— Ve t—n)f @, Jesli x<xo,
gdzie

qYo

oy A=W L )+ 23 L ().

@7 Fy(x)=

Funkcje I, (x) okreflone sa przez wzory (2.5).
Wykorzystujae wzory (1.6), i (2.6) oraz dodajac do siebie Tozwigzania okresla-
jace rozklad naprgzenia o (x) dla oérodka bez szezeliny i rozklad mnaprezenia
O
tlryf,(x) dla ofrodka ze szczelina, znajdziemy warto$¢ graniczna naprezenia o (x)

na brzegu szczeliny jak i na jej przediuZeniu w naszym zagadnieniu wyjsciowym
(rys. 1):

Fy(x) -
T jedli x>b=0,
V (x— o) (x—B)
(2.8) ok (x)= 0, jesi  xel,
Fy (%) g
e je$li x <Xy,
Vixo—x) (0 —)

gdzie funkcja F, (x) okreSlona jest za pomoca wzoru (2.7).
Obliczajac granice funkcji (2.8), gdy x—x, lub x—b, otrzymamy nastgpujaca
formule: . L

[ K, :
I 71— R jeéh X—>Xp,
(2.9) ci=1 0"
I Ky . g
——— jesli  x—b,

l ]/x—b ’

przy czym wspdlczynniki intensywnosci naprezenia oy, W koncach szczeliny okreslo-
ne bgda w sposéb nastepujacy: ‘

q
- Y(x()a J’o, b) H]

2V 2b

q
(2.10) KJC == X(x . ,b K, =
0 2%]/21) (xos Yo, B), b*
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gdzie |
i Yo yo.8) l/m [2 (1—2v) (B2 +y2—A) ;3
T 2(1-n4Vh—x, bty
2)2 (B2 -y — A)— xo A (b+y) er]
@11 - | TRy ’
Y (%o, Yo, b) = Vo-+rsbm) I2 =2 A=x5=2p)
o 2(1-0)d Vb—x, b}-xo

23— x3—y2) TbA(b+x0) }
(b-+x0) (07 +75) °r

W celu zbadania zmiennosci wspélczynnikéw intensywnosci (2.9) naprezenia
o,, W koficach szczeliny, wystarczy oczywiécie zbadaé funkeje (2.11). Wprowadzajac
w tym celu zmienne bezwymiarowe $=xo/b i e=y,/b wyrazenia (2.11) przeksztalci-
my do postaci

A 129 B e
X*(8,8)= Vi e %[2(1 ) (12— A%)
2(1-9)4*Y1-9 ar1
262(142— 4%) — 9A*(9+1) ]
(9-+1) (92 +?) +14,
(2.12) L

Y9, 8) = ]/AH—gz__,Q [2(1m2v)(d*__'92__82)

, 8) = 2(1—)4* V1 — 8 941 ‘
2‘0'2(4*1';_—192—82)+A*(3+1) . ]
'(.9—}—1)(1—%—62) 5

gdzie A*= 'l/(1+62) (9% £2). Przyjmujac w tych wyrazeniach 9= —1 i wykorzystu-
jac (2.10), otrzymamy wzory na wspélczynniki intensywnodci naprezenia o,, w kon-
cach szczeliny polozonej symetrycznie wzgledem punktdw zaczepienia sit skupio-
aych ¢, przy czym wzory te sa identyczne z uzyskanymi w pracy [1] i maja naste-
pujaca postaé:

1 i
(2.13) X*(—1,8)=Y* —1,3)=————=(3—21fw4).
( ( (=) VI-+e? 1462
Jezeli sily skupione g dzialaja na brzegu szczeliny o skoficzonej dlugosci, tzn. gdy
—00< <0, 0<h<oo, 6=0, to wzory (2.12) przyjmg posta¢ nastgpujaca:

2
X0 0= V2 yas,0= 191 X%(5,0)

“Viease)

i w przypadku, gdy szczelina poloZona jest symetrycznie wzgledem punktdow zacze-
pienia sit skupionych g, tzn. w przypadku 9= —1, ¢=0, otrzymamy

XH(—1, 0)=Y*(—1, 0)=2.




d |

Rys. 4
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)

Wykres funkeji (2.12) dla réznych wartosci & przy ustalonych wartosciach & dla
y=0,3 podany zostal na rys. 3,4 i 5.

¥

! l
4 z 3

-
e
Rys. 5

Ze wzoréw (2.13) wynika, Ze jesli szezelina potozona jest symetrycznie wzgledem
punktéw zaczepienia sit skupionych ¢, to funkcje X* i Y* osiagaja wartodci maksy-

malne ze wzgledu na g, gdy
]/ 2y
&= 3—2v°

Na rys. 6 przedstawiono dla réznych wartosci 9 i dla v=0,3 wykresy okreélajace
odlegloéé punktéw zaczepienia sit skupionych g, dla ktérych funkcje X* i ¥* okre-
§lone przez formuty (2.12) osiagaja wartocl maksymalsne.

ey

15 -

dla x*

dla ¥*

t | | I 1 L
-20 ~45 - 14 -05 [ g5 09 o

Rys. 6
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PeszmoMme

HECUMETPHYECKOE PACTSKEHUE IUTACTHMHKM 0CJ]ABJ1EHHOI71 ]].iEJIIaIO

Vcmoms3yst pesyshTaTH, woyyerHsie B pabore [1], ompexesorcs kOGO HEIHSHTH] HRTCH-
CHBHOCTY BHecKOHewHOH KODUEHTPAIKY HATPSAKSHENR Ha KOHNAX IECIH, TIPH JIPSHNIOIOKEHUHE, 110
. TEIh HAXOHMTCS B TONe NefiCTBHS PABHELX B DPOTHBOMONOMHC HAIPARICHHEIX CHIL, IteHCTBYIOINUX
B BONL NPiMOH nepneﬁnmynﬁpﬁoﬁ 7 waockocTy Imed (pme. 1). B zaxmoveHwe, TPHBOIITCH
marpavMer  xo3bdEnmeHTOR HHETCHCHBHOCTH, pacTarusaromel HAOPMKCHFA B KOHHAX 1,

B 3ABHACHMOCTH OT PAcCTOAHHHA TOUCK TpHATOXCHEA COCPEIOTOYEHHEIXK CHJE OT ORHOTO B3 KOHIIOB
IS,

SUMMARY

ASYMMETRIC LOADING OF A PLANE CONTAINING A CRACK

On the basis of the results of paper [1] the present paper determines the stress intensity factors
at the tips of the crack under the assumption that the plane containing the crack is subject to the
action of two equal and opposite forces directed along a line perpendicular to the erack.

The graphs are given representing the stress intensity factors at the tips of the crack as functions
of the distance of the points of application of the forces from one of the tips of the crack,
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