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PLASKICH DWUWARSTWOWYCH KRATOWNIC

JAN BOGDAN OBREBSKI (WARSZAWA)

L. WsTgp

Tematem niniejszej pracy jest statyczna analiza plaskich dwuwarstwowych
kratownic zawierajacych w rzucie poziomym motyw heksagonalnego ukladu pre-
téw. Kratownice te sktadaja sig z pretdw prostych i sg obcigzone w weztach sitami
skupionymi o dowolnie ukierunkowanym wektorze. Przy budowie réwnat opisuja-
cych stan réwnowagi w poszezegdinych weztach takich konstrukcji wykorzystano
pewna wspolng ich ceche. W konstrukcjach tych wysigpuje jeden lub wigeej rodza-
jéw podstawowych ukladéw powtarzalnych, z ktérych przez przesunigeie w plasz-
czy’nie, obrdt o 180°, lustrzane odbicie wzgledem plaszczyzny §rodkowej kratownicy
lub odpowiednia kombinacje tych operacji mozna uzyskaé kazdy wezel konstrukeji
wraz z przylegajacymi do niego pretami, W pracy ograniczono sig¢ do trzech typéw
takich kratownic jako najbardziej przydatnych do konkretnych realizacji w budo-
wnictwie. Kratownice te pokazuja rys. 1,2,3. W konstrukcjach tych udalo sig
wyodrebnié trzy wezly facznie z przylegajacymi do mnich pretami, ktére sa typowe
dla wszystkich trzech tozpatrywanych kratownic. Bezpoérednim wynikiem pracy
jest dostarczenie kompletnego materiatu bedacego podstawa do obliczen numerycz-
nych tego rodzaju przekryé dwuwarstwowych. Jednoczesnie nalezy zwréei€¢ uwage
na fakt, Ze zaprezentowana tu metoda postgpowania moze by¢ bez wigkszych trud-
nodci adoptowana do rozwigzywania dowolnych, regularnych kratownic dwu-
warstwowych,

2. FALOZENIA I OZNACZENIA

Kazda kratownica sklada sie z prostych sprezystych pretéw pryzmatycznych,
polaczonych w weztach idealnymi, pozbawionymi tarcia przegubami. Osie geome-
tryczne pretéw przecinaja sig w §rodku przegubéw. W zwiazku z tym w pretach
wystepuja jedynie sity osiowe. Sily te wzrastaja od zera do swej ostatecznej wartodci
w sposéb nieskoriczenie powolny. Wzory wyprowadzono na podstawie zasady
zesztywnienia pozwalajgeej na pominigcie wptywu odksztalcenn ukladu na wspdi-
rzedne punktéw przylozenia sil. Sily obeigzeni zewngtrznych o wektorach dowolnie
skierowanych zostaly przylozone w przegubach i przebiegaja idealnie przez ich
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$rodki. W zadaniu przyjeto kartezjanski, prawoskretny, ukoénokatny uklad wspot-
rzednych o osiach x' i x?, lezacych w gérnej plaszezyZnie kratownicy 1 nachylonych
do siebie pod katem 120°, oraz osig x> skierowana w ddt prostopadle do dwoch
pozostalych, Pomocniczo wprowadzono czwarta o$ oznaczong x3, lezaca w plasz-
czyznie osi x!, x* 1 pokrywajaca si¢ z dwusieczna kata pomiedzy tymi osiami

kratownicd typ HE -

——— sintka doina

< —— sigtka ggma
-~ —-— krzygulee

Rys. 3

Prety kratownic lezace w gdrnej i dolnej plaszezyZnie nazwano odpowiednio
pretami gérnego 1 dolnego pasa oraz prety laczace te dwie plaszczyzny nazwano
krzyzulcami., Wszystkie prety sklasyfikowano jako lezgce na trzypastu wyrdéZnio-
nych prostych A=1,11, ..., XIII. Trzy pierwsze z nich A=1,1I, HI pokrywaja sig
z osiami x!, x2, x*. Nastepne trzy dla 4=1V,V, VI sy wiadciwie plaszczyznami
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przebiegajacymi prostopadle do ptaszezyzny x', x* i przechodzacymi odpowiednio
przez osie x!, x2, X* (rys. 4b). Shuzg one do okreslania polozenia krzyzuleow. Kie-
runek A= VII pokrywa sie z osig x® natoniiast wszystkie pozostate A=VIII, IX, s
X111 odpowiadaja péliprostym lezacym w plaszczyZnie x', x* 1 przyjetym zgodnie
z rys. 4a.

Rys. 4

Przemieszczenia weztdw kratownic zostaly okrelone za pomocg niewiadomego
wektora u o trzech skladowych u!, v?, »® i skierowanych odpowiednio wzdtuz osi
xi, x2, x3, )

Jako funkcje opisujaca obrot wezla przy przejiciu od jednego punktu wezlowego
do punktu sagsiedniego wprowadzono nastgpujaca:

1, jesli xi-Fx%=3n+1,
2.1 wxt, x2 x)=p (et x%, x3)=1 0, jesli x'+x*=3n10,
-1, jesi xt4x?=3n-1

oraz funkcje opisujaca lustrzane odbicie wezldw

. o 3 3
@2 L S A S
gdzie wskazniki d i g przypisuja odpowiednio wspoirzedne dolnemu i gérnemu
pasowi.

Jak widaé ze wzoréw (2.1) i (2.2), funkeje 4 1 4 sq zdefiniowane whadciwie jedynie
w wezlach konstrukcji wystepujacych w pasach. Wynikla stad koniecznos¢ wprowa-
dzenia dla wezléw w krzyzulcach (kratownice typu I) i tych, w kiérych funkcje te
nie sa zdefiniowane (kratownice typu II i II), oznaczeri typu £ i # przybierajacych
wartodel funkeji u, 4 w przeciwleglym koticu preta A.

W kratownicy typu III (ze wzgledu na wzajemne poziome przesunigcie siatek
obydwu paséw) wartoéci g i 7 zostaly okreSlone wzorami (2.1) i (2.2) dia ukladéw
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wspdlrzednych odpowiednio w pasie dolnym xj, x7,x* oraz w pasie gérnym
xL, x2, x3, ktore otrzymujemy z ogdlnie przyjetego ukladu wspéirzednych x1, x2, x%
Za POMOCE WZOréw:

Powyzsza definicja jest nastepstwem faktu, Ze podstawe kazdego czworoscianu
o krawedziach zbudowanych z trzech pretéw pasa oraz trzech krzyzuleéw mozna
wpisaé w nicistniejaca sie¢ szesciokatéw regularnych o bokach diugoscei . Wartosé p
jest wige po prostu znakiem ukierunkowania odpowiedniego nieistniejacego wezla.
Pozostale oznaczenia '
P sily zewngtrzne przylozone w wezlach o skladowych P, P2, P?
skierowanych odpowiednio wzdluz osi xt, x?, x3,

G, sitaw precie 4 o dugosci /Y3 — (A=VIII, 1X, ..., XIII) (pas z mo-
tywem trojkatnym),

K, sila w krzyzulcach A = IV, V, VI,

R, sita w precie 4 =1,ILIII o dlugodci ! dla pasow z motywem szescio-
katnym,

S, sita w stupku A = VII,

A pole przekroju poprzecznego preta,

E modul Younga,

k modut wysokodci kratownicy,
! diugo$é preta w pasach =z mbtywem_'f szesciokatnym,

I, = 2h dlugoé¢ stupka kratownicy typu I,
= ]f A diugosé krzyzuledw we wszystkich trzech typach kratownic,
lg=I]/:°t_ dlugosé preta w pasach z motywem tréjkatnym,
I

COS ¢ = —F————o
Vieie . ) .
dia wszystkich trzech typow kratownic,
/]
sino = ————
Vit
a kat nachylenia krzyzulcdw do poziomu,
& =EA  on _EA
! _ L’ sztywnoscl pretéw na rozciaganie kolejno dla pasa z motywem
~  EA, ~  EA, szefciokatnym, krzyzulcow, shupkdw i pasa z motywem trojkatnym,
Ci=—, Ci= ’
!5 q
5&: 5
K==, 0=,
C C . D .
! L Istosunki odpowiednich sztywnosci pretdw,
Cﬂ
K] =
Cy
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Operatory przesunigcia wzdtuz kazdego z kierunkdw 4 oznaczono:
E @(xt, 22, xH=E" P (x!, x*, x}) =P (3 -+, x%, x%),
Eq@(xt, x2, x¥)=E2 $(x!, x2, x) =D (x*, x*-}-p, x°),
By @(xh, x*, xN=Ey d(x', x*, )= (x! —p, x> p, x%),
Ey®(x', 3%, x*)=ET*E;" @ (x!, x%, x%) =@ (x' — p, x*, x* —1), | dla wezldw w pa-
Ey@(x', x*, x®)=E;"E;"® (x1, x2, x3) =D (x", x> — p, x> —1), | sach z motywem
E @(x, x%, x)=E;"E; " & (x!,x%,x%) = ' szefciokatnego
=@ (x14p, x2 4, x3 1), ) vkladu pretow,
Ej @(x1, x2, x¥)=E*E? & (x), 32, x*) =@ (x!--4, x2, X37),
Ey®(x', X%, x3)=EX EY B (x*, x2, x*)=® (3, x> I, x>+71),
B, ®(xt, x2, x%) =E§Ej:’q§ (x!, x2, x3) =& (x! — p ,x*— 1, x*-+1),
Egqp@(x*, x2, x)=E;72"d(x*, x2, x*) =D (x*, x%, x* —2¥),
By @ (x', x?, xs):Eng D(xt, x2, ¥} =0 (x' 12, x*+1, x%),
Ex @ (x', x*, x)=ELE2®(x', %, x%) =B (x'+1, x*42, x*),
Ex®(x', x*, x)=E[ El & (xt, x2, x)=0(x' -1, x*+1, x%),
Eqr P (x*, x*, x3)=ET2E;7 @ (x', x2, x¥)=0(x' -2, x2—1, x%),
Eq @, X%, x)=E[ E; 2 b (xt, X%, x%) =0 (x' -1, x*-2, x%),
DBy @ (xt, x?, X)=E{E; o (xt, 12, ) =B (x'+1, x*—1, x%).
Jako dodatnie przytho sily oraz przemieszezenia wystgpujace w pretach o wekto-

rach skierowanych od wezléw. Rozwazania prowadzone sa przy zalozeniu, Ze
sztywnoéci poszezegdlnych rodzajéw pretéw w calym obszarze kratownicy sq state.

dla pozostalych
wezldw

3. OPIS GEOMETRYCZNY KRATOWNIC

Ze wzgledu na regularng budowe konstrukgji tak sparametryzowano ich punkty
weztowe, Ze odpowiadaja im wspdhrzedne o liczbach catkowitych [1]. W tym celu
wprowadzona zostala siatka punktow okreflona zaleznodcia

r=x'g;,

gdzie r jest wektorem polozenia punktu, g; wektorami bazy oraz x7 sa liczbami cal-
kowitymi. W danym przypadku wektory g; wyrazaja sie przez jednostlowe wektory
prostokatnego ukladu wspdéhrzednych i,

gJ-:ﬁjlk, Jk=1,2,3,

s -
]/0

gdzie

8i1=

(=~
o
L )
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W ten sposéb wektory gy i g, tworza miedzy soba kat 120° i kazdy z nich jest prosto-
padly do gs.

Ponadto wprowadzone zostaly wektory kierunkowe wzdluz pretéw laczacych
dwa sqsiédnie wezly, co prowadzi do wzorn

(3.1) T,=T) 8,

gdzie A oznacza zgodnie z przyjetymi oznaczeniami kierunek preta wprzestrzend.

Kratownica typ I

Rys, 5

Dzigki takiemu opisowi mozemy okredli¢ geometrie wszystkich pretéw zbiega-
jacych sig w kazdym z trzech rodzajéw wezldw, przyjetych jako typowe dla naszych
kratownic. Wezly te pokazane sg na rys. 5a, 5b, 6b. Wszystkie pozostale rodzaje
weztow dla wszystkich typdw kratownic mozna uzyskaé przez transformacje opisana
na wstepie pracy jak tez przez przyjecie, e niecktére prety sa pretami zerowymi
Opierajac sig na takich zaloZeniach okre$lono macierze wspélezynnikéw T, dla
poszezegdlnych rodzajow wezldw i dia poszezegdlnych kratowndc.

3.1

Macierz dla wezléw w pasach z motywem szeSciokatnym dla kratownic typulIill

1 0 0
0 1 0
-1 -1 0 i
(3.2) [T (Y, %%, )=l —¢ 0 —s ],
0 —¢ —¢ g |
¢ ¢ —3
. 0 0 —-1_

gdzie dla kratownicy typu l-ego A=L11, ..., V1, dla kratownicy typu Il-go 4=
=L1I,.., VI, i=1,2,3, c=cos &, s=sin « oraz gdzie [, oznacza diugosé preta A.
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32

Dla wezléw o wspéhzednych dla a) kratownicy typu I-go (x'4x*=3n
oraz x*=1); b) dla kratownicy typu Il-go (x'+x>=3n oraz x*=x)); dla c)
kratownicy typu II-go (x'+x?=3n oraz x*=x] lub x'+x?=3n-+1 oraz x*=xj)
mamy macierz

c 0 s a
(3-3) T80, x4, x)]=L | 0 ¢ s{|a]
—¢ —¢ ¥ 1

gdzie A=IV,V,VI, i=1,2,3, c=cos « oraz s=sin .

3.3

Dla wezléw w pasach z motywem tréjkatnym dia kratownic typu 1l-go i 111-go

JERNEN
3 3

V3 213 .

3 3 .
V3 V3

3 3 0

3.4) [Ti(x%, x2, x3j=1, B B ,
| SN
T3 3
V3 23
R
i

3 3 B

gdzie A=VIILIX, ..., XIII, i=1, 2, 3.

Nalezy zwrocié uwage na fakt, ze wzory (3.1) oraz macierze wspdlczynnikéw
(3.2) i (3.3) pozwalajg przez przyjecic odpowiednich wartosci u, % lub g, 7 na okredle-
nie przesunigcia, obrotu wezla oraz jego lustrzanego odbicia zgodnie z przyjetymi
zalozeniami. Natomiast macierz (3.4) umozliwia okreslenie wylacznie przesuniecia.
Wzory te dodatkowo umozliwiaja dokonanie bezposredniego okreslenia zmiany
polozenia siatek dolnego i gérnego pasa kratownic typu II i III wylacznie przez
dobdr whasciwych dla danego przypadka wartodci funkceji g, # lub g, 7. Podobnie
bedzie réwniez przy wyprowadzaniu dalej réwnani réwnowagi.



ANALIZA PEWNEJ KLASY PEASKICH DWUWARSTWOWYCH KRATOWNIC 137

4, SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNFEJ NIEZMIENNOSCI KRATOWNIC

Zgodnie z twierdzeniem EULERA [3] kazda konstrukeja pretowa, ktéra ma ksztalt
wielodcianu- zamknigtego o Scianach trdjkatnych, jest geometrycznie niezmienna.
Odpowiednic prawo ma posta '

@.n r=ktp-2,

gdzie r oznacza liczbg pretow, k liczhe wezldow oraz p liczbe $cian.

4.1, Kratownica typu 1

Cala kratownica sklada sic wlasciwie z jednego rodzaju clementéw powtarzaja-
cych sie (rys. 1c) i jak tatwo sprawdzié wedtug wzoru (4.1) kazdy taki element jest
geometrycznie niezmienny. W zwigzku z tym cala kratownica takze zachowuje tg
wlasnoéé. Osobnego rozpatrzenia wymaga brzeg kratownicy. W tym przypadku na-
lezy zwrdcié uwage na koniecznodé zachowania geometrycznej niezmiennodei ele-
mentow skrajnych; spelnianie tego warunku nie przedstawia wigkszych trudnodci.
Mozna to osiggnaé lokujac na brzegu elementy geometrycznie niezmienne badz
" dolaczajgc do nich prety w ten sposdb, aby caly brzeg byl geometrycznie niezmienny.,

4.2. Kratownica typu 11

Jak wynika z rys. 2 cala konstrukcja zbudowana jest z dwdch rodzajéw geo-
metrycznie niezmiennych czworodciandéw ABCD oraz ABDE. JednoczeSnie wyste-
pujace tam prawidtowe ostrostupy szefciokatne jako samodzielne bryly sg geometrycz-
nie zmienne. Stad wniosek, Ze przy brzegu konstrukcja moze konczyé sig wylacznie
w taki sposdb, aby znajdowaly sig tam wylgeznie pokaZane na rys. 2c czworodciany
obramowujace wyzej wspomniane ostroshipy. Sprowadza si¢ do tego, ze obrys pasa
Zawierajacego tréjkaty musi byé wiekszy od obrysu pasa z szeSciokatnym ukladem
pretow.

4.3, Kratownica typu 111

Kratownica ta jest zbudowana z czworofciandéw majgeych podstawe lezaca
w dolnym lub gérnym pasie i uwidocznionych na rys. 3c. Kazde trzy czworodciany
majace podstawy w tym samym pasie i polaczone wierzchotkami podstaw moga
mieé dodatkowo wierzcholki lezace w drugim pasie, polgczone pretami prostymi.
Otrzymujemy dzigki temu uktad niezmienny. Dolaczajgc za kazdym razem do czgsci
geometrycznic niezmiennej nastgpne elementy geometrycznie niezmienne uzyskujemy
zadany ksztalt kratownicy i zachowujemy jej ogdlna sztywnosé.

5. ROWNANIA ROWNOWAGI WEZLOW

W celu zbadania réwnowagi poszezegdlnych wezidw rozeinamy myslowo kon-
strukcje odcinajac prety w wezlach. Nastgpnie przykladamy do wezldw sily ze-
wngtrzne oraz wewnetrzne, z jakimi oddzialtywujg na nie odciete prety. Dla okresle-
nia wartodci sit dzialajacych w kazdym z pretéw rozpatrywanego wezla przedsta-
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wiamy przemieszczenia wzdluzne poczatkéw i kodcéw tych pretéw za pomocy
nastgpujacych wzordow:
wa=tyu="r5 g, ',

Eju,=tsEy “=ti gu Byt
~gdzie t, jest wersorem skierowanym wzdhiz kierunku 4 o skladowych

m
1) =

Stad przyrost diugosci preta ma postad
AI=EA uA—uA=tﬁgk,' (EA_ I) ui.
Korzystajac nastepnie ze wzoru na silg dla preta poddanego rozcigganiu

EA
(5.2) F=— 4l

okreslimy sity we wszystkich pretach uldadu:

EA .
RA=Tngki (Ey—1) o,

EA, .

KA=l g (Eg— 1D,
(3

(5.3)

Sa= Isfﬁgkt(EA—l)Ui,
EAd, . )

GA:1 IAgki(E.«i_I)u!-
a

Wszystkie powyZej okreflone sity zaleza od wspdlrzednych potozenia wezda,
a operacje przesunigcia przyjmuja zgodnie z przyjetymi oznaczeniami wykiadniki
u.n lub u,n co odpowiada wystepowanin identycznych mnoZnikdw w macie-
rzy (5.1).

5.1. Roéwnania réwnowagi wezln typu 1

Jako wezet typu 1 przyjmujemy wezet kratownicy typu I przedstawiony na rys.
5a. Jego rownanie réwnowagi w zapisic wektorowym ma postaé

I Vi

DR, D) Kot Sent+P=0.
A=1 v .

Rozkladajac wektory sit na skladowe wzdtuz wektoréw bazy g; otrzymamy

A=

I Vi

(5.4) : 2 138 R+ Z IjlgJKA_["t{’HgJISVlI'I"PJgj:O-

A=1 A=IV
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Dokonujac nastepnie rzutu sumy wekforowej na kierunek r otrzymujemy dla r=
=1,2,3 trzy réwnania réwnowagi wezla wyraZone w przemieszezeniach:
111

5.5) Z r Ag,..[rdg,,L(EA—l)uHZArAg”[zAg,,AEA—nufH

A=1TV

EA,
+ l tV]’_[ng {tVlIgm(EVII_I)” ]'i"PJng“‘O

gdzie j, i,n, r=1,2,3 oraz 2,. jest tensorem mefrycznym.

Keafewnica typ iI

Rys. 6
Przy zalozeniu, ze Eyy =1 otrzymujemy bezposrednio wzor dla wezta kratownicy
typu II z rys. 6a, to jest nie zawierajacego preta dla A=VIIL. Piszac réwnania (5.5)

w postaci rozw‘iniqtej uzyskamy nastepujacy uklad réwnad:

3
61#[(E”+ E =+ Eu——) 1+(—Eﬂ—g*Eﬂ+ E”*i‘ ) ]+
*6’1“’05“{—:”CDS“[(WEI”EE"—IEZ"EZ"—TEQ”EZ"Jr?)u‘%—
1 Ly Sl 1 — 1 —n 1 i et 3 2'
5 BT By BB = B B |
1 1 1
L e o FUY /et V2 Y

2 2

- I 1 1 3 1 1 3 ]
Cip [(——E;‘—EE% TEQ‘—F?)W +(4Ef+E§+IE§—*) > |+

1 1 | B 3
+C cosm{-,ucosa [(-i-EE;“E;"-i—"z—E;”E;”—ZE_;“E;“—T) ut

1 1 3
+ (—TE;”E;" —E;”E;"—E“EQ”E;"+~_2—)u2]+?p sin &

I i 1
X [( —-5-EI-HEZH_l_E;HE;H__M.Q_ES—HE;R) HS]}+,L€( __2_P1+P2) m 0

£
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Grupujac wyrazy przy operatorach poszczegdlnych przesunigé, otrzymamy nastepu- -
jace réwnanie réznicowe typu macierzowego opisujgce stan réwnowagi w wezle

JAN BOGDAN OBREBSKI

: 1 1
C”; sin o {u COS & [( —EI“E;""-F?E;“E;"fI*E'E;“E;") ut--

typu 1:

(5.6)

gdzie

Wy

Wiy =

Wy

Wv] =

g sine cos o

2

+E:?”EI""§-E;““EZ"—3)M:’]} —CinE =D —4P3=0,

VI

Z WAEAx—i_lexzé,

A=l
1
2
1 »  Wn=
) 0
0 0
K% cos?
Y K% cos? o

4

% cos? o

L kensy
b 1

1 .
5 nurk sin o cos o

—— ik cos? o

4

4

K% cos? o

1
Y #uxh sine cos o

7

1
K 2
——kfcos?a
2 1
ic 2
— Kk cos® o
4 1
ek sin e cos o
k 2
— K cos?u
2 1

x": cos?o

nukKt sino cosa

4

K cos?a

y Kt cos?o

1
—?i]‘ufc'{ sin ¢ cos o

11
4 2
1
Y 1 0

0 0 O

, Wi =

o = &

nur® sin o cos o

1
Y HuKh sin o cos o

k" sin? o

1
~ e sin o cos o

npc sine cos o

k% sin? ¢

5 Ky sin o cos o

1 .
-5 UKk sin o cos o

Kt sin? g

1 1
+(—‘E;”EZ" . HE;PI+?E3—H E;") uz] —ysina [(E;HEZ”+
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- 1 B
——— 1.~ p2
et
0 0 0 !
— 1
Wi 0 0 ¢1, o= ‘*E(—EPE—I—PZ) , x=\|u1},
0 0 xj 1 w3
_FPS
B gt _
- 3 T 2 3 f 2 B
Ty Ty coste 74"+-21—rc1 cos®u 0
= 3 3 3
Wi ~4~+Irc'; cosZo — ——zmrc’; coslu 0
i 0 0 — 5 — 3k sin? o

Dziatanie operatora E,; na macierz kolumnowa x w rownaniu (5.5) jest identycz-
ne z dziataniem wielko$ci skalarnej na taka macierz. Poniewaz, jak mozna sprawdzic,

Yil
Wa=— D' Wy,
A=F
przeto réwnanie (5.60) ma postad

VII

D WiE1)x=0.

A=1

Analogiczne réwnanie réwnowagi dla wezla kratownic& typu Il w pasie z motywem
szeSciokgtnego uktadu pretéw (rys. 6a) ma postad

Z‘ Wa(Ey,~1)x=0.

5.2. Rownanie rownowagi wezla typu 2

Jako wezet typu 2 przyjmujemy wezel kratownicy typudl przedstawiony na rys.
5b. Jego wektorowe rownanie réwnowagi ma postad

A~2L [AZIL KA]+P=0.

Dokonujge analogicznych operacji do operacji dokonanej we wzorach (5.4) i (5.5
otrzymujemy dla r=1, 2, 3 nastgpujacy uklad trzech réwnan réwnowagi:

Iy

Ay pe=—1, 31 A=IV

sl (B D]+ Plg, =0,
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gdzie f,7,n,r=1, 2, 3. Réwnania te w postaci rozwinigtej tworza nastgpujacy uklad
réwnan;

- _ 1 - - 1 - - 3
2 2 {C’l‘ COSm{—,ucosm[(—E‘I‘EZ—TEgEi—?EgEﬂ-l—?) ut -

Hop==1,+1

I R
+(?E§‘EZ{+EE§E:{—TE;‘EZ—I)uZ]+

_ T T e VI

+nsina{(E1;E:;—~2—E;Eg——iEgEz)uS]}}ﬂ(Pl—?fn):o,

N _ 1 -~ 1 -= 1 -_ 3
Z {C’{cosa{—,ucosm[(wé—E‘l‘E}{—I*?Eg‘Ei—TEg‘EZ_"I)u1+
Eou=—1,+1
1

S I T
+ BB~ BB~ BB ||+

_ I R 1
+1fsinoc[(—;E‘{EZﬂLEﬁE:{—?E'gEi)u3]}}—|—u(_?P1+P2):O,

~ _ M I R
2 2 {C’{ sinm{ycosm[(*—E‘;Eﬂ%-—zﬁE‘z‘Ei-iﬂz— E‘;Ej{) ut+

o n=—1, +1

1 - = == 1 - -
+(?E§'E§{—E§E:;+3“E‘;E1)u2—
—7sina [(E§E§+E§E£+E§E§e3) ua]}}—ﬁps =0.

Grupujac wyrazy przy operatorach poszczegblnych przesunigé, otrzymamy
réwnanie TéZnicowe typn macierzowego:

(5.7) 22 f Wy Eax+Wis}|=0.

w,n=—1, +1 A=V

W tym przypadku macierze W, sa prawie identyczne z macierzami W, ktdre wyste-
puja we wzorze (5.6), jedynie nalezy zastapié w nich funkcje g, 7 funkejami g, #.
Natomiast W,,, ma postaé

5 x¥ cosa vy ik cos?a 0
Wyo= 3 3
vz 5 eoste o i cos?a 0
0 0 31k sin®« |
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PoniewaZ
VI
Wga=— Z Wi,
A=TY

wiec réwnanie (5.7) moina przepisaé w postaci

33 (3w -o.

By =—1, b1 A=Y
RS

Jest to réwnanie réZznicowe typu macierzowego opisujace stan réwnowagi wezla
typu 2.

5.3. Rdwnania réwnowagi wezla typu 3

Jako wezel typu 3 przyimujemy wezel kratownicy typu II przedstawiony na
rys. 6b. Jego wektorowe rownanie réwnowagi ma postad

X

N {V‘KA}T D) G P=9.

=—1 +1 A4=I¥Y A=VIII
Po dokonaniu analogicznych operacji do zastosowanych w réwnaniach (5.4)
i (5.5) otrzymujemy dla r=1,2,3 nastepujacy uklad trzech réwnan rownowagi:

¥1

B, |
Y = e Mg Ea=Duil}+
a=1, 41 A=ty K

XIH

tigjl‘ [tAgm(EA_ 1) Ili]_}—PJgJ'r:O:

d=vir ¢
gdzie j,i,n,r=1,2, 3. Rozwinigta ich postaé tworzy uldad
e — — - - 1 - - 1
B {C'{ucos«{ﬂucoso&[(—E‘;Ej{—IEgEi 4E“E”1L ) ut+
w=—1+1

|-l - 1 - 3 _ _
+(EE§E2+?E§E1—?E‘3‘EZ—I) u2]+n sin o [(E‘;EZ—

o= 1 3 3

~75351—2.E;Eg)1¢3]}}+€q[(+?E§E;+?E;1E;+
3 —2 -1 3 1 p—1 1 3 —1 5l

BT BT ELE 3 +(*4E1 EL-

3 3 1
—IE}Ezl*i‘?) MZ] +p1 —“Z—Pzz(),

‘ e — - 1 - -1 - = 1 - - 3
_ 2 {C’;,ucos o {—,u cos a [(7E§ Ei{—l—?EﬁEi - F Ei—?) ut+
=1, +1

R R 1
—I—(_IEQ*Ej;ngE§{~IE§E1{+§")M2]+qsinm[(——"2~“E‘;EZ+

4
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5 g _ L g o[ 3 3 3y
N [ e P PP

3 3 3 3 1
+(2—EiE§+—4—E;lE§+4 EIIE;2+TE}E;1—3)u2]~3~'P1+P2=0,
oo [ i RSl Rty
-y C’l:1smoz{,ucosa[(ElEIL"*?EzE@—?ESE“)u+
a=—-1, +1

R T
+(—?ETE2+E§E:;—?E§E:{)M2]+
+isina | (EEEL+BEFL+FEL3) us]}}ﬂasm 0.

‘Grupujac wyrazy przy operatorach poszezegélnych przesunigé otrzymamy naste-
‘pujace réwnanie typu macierzowego:

5.8) X {Sj‘ WaEyxh+ by Wi By x|+ W =0,
a=—1,+1 A=1V A=VIIT

gdzie WA dla A=1V, V, VI sa macierzami identycznymi z wystepuigcymi we wzorze.
{5.7); natomiast pozostale macierze maja postaé

3
vy x 0 0 0 ; o0
Wym= Wy = 0o 0 ol Wix=Wyn=10 4 i Of,
0 0 0 0 0 0
N 3 -
21 T 0
{5.9)
Wy=Wgm= _i ol i 0l
4 i 4 1
0 0 0]
- /4 2 g 3 i 2 3 ) B
7 VK{cos o—3rcf 4 VK 008 cc+?;fc1 0
W‘V = 3
: o vick cos? GH-L—?,_ Y vick cos? a—3x 0 ?
- 0 0 —3yrc sin? o

gdzie dla kratownicy typu I (rys. 6b) v=2.
Podobnie jak poprzednio mozemy napisad
VI X111

Wasm= 2 {2 Waj= ) Wa

pe—1,+1 Am=1V A=V
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Stad réwnanie (5.7) przyjmie postal

: oW X -
(5.10) X { WA(EA—I)x}+ N WaE~1)x=0.

p=—1,+1 4A=IV A=VIII

Jest to uktad réwnan opisujacy stan réwnowagi w weZle typu 3 (rys. 6b). Z¢ wzoru
tego, przyréwnujac sity w odpowiednich pigtach do zera oraz stosujgc wladciwe
mnozniki 7 we wzorze (5.8) i v=1, w macierzy (5.9) uzyskamy bezpodrednio wzor
dla kratownicy typu III {rys. 7). W tym przypadlku zamiast sumowania po g we
wzorach (5.8) i (5.10), 1 przyjmuje jedng z wartodci u= —1 tub p=1 w zaleznoéci
od pasa, w ktorym wystgpuje dany wezel,

6. BRZEGOWE ROWNANIA ROWNOWAGI I WARUNEI BRZEGOWE

W zaleznoéci od sposobu zakoriczenia kratownicy na brzegu w typowych wezlach
moga nie wystapi¢ niektore prety. Yest to réwnoznaczne przyjecin, ze w tych pregtach
sity sa réwne zeru. W zwigzku z tym na podstawie wzoru (5.2) oraz przyjmujac

Al=t% g (E4— Duf =0,
otrzymamy poszukiwang zaleznos¢ dla operatoréw przesunigeia:
6.1 E =1

Jest ona prawdziwa dla kazdego 4. Przyjmujac (6.1) dla 4 odpowiadajgcym bra-
kujacym pretom w kazdym z trzech wyprowadzonych réwnan réwnowagi (5.6),
(5.7) i (5.8), otrzymamy bezposrednio gofowe rownania wezléw brzegowych. Po-

Kratownica fyp T

niewaz w wezlach podporowych wystepuja dodatkowo dane przemieszezenia
ug, ua 1 uy, nalezy fakt ten uwzgledni¢ w ich réwnaniach réwnowagi. W szczegdlnym
przypadku przemieszczenia te mogg by¢ réwne zeru. W zwigzku z tym, gdy warunki

Rozprawy Inzynierskie — 10

S—




146 JAN BOGDAN OBREBSKI

brzegowe sa sformulowane w przemieszczeniach, nalezy przy obliczeniach nume-
rycznych pomnozyé w réwnaniach réwnowagi macierz odpowiadajaca przemiesz-
czeniom danego wezla przez wektor danych przemieszezed, tj. przez wektor

1 wyraz ten przenies¢ na prawa strong réwnoséci jako znany. Natomiast w przypadku
przedstawienia warunkéw brzegowych za pomoca sit fakt ten uwzgledniamy jako
zwykte obciaZenie wezldéw sitami zewnetrznymi.

7. PRZYKLADY OBLICZEN NUMERYCZNYCH

W celu ilustracji wyprowadzonych wzoréw przeprowadzono obliczenia nume-
ryczne na maszynie cyfrowej ODRA 1204 dla kratownic przedstawionych na rys.
81 9. W obydwu przypadkach kratownice obcigzone sg we wszystkich weztach sitami

Kratownica fyp I
=0 12 45 =0

,/ w0
dhulogky .0 4 748 19 2
A\ /
\ % 92,23 24,25
%\ 29 . 30,31 3-p

AN AN

Numerg podkresione oznaczajg
wezly doine

Rys. 8

skupionymi o sktadowych P!=P?=0, P*>=const w calym obszarze oraz wszystkie
prety ich maja rédwne pola przekrojéw poprzecznych, Wyniki obliczen przedstawione
sa dla kratownicy z rys, 8 w tablicy 1 dla i kratownicy z rys. 9 w tabhcy 2. W obydwu
przypadkach uzyskano dobre rezultaty.
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W tym miejscu ogranicze si¢ jedynie do ogdlnego scharakteryzowania tokum
postepowania przy obliczeniach. Krokiem wstepnym do osiggnigeia rozwigzania
numerycznego jest ponumerowanie weztéw kratownicy. Dla rozwazanych kratownic
numeracja ta uwidoczniona jest na rys. 8 i 9. Nastgpaie podobnie jak w pracy [4]
budujemy zgodnie z uwagami zawartymi w p. 6 niniejszej pracy wszystkie brzegowe
réwnania réwnowagi wezldw. Majac juz ten uklad réwnan zestawiamy ogdlny
uklad réwnafi, w ktérym w poszezegélnych jego wierszach znajdujg sie réwnania
réwnowagi weziow w zapisie macierzowym w kolejnoéci zgodnej z przyjeta nume-
racja. Niewiadomymi sa przemieszczenia wezldw wystgpujace takze w tej samej

Krafownica typ I

/

g"
e
/
-\
E‘n
Il
)

~

-

w0

/N~

C
[)
L]

)
\ 1/
D
zu)
e

|
/

—— siatka gdrna
— — — statka dolna
— - —— krzyiulce

Rys. 9

kolejnodei. Po prawej stronie tego ogdlnego ukladu réwnan znajduja sie wyrazy
odpowiadajace obciazeniom zewnetrznym. Lewa za§ strona otrzymanego ukiadu
" jest wiadciwie macierza, w kidrej elementami sy macierze W, o wymiarze 33,
Ta macierz ma charakter pasmowy i jest macierza symetryczng. Nalezy pamietac,

~ze-kazdemu elementowi takiej macierzy przypisana jesi pewna warto§é funkeji

_r;r__lub ,u,, n w zaleznoSci od wystgpowania ich w tych elementach.
gzac do. lepszego wykorzystania pamigei maszyny oraz zwigkszenia jej mozli-
_'_zcj:nmwych zostala opracowana odmlana procedury przedstawmnej
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W celu uwzglednienia sposobu podparcia kratownicy dokonujemy pomnoze-
nia wspdlczynnikéw tych kolumn ogdlnej macierzy, ktére odpowiadaja danym
przemieszczeniom, przez te przemieszczenia po czym odpowiednie wyrazy jako
dane przenosimy na prawa strong réwnaf. W ten sposéb wymiar macierzy
zmniejsza si¢ o tyle kolumn, ile mamy danych na podporach przemieszczen,

Tablica 1

= =} B,
gg Wartodei sit Eg Wartoci sil g?) Wartosei sit

= =] =
z 2 Z 2 Z g
7)1l —25%0%2P ! 7|9 —4,65845 P | 7|14 -~ 4,65839 P
8! 2 2757144 P | 8|10 478610 P 8115 4,78601 P
9[17| —465844 P |12|14| -2,52037 P 4| 9 — 252032 P
10118 478598 P | 13115 2,75764 P 5{10 2,75753 P
14(22] —4,65846 P (171197 —252031P (17|24 —4,65843 P
15123 478610 P | 18|20 275745 P | 18|25 4,78602 P
24130 —252036 P i22{24| —4,65835P |22(27 —2,52050 P
25|31 2,75744 P | 23125 4,78606 P |23 128 2,75746 P
9 37 —188508P | 1|3 263124 P 70 3 —1,88504 P
0] 3 1,88504 P | 2| 3| -2,87888 P 8| 3 1,88507 P
4011 263123 P 1 4 3 2,63125 P il 6 2,63131 p
5011 —2,87886 P | 5{ 3| --2,87884 P 2| 6 —2,87885 P
19|11 263128 | 7| 6| —1.88507P |[12! ¢ 2.63130 P
200117 —287896 P | 8| 6 1,8853 P |13] 6 --2,87886 P
i 6| —i,88502P | 9|11| —1,88510 P 17|11 —1,88504 P
5] 6 1,88504 P 110} 11 1,884908 P [18|11 1,88507 P
7116 0347182 P | 14|16 0347222 P | 9|16 0,347210 P
8161 —0,232887 P {15]16| 072327379 |10]|16 —0,232840 P
24116 0347212 P {17 ] 16 0347218 P |22 16 0,347193 P
25|16 ——0,232838 P |18|16] —0,232826 P |23 116 —-0,232880 P
12121 263128 P |22021| —1,88500 P [14]|21 —1,88506 P
1321 —287863 P 23|21 1,88507 P |15i21 1,88495 P
27121 263134 P 24,26 —1,88499P {1926 2,63127 P
28(21] 287881 P |25(%6 188509 P |20 26 —2.87874 P
171261 —1,88509 P |27]|29 2,63133 P 13026 263128 P
18126 1,88408 P (2829 287883 P |31|26 —-2,87885 P
220297 —1,88504 P 13020 263134 P {24129 —1,88508 P
23129 1,88510 P 31|29 —287881 P |25|20 1,88505 P
1) 2] —2,51218 P {12{13| —251220P |22|23 —0,016500 P
41 5] - 251207P {1415 —0,0163333P |24125 —0,0163333 P
7| 8) —0,006500 P | 1718 -—0,0l6500 P 27 28 —251222 P
9{10] —0,016500 P |19[20] —2,51218 P |30|31 —2,51222 P

Nastgpnie usuwamy z tej macierzy wiersze, ktére odpowiadaja numerom wyeli-
minowanych kolumn. Ostatecznic nasz uklad réwnan bedzie miat ponownie po
lewej stronie macierz kwadratowa, pasmowa. i symetryczng, lecz o wymiarze mniej-
szym o liczbe wigzéw podporowych, Dalsze postepowanie jest podobne do zasto-
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Tablica 2

2 B =
el tosci sit il i sil ox
E :§ Wartosci si E :é Wartosti si g :é Wartosci sit
Z 2 Z & Z 2
41 8] —150001 P il 4 | —1,50000 P 6 3 —1,50001 P
61107 —I1,50001 P |10¢11 —1,50001 P 8|11 —1,50002 P
47 1| —1,30437 P 3|2 --1,30437 P 3] 1 —1,30437 P
81121 —1,30436 P 4| 3 —L30438 P | 6| 9 -—1,30437 P
3l 7 037267t P | 6] 7 0,372667 P | 4| 7 0,372663 P
11| 7 0,372660 P | 8| 7 0,372665 P [ 10| 7 0,372647 P
6 2 —1,30437 P {10§ 9 —1,30437 P 81 5 —1,30438 P
1013 —130436 P |I1|12 —1,30438 P 11113 —1,30437 P
9! 2 1,01037 P 2i 1 1,01037 p 1| 5 1,01037 P
71 1,01037 P 7,5 1,01036 P 27 7 101037 P
121 5 1,01036 P gl 7 1,01036 P 7112 1,01037 P
13| 7 1,01037 P |13 (12 1,01036 P 913 1,01037 P

sowanego w pracy [4]. Utworzenie macierzy transformowanej zgodnie z rys. 10b
zostalo wykonane na maszynie cyfrowej. Podobnie, po rozwigzaniu uktadu réwnafd
przy pomocy procedury DET GAUSS PASMOWY S, obliczenia sit w pretach
takze wykonang maszynowo.

: b
m
0 1 s 77720
N 10 N
- g = 1 .
N 7220
) | NE _ [
I mo | m1

Rys,

J—
o
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Peswmo
AHAITA? HEKOTOPOT'O KIIACCA TIOCKHX JABVXCIIOWHLIX GEPM -

B pafore Haercs CTATHYECKH aHANA3 IIOCKHX ABYXCIOHHEIX depM, 3aKmIOYAIOINEX B FOPH-
BOHTANBHON MPOEKNHE HOPMY I'eKCArOHANSHON CTEPUKHEBOH CHCTEMBI ¢ € HpeaHasHAMEHHEM K
YHCIIOBLIM PACYETOM, DH JepMBL, B Y3/IaX, HOHBEKEHET KeilCTBIIO TPON3BEONBHO HAPABICHHELX
COCPEfOTOYCHHERIX CHI. POpMyEI IpHBEHCHARE B paboTe MOIYT OBITH OCHOBAHHEM IS PCIICHEH
5TOTO THOA KOHCTPYKIHE, ¢ NPOW3BONBHLIM pAcTIpEACIeHHEM ONOPHBIX TOYEK W NDOH3BONBHON
HATPYXRKOH DPHHATON COIMAcHO ¢ NpeRHONMKEHEAME. Paccyxiexus 0GOCHOBAHEL HpUMEpaMy
YHCIOBBIX PACYETOR,

SUMMARY
ANALYSIS OF A CERTAIN CLASS OF PLANE, DOUBLE LAYER TRUSSES

In the paper presented is the static analysis of plane, double-layer trusses with a horizontal
projection revealing a hexagonal pattern; the analysis is aimed at numerical calculations. The nodes
of the truss are subject to arbitrarily directed concentrated forces. The formulae derived in the
paper may serve as a basis for the solution of arbitrarily loaded and supported structures of the
type described.

Given are numerical examples,

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMII NAUK
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