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DRGANIA SWOBODNE UKLADU
Z UOGOLNIONA CHARAKTERYSTYKA ODCINKOWO CIAGEA

CZESEAW CEMPEL (POZNAN)

Przy analizie dynamiki maszyn i urzadzen z elementami spreZystymi o charakte-
rystyce liniowej odcinkowo ciaglej stosuje si¢ réinego typu metody linearyzacji
[11i 2]. Otrzymane ta droga czestodcl wlasne ukladu i charakterystyki czgstosciowe
nie sg dokladne i co wiecej nie odzwierciedlaja podstawowe] wiasnosci tych uldaddw,
jaka jest wieloznaczno$é ruchu i mozliwod¢ wystapienia silnych przebiegéw pod-
harmonicznych. Okazuje sig, Ze zapisujge uvogdlniona charakierystyke spreZysta
ukladu za pomoca dystrybucji i stosujge rachunek operatorowy mozna uzyskad
$cisle rozwiazanie zagadnienia drgan w ukladzie. Co wigce], rozwigzanie to odzwier-
ciedla wszystkie cechy ukladow o charakterystyce odeinkdw ciaglych. W niniejszej
pracy zbadano drgania swobodne takiego ukladu analiznjge szczegélowo poszeze-
gdlne warianty uogdinionej charakterystyki sprezysted.
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1. Rozwazmy ruch w ukladzie, ktorego model i charaktg:rys‘tykfg sprezysta
podano na rys. 1. Przy przyjeciu oznaczef w? =kfm, , =P, [m, o, =P,/m, réwnanie
ruchu uvkladu ma postac

Yteox—x)H(x—x)+o*(x—x) H(xy,— %)= —a; H{(x—x)— ¢, Alx,—x),

(1) 0, jeseli p<o0,
1

, jezeli y>0.

H(y) :{
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Rézniczkujae dwukrotnie wzglgdem czasu i korzystajac z wlasnoéel dystrybugji [3]
¥0(»)=0, mamy ,

2 ¥ % H(x— %)+ 6 6 (x— x,)+ 0% H (x5 — %) — 0% |x| § (x; ~x)=

=0y 13:1265 (x--x1)——oc2].7:f|2c§(x2—x),

gdzie 8(y) jest funkejg Dirac’a, a $(») jej pochodna. Poniewaz w réwnaniach wyj-
Sciowych (1) Iub (2) nie ma zadnej funkeji dysypacii, to odbywajacy si¢ w ukladzie
ruch bedzie okresowy. W celu jego okreslenia przyjmijmy, ze obserwacje ruchu
rozpoczynamy od wspohrzednej x5, czyli x(0)=x; oraz *(0)=V=0.

W dalszym ciggu odcinek luzu w ukladzie masa m przebywa ze stala predkodeia
V>0 w czasie #,, czyli JEED= V. Czas kontaktu ze sprezystym ogranicznikiem z pira-
wej strony oznaczymy przez T, a z ogranicznikiem lewostronnym przez .. Tak
wige okres ruchu 7° bedzie wynosit T=2¢,+71-+17,. Jak fatwo zauwazy¢ z wyiej
okre§lonego ruchu warunki poczatkowe dla wyzszych pochodnych s nastepujace
X (0)=X(0)=0.

Rozwiazujac réwnanie (2) za pomoca okresowej transformacyji Laplace’a wpro-
wadZmy konwencje zamiany argumentéw okresowych dystrybucji [4]:

H(x—xy)= 2 [H(t—to—nT)— H(t—to—nT—7.)],

n=0

3) 0
H(x—x)= Y [H(t=2bo—nI—1)=H(t—2t—1T=1,= 1),

n=0

przy czym, jak wynika z powyZszego,

%16 (65— X) = — 2 [6(¢—2to—nT—7,)— (=2t —nT—7,—T,)].

n=0

Po wykonaniu operacji zamiany argumentéw rownanie ruchu (2) bedzie mialo postaé

@ ¥t+o ) [H (t—to—nT)— H(t—to—nT— 1)+ 0% Z [6( — tg—nT)—

=0

—8(t—to—nT—1)) ]+ Z [H(t=2ty—nT—7)— H({t—2ty—nT~-1,— )]+

n=0

+-w?x Z [8(t—2to—nT—1,)—6(t—2t—nT—1,—T,:)]=

=0

=—u, Z [('5(t—tu—nT)—é(t—to——nT—tl)]w
=0
— o, Z (210 —nT—1,)—8(1—2to—nT—1,—7,)] .

=0
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Okresowa transformata tego réwnania przedstawia si¢ nastepujaco:
) s4%— 53x (0) —52x (0) —sx (0) — X (0) -+
ap {x[H(t—to)— H(t—to—t)+H({—2t,—1,) —H(t—2t,—7,—72)]}
+w? +

I—e—T

—sto__ 4 —slrotry) " —5{2fa+ty) __ —s{2¢pd 1t}
Ve i A’fu'l"‘fxe i +x2fu+tle o x2t0+f1+1’1€ P

2 —
"1‘(0 . l_e_sT -
se 8% _Se—s(tﬂ+1:1) Se—s(z!g+t1)_38—5(2t0+11+12)
= — - — &
1 1—e—T 2 1—e—T

Zauwazmy, Ze transformata iloczynu przyspieszenia i funkcji Heaviside’a wynosi
(6) ap {x [H{t—to)— H(t—to—t)+H(E—2t0—1)—H( -2t~ 74 —0)l}=
=ay {X}=52%—sx(0)-x(0),

gdyz ruch uktadu jest taki, ze x(1)=0 dla 0<t<to § totry SIS 2074

Uwzgledniajac powyzsze, warunki poczatkowe ruchu oraz okresowosé predkosel
ruchu, tzn. % (o4 +12) =%y 10, =%(0)=V, wyliczymy z (5) transformate
poszukiwanego przemieszezenia uldadu:

[$%5x,4-sw?x, +2V+o* V] [1- e 7]

7 X = =
@ s> 4o?) (1—e sT)
0 Vem'o— %, pp € T by 1o, g8 (@t poms Glatmitia) _
82(82+Ct)2) (1 _!:e—sT)
oy et~ 5ot oy e—s(2t0+tlj — g—5(2totrta) D (s)
s(s% -+ 1—e=sT 8(82+w?) 1—esT 1T

Jak wiadomo [3], @ (s) jest T-okresowa transformata poszukiwanego przemicszeze-
nia, a po odwréceniu funkcja pierwotna @ (¢) musi spetniad nastepujace zwigzki:
&()=x(1), t<T oraz & (£)=0 dla >T. Rozkladajac transformate &(s) na utamiki
proste i odwracajac ja, otrzymamy

®  eW=xmll-H-~Dl = F—1o) = HE~to— )]~

= 2 H (- 21— 2) ~ H =200 =7~ )|+ V [t (1= T) H (1= D)~

—V(t—to) H(t 1o)Xy yp, ({—to—T1) H(t—tp—T1)—

14
 Spgp (= 20— 11) H(t=21o— )+ V(I =T) H(=T)+_sin o (t—to) H{t—to)=

. .

xto+t1 2tett

x
s‘inw(t—to—tl)H(I—tomrj)—l—T

sinw(t—2t,— 7,y H{t—2to—11)—
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¥
"Esmw(t T)H(t——TH— {coacu(tﬁto)H(t—ro)u

—cosw(t—ty—t)) H{i—t5—1)} + 2{cosco(r 2o—T) H{t—2t5—1,) -
—cos@{t—TYH({—T)}.

Korzystajac w dalszym ciagu ze zwigzku @ ()=0, 1>T, otrzymamy warunki
okresowosci, jakie musza spelniaé parametry kinematyczne i strukturalne ukladu:

9) J.ctﬂ+1:i:'%2to+rz= -V, V=—1Ig

Warto nadmienié, ze przy wyprowadzeniu powyZszych zwigzkéw wykorzystanc
niezaleZno$é czasu t, od 74 i 7a.

ObliczyliSmy juz niewiadome parametry ruchu, mozemy wobec tego napisaé
prawo ruchu masy w przedziale czasu 0<{¢<{7. Uwzgledniajac w (8) pierwszy
zwiazek (9) mamy

(10) X(O=x,4Vi—V(t—t)H(t 1)~ V(t—to—7) H{t—ty—T)+
V
+ V(r—2t0——rl)H(t—2to—r1)+E; sinaw(t—ty) H{f— 1)+

|14 4
+; sino(t—ty—1 ) H(t—to—17,) - sinew (t—2ty—1) H{t—-2ty—14) —

Uy

[l—cosco(t—to) 1H (¢~ t0)+ [1 cosw{t—to—v | H(t—tg—1)—

[ —cos@(t—2ty — T )V H (t—2tg —1,),

gdzie 0T,

Z opisu ruchu wiadomo, ze masa przebywa luz x, — x, w czasie f, z predkoscia ¥,
wobec tego 7o=(x; —x,)/V. Postugujac sie dalej warunkami okresowoéci (9) mozemy
obliczy¢ czasy 7, i 7,:

(11 2 wV 2 —wV 0
= =—arct . T>0.
-) | T4 S arctg . nE arctg o T,

Poniewaz okres drgan 7'=2ty-}-7,-}-1,, to czestosé drgan swobodnych wyniesie

(12 o 2m W
) ST (X1 —X;3) —wV’
: T+arc tg**i-arc tg

25
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Jak widaé z powyzszego rezultatu czesto$¢ drgan swobodnych jest funkcja
wielowartoéciowa predkoéci ruchu ¥, co Swiadczy o mozliwosci wystgpowania
przebiegéw podharmonicznych przy drganiach” wymuszonych ukiadu.

Biorac za podstawe zwiazki (10)-(12) przeanalizujemy szczegdlowo mozliwe '
warianty uogolnionej charakterystyki ukladu.

2. Wezmy pod uwage charakterystyke z naciggiem symetrycznym, gdy P, = —F;,
tzn. gdy w,=—a;= o Wiedy czgstod¢ drgan swobodnych ukiadu wyrazi sig
za pomoca zaleznosci

Fi77

(13)

a @ (X —xz)
V

Jak latwo zauwazyé 7 powyiszego czesto$é drgad £ dazy do zera, gdy predkoéé
ruchu dazy réwniez do zera (2—0, gdy ¥—0). Natomiast gdy Voo, to Q-
—w/2n4-1), n=0,1, 2, ..., przy czym latwo sig domysli¢, Ze drgania swobodne
moga istaieé tylko na krzywej szkieletowej n=0. Na rys. 2 pokazano wykres krzy-
wych szkicletowych analizowanego ukladu symetrycznego jako funkeji predkosei
ruchu V.

wV
+2arctg —
&

Ve

Jak wynika z rysunku asymptotami krzywych szkieletowych sa nieparzyste
podwielokrotnosci czestodci .

Istotne dla znajomo$ci ruchu w ukladzie prawo ruchu masy mozna uzyskad
prosto z zaleznosci (10) przyjmujac o, = —oy= — .

3. Z kolei rozpatrzmy charakterystyke niesymetryczna z luzem i jednostronnym
naciagiem {«,=0). Dokonujac we wzorze (12) przejdcia granicznego x,—0-, otrzy-
mamy poprawny w rozpatrywanym przypadku wzor na czgsto$é drgan:

(14)

D

- w(x,—x,) = wV
% +?+arctg-gl~

7 analizy tego wzorn wynika, ze dla ¥—0 granica £2-0, a gdy V—o0, Q- [(n+1),
n=0,1,.... Tak wigc asympioty krzywych szkieletowych sz kolejnymi podwielo-
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krotnosciami czgstodei w. Otrzymane wyzej rezultaty przedstawia graficznie rysunek 3,
Prawo ruchu masy w ukladzie uzyskamy z zaleznoéci (10) przyjmujac «,=0. Po
przekszialceniach ma ono postaé

V
(15) x{)=x,+ VH—{— V(t—15) Jr—a—; sin oo (f—fy) —
1 vV
*%2- [1—cos co(t—to)]} H(t——to)—i—{— V(t—to—rl)-%g sin @ (t—ty—1)+

__I_

:; [l—cosw(twto——'cl)]} H(t—tow‘cl)+.{V(t—2t0—tl) -

14
_;Sinﬂ)(t—zto—fl)}H(t—zto——fi), 0-.<,t-.<_.T.

Vi

Rys. 3

4. Nastepnym mozliwym wariantem uogdlnionej charakterystyki sprezystej
‘ukladu jest przypadek jednostronnego bardzo duzego naciagu (P, ~—o0) przy jedno-
czesnym zerowym naciggu z drugicj strony (a,=0). Wykonujac we wzorze (14)
przejécie graniczne oy o0, otrzymamy

2nw

(16) 2=

20 (X —x;) 7
V

stad wynika, Ze jedli ¥—0, to 2-0 oraz jesli ¥—o0, to Q-2w/(2n+1). Warto tu
zwrécié uwage na fakt, ze asymptoty krzywych szkieletowych sa takie same, jak
przy drganiach uderzeniowych jednostronnych uktadu o jednym stopniu swobody
15} Krzywe szkieletowe ukladu dia tego przypadku przedstawiono na rys. 4.

Prawo ruchu masy uzyskamy z (15), przedtem jednak zauwazmy, ze dla =1,
1£>ty+7; mamy

Qnt+1)y -t

&y

v
{17) {E sinw (t—1y) ——[1 —cosca(t—to)]}H(t—to)+

C{)Z

‘ 14 .
+{E sin co(z—to——rl)—l—% [I—cosw (t—to—rl)]} H(t—to—7,)=0.
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Aby wykaza¢ powyisze dla ¢>#o-+7,, nalezy si¢ postuzyé warunkiem okre-
sowofci (9).

Poniewaz P;—o0, to a;—00 oraz 1,—0; wynika stad, Ze wyraZenie powyzsze
w granicy przyjmuje warto$¢ zero dla wszystkich ¢ z przedziatu 0<C¢<CT. Wobec
tego prawo ruchu masy przedstawia si¢ nast¢pujaco:

1
{18) x()=x+Vt-2V{t—ty) H(t—tp)+ V{(I—ZIO) —--&)—Sinco(t—%o)} H(t—2tg).

- AFG| ]

vi |

Xp

i
[
I
-
- Xq 7|
‘ |

|

A

—

Rys. 4

Latwo sprawdzié, Ze po odbiciu od ogranicznika przy x, predkos¢ masy zmienia znak
na przeciwny tak jak przy zderzeniu. Biorac jeszcze pod uwage te same asymptoty
krzywych szkieletowych mozna powiedzied, ze tym sposobem uzyskaliSmy moznosé
nowego opisu zjawisk drgafi z uderzeniami bez strat w ukladzie. '

5. Przejdzmy do analizy innego wariantu uogélnionej charakterystyki, mianowi-
cie do ukladu bez naciagu i z luzem, tzn. gdy P, =P, =0. Dokonujac w ogdlnym
wzorze (12) przejécia granicznego o, —0%, «,—-07, otrzymamy

T
(19) Q= , n=0,1,2,...,.

O (le— *2) +-Cut-DHn

O charakterze krzywych szkieletowych mozna sig przekonaé wykonujac przejscia
graniczne; jesli V=0, to £-+0 oraz jesli V- o0, to 2—0/(2n--1). Tak wige asymptoty
krzywych szkieletowych sg takie same, jak w przypadku naciggu symetrycznego,
lecz charakter zmiennosci krzywych jest inny. Wykres tych krzywych przedstawia
Tys. Sl 1

Prawo ruchu masy w ukladzie uzyskamy z ogélnej zaleznodei (10), przyjmujac
oy =0, =0 i biorac pod uwage, ze w tym przypadku 7, =1,=n/w. Wtedy

20 x(D)=x+Vi+ V{-i—) sinew(t—1,) —{t— rn)} H(t—1t)+
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Lo smolro=Z)-{mro-Zha o)
TV Eslnw r*“to—'a'j - t_t(}—; H t_to_; +

T i T i
- V{(t2t0 ~—) ——sin® (t—2t0 —W)}H (f—2t0——) , O,
w w @ i)

Zauwazmy, Zze predko$c ¥ mozna zastgpié amplitudyg ruchu, gdyz

oy 3 =
A:x(z‘o +“2“(—;): —X (21‘0“{—? E) .
Uwezgledniajac to, znajdziemy V= (4—x,), skad po preeksztalceniach czestosd
drgan wyniesie

PiA0) A
21 Q= 5 /3=;:>1.
(2n+1) JI'F"/}?
Wyprowadzony wyizej wzor na czesto$¢ drgan dla n=0 jest identyczny z podanym
w pracy. [6]. Tutaj jest on znacznie ogdlniejszy, gdyz uwzglednia mozliwosé wysta-

vy
h O
I ' |
il K/
fl l
|| X2 |
|= X "?_fli
Iy ;
II i
| |
!L _________ _E

A © Q

7 Rys. §

pienia przebiegéw podharmonicznych przy drganiach wymuszonych. Wykresy krzy-
- wych szkieletowych wg zaleZznodci (21) sa analogiczne do wykreséw na rys. 5 z tym
zastrzeZeniem, Ze poczatek krzywych na osi amplitud znajduje si¢ w punkeiec 4=x,.

6. Przejdsmy do rozpatrzenia charakterystyki bez luzn {x,=x,) i z naciagiem
(P15 P2+#0). PoniewaZ x, =x,, przeto czas przebycia luzu 1,=0. Uwzgledniajac to
we wzorze na czestos¢ drgan i prawoe ruchu masy, bedziemy mieli

peeo)
Q= ]

V —wV
+arc tg

oy oy

arctg

(22) V oy

&
x(t)=x, —i—; sinay pry [1—cos a)t]Jr“sz"[l —cosw(f—t ) H{t—1,)—

&
—=S [l—coso (-] H(t—z), 0<t<T.
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W szezegdlnym przypadku naciagu symetrycznego mamy o= —o,=—a, stad

Fi(0))

wV 7
2&1’Ctg7

02=

(23) .
Vo o 20
x(t):xﬁ—; s’ma)t“;ﬁ [1—cos et} +F [l—cosw(i—NH(t—1),
0<Sf<T.

Eatwo sprawdzi6, Ze jeli V-0, to 2—w{2n, a gdy V—oo, to -0/(2n+1). Wobec
tego wykres krzywych szkieletowych przypadku symetrycznego bedzie mial postad
przedstawiong na 1ys. 6. -

Vi

-

e
g ——— e —

=]

N el t——

&
*
e &

Rys. 6

W przypadku szczegdlnym charakterystyki x; =x,=0 moina tatwo wprowadzié
do rozwazaf amplitude drgafn 4=x (z/2). Wykorzystujac jeszcze warunek okreso-
wosci (11), po przeksztalceniach da sie uzyska¢ inna posta¢ wzoru na czgstodc
drgafi: ‘ ‘

7w

(24) Q= o

oatw*d

T —2arcsin

wzor ten dla n=0 jest réwnowainy wzorowi (23), a identyczny jest ze wzorem
podanym w pracy [6].

7. Nastepny wariant charakterystyki bez luzu jest bardzo wazny z punktu wi-
dzenia drgad z uderzeniami w ukladzie. Niech x;=x,, Py—0c0, P,#0. Wtedy (po-
niewaz 7,—0) czestos¢ drgait w ukladzie wyniesie

i)

v
arcig

(25) Q=

o2
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Poniewaz w rozwazanym przypadku w ukladzie nie ma Iuzu, to naciag P, mozemy
zastapi¢ przemieszezeniem statyczaym x, (v, =P /m=P, w*/k=w? x,). Pamietajac,
ze arcig x=arcctg (l/x), z zaleZnoéci (25) uzyskamy

26 Q =

( ) - — X, )

4

arcctg

a wiec formulg identyczng ze wzorem na czesto$é drgan z nderzeniami jednostronny-
mi w ukladzie [5]. Identyczne sq réwniez krzywe szkicletowe przedstawione na rys. 7.

Vi

_J

I

|
!
|
i
i
|
|
i
!
|
I
|
2w

oy

49l e e e

ale

1
5

Rl

2n+

Rys. 7

Prawo ruchu masy w ukiadzie otrzymamy przez przeksztalcenie przypadku
poprzedniego, Zauwazmy przy tym, ze dwa ostatnie wyrazy we wzorze (22), przy
wykorzystanin warunku okresowosei (9), mozna doprowadzi¢ do postaci

oy oy 2V Ty w7y
27 - [l—cosmt]—l—g [1—cosw(r—tl)]m—~w—smw t———lcos—,

w 2 2
przy czym wyrazenie to dazy do —(2¥V/w)sin wt, gdy t;—0. Wobec tego prawo
ruchu masy bedzie nastepujace:

V. 2
x(t)=x, s sinet To? [1—coswt], O=tT.
Podstawiajac jak poprzednio «,=w? x,, otrzymamy
V.
(28) x(t)=xzcoswt—~£sma)t, 0<eLT.
Wroémy obecnie do warunku okresowodel (9). Podstawiajac w nim ez =wm? x,

1 pamigtajac, ze dla tego przypadku T=r,, otrzymamy

V wT

(29) X, = _ECth'
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Wrykorzystujgc otrzymany zwigzek we wzorze (28) dostaniemy nastgpujaca postac
prawa ruchu masy w ukladzie:

-V T
(30) x(t)=_—.'—aﬁ; co8 a)(t —7),
@ sin ——

identyczna z prawem ruchu masy przy drganiach uderzeniowych jednostronnych [7].
Tak wiec mozna powiedzieé, Ze wprowadzajac nieskoniczony nacigg (Py— o)
uzyskaliémy mozliwoéé nowego opisu drgand uderzeniowych w ukladzie,

8. Na zakoniczenic warto pokazad, ze nogolniong charakterystyke rozpatrywana
w pracy da sie sprowadzi¢ do liniowej ciaglej przyjmujac x, =x, =0, a; = x, =0. Wtedy

T pAx]
(31 TR0 2= z @
prawo za$ ruchu
vV
f)=—sinwt.
(32) x(1) 5 Sine

9, Reasumujac calosé rozwazani pracy mozna powiedzied, Ze wykorzystujac
teorie dystrybucji i okresows transformacje Laplace’a uzyskano mozliwosé rozwia-
zania zagadnienia drgad swobodnych w ukladzie o charakierystyce odcinkowo
ciaglej. Rozpatrujac poszezegdine warianty tej charakterystyki otrzymano zaleznosci
na czestosé drgan i prawo ruchu masy w ukladzie. Analizujac za$ vkiad z bardzo
duzym naciggiem wykazano, Ze jest on réwnowazny ukladowi wibrouderzenio-
wemu, przez co uzyskano nowy sposob analizy drgan z uderzeniami.
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PesmomMme

CBOBOJHBIE KOJIEBAHWS
OBOBIMEHHON KYCOUYHO-JIMHEAHOM MEXAHWYECKOW CUCTEMEE

B paboTte pemaeTcs BOIPOC CBOOOIHEIX Konebarnit 0000GmeHHOl CHCTEMES ¢ 32a30p0M H HaTA-
ToM, IpEMEHAR TEOpuro oGOGHISHHEIX QyHIKUME a TAWKe OHEPATOPHOE HCIHCISHHE,

B pesyasTare MONCYETA ONPEHERHOTCs GHOPMYNH ANA YACTOTH KoneGanwit W Hayana XBH-
JHEHWS CHCTEMEL. AHannzupyd cayuail cucTeMEl ¢ Gompmrs HaTaroM ODHAPYMEHO IpM 3TOM HO-
Buii OyTh BCCTHCAOBAHAS YAAPHEIX koneGammil B cmcTeme.
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SUMMARY

FREE VIBRATIONS OF A SYSTEM WITH GENERALIZED DISCONTINUQUS ELASTIC
FORCE CHARACTERISTICS

In this paper the problem of free vibrations of a system is solved by means of the theory of
~ distributions and the Eaplace transforms method. The frequencies of vibration and the characteristics
of motion are determined in the case of various types of force characteristics. In addifion, & new
method is developed of the impact vibration analysis based upon the preliminary constraining
method.
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