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METODA FUNKCII WEASNYCH
W ZAGADNIENIACH TERMOSPREZYSTOSCI
I ELEKTROSPREZYSTOSCI (V)

W.T.GRINCZENKO i AAF..ULITKO (KITOW)

1. Wstee

Od chwili wyprowadzenia w pierwszym trzydziestoleciu ubieglego wieku pod-
stawowych réwnaft réwnowagi i ruchu cial sprezystych, gitéwnie dzicki pracom
Naviera, Cauchy’ego, Poissona i Clapeyrona, staly si¢ one przedmiotem stalego
zainteresowania mechanikdw, fizykdw i matematykow.

Nagromadzone dotad rezultaty dotyczace rozwigzaf zagadnied brzegowych
teoril sprezystoSci sa bardzo obszerne. Szezegdlowo zostaly zbadane zagadnienia
dla najprostszych (w szczegdlnosci liniowych) przypadkoéw rozkiadu naprezen
i dla plaskiego pola. Rozwigzane zostaly liczne zagadnienia stosowanej teorii zgina-
nia cienkich piyt i powlok jak réwnies zagadnienia skrecania 1 zginania pretow,
Badania te byly stymulowane gléwnie potrzeba utworzenia metody obliczen stanu
naprezenia dla réznego rodzaju elementéw konstrukeyjnych. Qozywiscie w zwiazku
z praktycznym aspektem tych badaf przy formutowaniu problemu dokonuje sig
pewnych zaloZefi upraszezajacych odnoénie do charakteru deformacji clementow
sprezystych. Do takich zalozen odnosi sig np. przyigeie hipotezy Love’a-Kirchhoffa
w teorii zginania plyt i powlok, korzystanie z zasady Saint-Venanta dla catkowego
spetnienia warunkéw brzegowych itp. W przewazajacej wigkszosci przypadkow
tego rodzaju hipotezy nie wnosza wigkszych bledéw w obliczeniach stanu naprezenia,
a jednocze$nie znacznie upraszezajg rozwigzanie problemu.

Istnicja jednakse cate klasy zagadnied brzegowych teorii sprezystosei, ktorych
rozwigzania nalezy poszukiwaé wychodzge z pelnego ukladu tréjwymiarowych
réwnan, teorii sprezystosci. Do nich naleza przede wszystkim zagadnienia brzegowe
dla cial przestrzennych, ktdrych wszystkie trzy wymiary sa w przyblizeniu jednakowe,
a w szczegélnosci zagadnienia dotyczace lokalnych obciazen i problemy ‘uécidlenia
stanu napreZenia w przybrzeznych warstwach cienkich plyt i powlok, zagadnienia
dynamiczne dla drgan wysokiej czestotliwosci, analiza kruchego zniszezenia cial
ostabionych szezelinami itp. wr

W ostatnich latach wzrosto znacznie zainteresowanie przestrzennymi zagadme-
nami teorii sprezystoéci w zwigzku z rozwojem pewnych dziedzin fizyki, lezacych
na styku z mechanika. Wéréd nich nalezy wymienié szereg dziatéw akustyki fizycz-
nej, w szczegolnosei dzialy poéwigcone piezo-ceramicznym promiennikom dzwigku
i wltradzwigkowym liniom opoinienia sygnaléw.

{) Z rosyjskiego przetlumaczyl J. BEipa.
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Znane sg powszechnie ogromne trudnosei, jakie powstaja przy rozwigzywaniu
przestrzennych zagadnien teorii sprezystosci. Wydaje sie, ze tym nalezy thimaczy¢
fakt, ze liczba rozwigzanych dotad przestrzennych zadan teorii sprezystodel jest
bardzo ograniczona. Niezwykle wygodna droga, dzigki ktdrej otrzymuje si¢ rozwia-
zania plaskich zagadnien teorii sprezystodci wskutek wlasnodei funkeji zmiennej
_ zespolonej nie ma zastosowania (przynajmniej w pelnej swej ogdlnosei) do za-
~ gadnied przestrzennych. Wykorzystywanie uogdlnionych funkeji analitycznych do
rozwigzywania przestrzennych (w  pierwszej kolejnosci osiowo-symetrycznych)
zagadniest teorii sprezystoéel rozpoczeto stosunkowo niedawno [1 1 2], Trudnosei,
jakie nalezy pokonad przy tej metodzie polegaja na znalezieniu postaci analitycznych
funkeji wogdinionych dla nickanonicznych obszardw poludnikowego przekroju ciala.

Podstawowa metoda znajdowania $cistych rozwiazan przestrzennych zagadoien
teorii sprezystosed, ktéra dotychezas byla wykorzystywana w wigkszoécl prac [31 4],
jest metoda oparta na ogdlnych postaciach rozwigzania podstawowych réwnan
réwnowagi i ruchu cial sprezystych w krzywoliniowych ukladach wspdirzgd-
nych. Posta¢ tych rozwiagzafi ma na pierwszy rzut oka rézna naturg, ale przy
bardziej wnikliwej analizie okazuje sie, 7e Tozwiazania te sg bardzo do siebie zbli-
Zone 1 w rezultacie polegajg na wyrazeniu rozwigzania przez funkcje harmoniczne
dla zagadnien statyki i przez funkcje falowe dla zagadnieft dynamiki. Najodpo-
Wiédr‘liejsze sa przy tym te rozwiazania ogolne, w ktorych wysigpwja funkcje
harmoniczne {falowe) z niskimi pochodnymi, co ulatwia ich wykorzystanie we
wspdtrzednych krzywoliniowych., W zagadnieniach statyki szerokie zastosowanie
w ostatnich latach znalazio rozwigzanie Papkowicza-Neubera, a w zagadnieniach
dynamiki — rozwigzanie Helmholtza. :

"Przy opisanych wyiej metodach rozwigzaniec zagadnien teorii sprezystosci kon-
struuje si¢ tak samo, jak w skalarnym przypadku teorii potencjalu: w postaci sze-
regéw lub calek z funkcji specialnych. Uwaza sig, Ze jest ono $cistym rozwiazaniem
zagadnienia, jeSli wspolezynniki wspomnianych szeregdw i gestodei calek moga
by¢ wyznaczone w wyraZnej postaci przez dane obciaZenia lub jeéli dany jest algo-
rytm ich wyliczenia z dowolna z géry dana dokladnodeig przy skoriczonej liczbie
operacjl,

Z powyiszych rozwazad wynika, ze moZzna prébowaé otrzymaé §cisle rozwigza-
nie przestrzennych zagadniefl teorii sprezystosci jedynie dla tych obszaréw, w kté-
rych rozdzielajy si¢ zmienne w tréjwymiarowym réwnaniu Laplace’a (zagadnienia
statyki) lub Helmholtza (zagadnienia dynamiki).

Do chwili obecnej dzial klasycznej fizyki matematycznej, poswigcony badaniom
zagadnien brzegowych teorii potencjatu, zostal opracowany wyczerpujgco [5-8].
Poza nielicznymi wyjatkami otrzymano rozwigzania zagadniefl brzegowych we wspol-
rzgdnych elipsoidainych i ich zwyrodniatych formach (ogétem 11 ukladéw wspot-
rzgdnych, w tym uklady wspolrzednych, kartezjafskich, cylindrycznych i sferycznych)
oraz we wspolrzednych cykloidainych (toroidalnych i1 bisferycznych).

Jeshi przeanalizowaé metody rozwiazywania opisanej klasy zagadnier teorii
potencjatu, to nietrudno ustalié, ze podstawowg metoda dobrze opracowany w fi-
Zyce matematycznej jest metoda funkcji wiasnych.
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Metoda funkcji wlasnych obejmuje rozdzielenie zmiennych w réwnaniach o po-
chodnych czastkowych, opisujacych dany problem we wspdlrzednych krzywolinio-
wych wybranych tak, ze brzegowi ciala odpowiada stata warto$¢ jednej Iub kilku
powierzchni. State rozdzielenia zmiennych, wystepuiace w rownaniach rézniczko-
wych zwyczajnych typu Sturma-Liouville’a, znajduje sie na podstawie pewnych
uzasadnionych fizycznie warankéw brzegowych zagadnienia. Rozwiazan rownad
rézniczkowych zwyczajnych dostarczajg potrzebne ukiady funkcji wlasnych, a stale
rozdzielenia nazywaé bedziemy wartosciami wlasnymi. Pozostaje udowodni¢ zu-
pelnoéé funkeji whasnych, tzn. pokazaé, e szereg lub calka z funkeji whasnych moze
przedstawia¢ dowolna odcinkami gladka ciagla funkcje brzegowa w danym prze-
dziale zmiennodci zmiennej niezaleznej oraz znaleié wspolezynniki rozdzielenia.
Po dokonaniu tego problem mozna uwaza¢ za rozwigzany. Takie ujecie metody
funkcji wlasnych jest niczym innym jak daleko idacym uogdlnieniem podejicia
opracowanego po raz pierwszy przez FOURIERA.

Cel podjetych przez autoréw badar polega na tym, aby rozszerzyé klasyczna
metode funkeji wlasnych na przestrzenne zagadnienia teorii spigzystodei i sprzgzone
zagadnienia elektrosprezystych drgan piezoceramicznych cial, wychodzac z ich
sformutowania w postaci wektorowych zagadniesi brzegowych fizyki matematycznej.

W przypadku oérodka jednorodnego i izotropowego réwnanie wektorowe réwno-
wagi (ruchu) posiada postaé [3]

m—1 . p d*u
grad divu—rotrotu=0, G 5

(L.1) 2 p—"3
gdzie u jest wektorem przemieszezen sprezystych, m wspotezynnikiem Poissona,
G modulem sprezystosci postaciowej, p gestoscia materiatu oraz f czasem. W rowna-
niu (1.1) pominigte zostaly sily objetofciowe réznej natury, np. sily cigzkoscl, wy-
razy zalezne od temperatury itp. Uwzglednienie ich w przypadku pél niesprzezonych
stanowi problem trywialny.

Przy rozwigzywaniu konkretnych zagadnien nalezy sformulowaé dla réwnania
(1.1) odpowiednie warunki na powierzchni ciata. Szezegdlng nwage skupiono niZej
na rozwigzaniu pierwszego i drugiego problemu brzegowego. W przypadku pierwsze-
go problemu brzegowego na powierzchni ciala dany jest wektor sit zewngtrznych,
a dla wektora przemieszczen sprezysiych otrzymujemy warunek

G divu + 1 -
(1.2) {n P {n-grad)u—+ ) nxrotuL:F,, ,

gdzie n oznacza jednostkowy wektor normalny do powierzchni ciata § 1 skierowany
na zewnatrz oraz F, wektor obcigZefi zewngirznych na S. Dla drugiego problemu
brzegowego konieczne jest okreslenie z géry w kazdym punkcic powlerzchni ciala
wektora przemicszezei '

(13) .. HIS:U“ .

Takie sformulowanie przestrzennych zagadniefi teorii spr@iystoéci jest w duzym
stopniu pokrewne sformulowaniu zagadniefi brzegowych w klasycznej clekiro-
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dynamice Maxwella [6], co pozwala zapoZzyczyé niektdre rezultaty z tej dzie-
dziny.

Juz tu nalezy wskazaé na trudnoéci, z ktérymi zwiazana jest analiza pol wekto-
rowych i na charakterystyczne osobliwodci, z ktérymi stykamy si¢ przy rozwiazywa-
nin wektorowych zagadniefi brzegowych matematyeznej fizyki. Trudnosci te zwia-
. zane sg nie tyle z rozdzieleniem zmiennych w réwnaniach wektorowych opisujgcych
badane zjawisko, co ze spetnieniem danych na powierzchni ciala warunkéw brzego-
wych. Sens tego stwierdzenia polega na tym, ze w przypadku wektorowych zagadnien
brzegowych peiny uklad wektorowych funkeji wlasnych na powierzchni ciala mozna
skonstruowaé w sposcb niejednoznaczny. Na przykiad mozma go zbudowaé zesta-
wiajgc wszystkie trzy skladowe wektora przemieszczent lub naprgzed na powierzchni
ciata z funkcji whasnych zagadnienia skalarnego S¥(¢&, #). Jednakze taka konstrukgja
wektorow wlasnych nie zawsze prowadzi do uproszczenia rozwigzania zagadnienia.
Dowolnoéé, jaka rozporzadzamy przy spelnienin wektorowych warunkdéw brzego-
wych, polega na tym, ze oprécz SY(&,n) pelny uklad funkcji Sturma-Liouville’a
na powierzchni ciala tworza réwniez pewne kombinacje ich pierwszych pochodnych
wzgledem wspélrzgdnych &, 7. Przekonywuiacym tego dowodem jest konstrukcja
ukladu wektorowych funkcji wlasnych na powierzchni kuli w przypadku zagadnien
brzegowych elektrodynamiki i teorii sprezystoéci. Rezultaty te znane sa juz od
dawna [9-12] i znalazly mocng podbudowe matematyczng w teorii grupy obrotu
[13]. Rzeczg naturalng byloby poréwnanie rozwiazania dla kuli otrzymanego przez
Lamégo [9], ktory bezposrednio wykorzystywal rozdzielenie zmiennych w réwnaniu
(1.1), z wynikami pracy [13]. Lamé zaproponowat calkowanic réwnan rownowagi
(1.1) przez zastapienie calkowania dwoma dajacymi sig kolejno rozwigzaé¢ fundamen-
talnymi réwnaniami pola wektorowego

m—1
7 ro?l:o:n=2‘1ﬂ_2 grd 9,
(1.4) divie=0,
rofu=w,
diva= 3.

Biorac pod uwage rozwigzania dla funkeji harmonicznej & w postaci szeregu
z funkcji sferycznych Laplace’a otrzymal on z réwnah (1.4) wyrazenia w jawnej
postaci dla sktadowych wektora przemieszozed, okreSlone przez same funkcje
Laplace’a i pewne kombinacje ich pierwszych pochodnych. Zestawienie rozwigzania
Lamégo z wektorami wlasnymi nieprzywiedlnych reprezentacji grupy obrotow wy-
kazato, ze obydwie formy rozwigzafi w istocie rzeczy pokrywaja sie réinigc sig
jedynie formg zapisu.

Istnieje zatem podstawa, aby przypuszczaé, ze zastosowanie metody funkcji
wiasnych do wektorowego problemu brzegowego (1.1} 1 (1.2) lub (1.1} i (1.3) z wy-
korzystaniem sposobu calkowania réwnan (1.1) przez vktad réwnan fundamental-
nych (1.4) réwniez w przypadku obszardw innej postaci pozwoli otrzymac rozwia-
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zanie w prostej i wygodnej formie, a dowdd zupetnoéci wektorowych funkcji wiasnych
nie powinien nastreczaé szczegdlpych trudnosel.

Zanim przejdziemy do przedstawienia konkretnych rezultatow uczyfimy jeszeze
jedna wazna uwagg. Bedziemy rozwaZzaé najpierw (p. 2) zagadnienia dla ciat ogra-
niczonych powierzchniami nalezacymi do tej samej rodziny tréjortogonalnego
ukladu wspélrzednych, W tym przypadku zagadnienie na warto$ci wlasne rozwia-
zuje si¢ bardzo prosto na podstawie warunkéw cigglosei pola przemieszozen Iub
warunkéw zachowania si¢ w nieskoficzonosci dla obszaréw mnieograniczonych.
Rozwigzania tych zagadnien sa punktem wyjécia réwniez dla konstrukcji rozwigzan
dla bardziej skomplikowanych zagadnied réwnowagi ciat ograniczonych réznymi
przecinajacymi si¢ powierzchniami wspohrzednych, tzw. «cial skoficzonych rozmia-
ow» (p. 3).

2. ROZWIAZANIE ZAGADNIEN BRZEGOWYCH DLA CIAXL SPREZYSTYCH OGRANICZONYCH
POWIERZCHNIAMI NALEZACYMIL DO TEJ SAMEJ RODZINY TROJORTOGONALNEGO UKEADU
WSPOLRZEDNYCH ‘

Podstawa niniejszego rozdziatu sa prace [141 15] uzupehione czgfciowo pewnymi
nowymi rezultatami. Przytacza si¢ tu jedynie najwazniejsze wzory koficowe. Proce-
dure ich wyprowadzenia i niezbgdne posrednie obliczenia mozna znalezé w cytowa-
nych wyzej pracach i zamieszczonej w nich bibliografii.

2.1. Kula (wektorowy rozklad Lamégo)

Wyrazenie dla wektora przemieszczefi we wspdlrzgdnych sferycznych p, &, ¢
zapisuje sig w postaci szeregu :

@ u= 3 S EPELPE, - MPE, 9)+wP NP, o)l
n=0 k=-—n
LE, M® i N® oznaczaja tu wektorowe funkeje wlasne na powierzchni kuli okreslone
wzorami
LE (9, p)=e, S (5, ),

i

aS® e, aS®
M® (9, g)=p grad S (9, p) =&y 55—+ T -

E

2.2) sin 9 dg

e OS©  as®

(#) — (k) = _
N8, 0)=p 1ot [0, 5P (0, D=5 o =05

gdzie e,, e, 1 e, oznaczaja jednostkowe wekfory normalne wspotrzednych, sferycznych,
gAY
S0, @) = ]/2—2:—1 %ﬁ% P®(cos §) ¢ unormowane funkcje wlasne zagad-
nienia skalarnego, P odpowiadajace im wielomiany Legendre’a.
Funkcje «radialne» 4 (p), ?¥(p) i w¥(p) dla zagadnieri statyki przyjmuje sig
w postaci funkcji wielomianowych wspétrzednej p, a dla zagadniedi dynamiki wyra-
zaja sic one przez funkcje Bessela z poldwkowym indeksem.
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Wzdr na obrét dia szeregu (2.1} ma postaé
23 U (p)Fnint-1) [eav(p)+e, wi ()] =

= f dy f fit, Lo9 (9, @)+ us M3, @) +u, N, (8, p)] sin $49.

Indeks * oznacza tu zespolone sprzeZenie.

Wzér na obrét (2.3) pozwala znalezZé réwnania dla okreslenia statych catkowania,
wystgpujacych w funkcjach radialnych. Rownania algebraiczne dla niewiadomych
rozwiazuje si¢ elementarnie, przy czym dla kazdego n uklad szdstego rzedu (przy-
padek wydrazonej kuli} rozpada si¢ na uklad czwartego 1 drugiego rzedu. Wektor
sit na powierzchni kuli ¥, réwniez przedstawiony jest w postaci szeregu (2.1), a rozwig-
zanie weale nie jest bardziej ztozone niz rozwazane zagadnienie w przemieszczeniach,

2.2, Warstwa we wspdlrzednych |kartezjuhiskich  (wektorowa transformacia
Fouriera) '

Weimy pod uwage przemieszczenie

@24 u= [ [ D) Lo, )+u@ M, )o@ Nilx, D) dedf - A=V a2 +47),

gdzie
L;t(x> y):kSA (x: y) L]
aS,1 BSA
M, (x, y)=grad S, (x, y)—l Ig,
(2.5) ' s, S,
Na(v y)=rot [kS;(x, y)]—l- =] Eoat

- i{ax+0y)

1
Sz(x,y)xge

Wzor dla wektorowego obrotu Fouriera ma postad nastepujaca:

@6) 2l @)+ @ Hlon @)= [ [ L] 6 9)+
oM (%, ) +uy NG (x, )] dxdy

Funkeje 1, (z), v, (2) 1 w,(2) w postaci zamkaietej dane sg w pracy [15). Dowolne
«gestosci catkowanian, wystepujace w wyZej wspomnianych funkcjach, znajduje sig
w spos6b elementarny zaréwno dla zagadnien w przemieszezeniach jak i'w napre-
zeniach, Rozkiad (2.4) ma zastosowanie rownieZ przy rozwigzywaniu zagadnief
dynamicznych dla warstwy,
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2.3, Warstwa we wspdlrzednych eylindrycznyeh  (wekiorowa  transformacia
Fouriera-Hanlkela)

Rozpatrujemy przemieszczenie w postaci
@D u= D' [ G DLP 0 0+ 2MP(, 9) -t 2) NOr, p) AdA.
k=-—000
Wyrazenia dla wektorowych funkeji wlasnych posiadaja postad

LY (r, 9)=kSP (. ),
a5 e, aSP.

N](k} " = () (e _
(28) i (7: @) gradSA (},l@) e, ar + » 6(3 ,
' e, aSP  as®
(k) — () s I H
NOG, @) =rot ISP (r, )l = 5=, 5
Obraét

(2.9) A e u (4, 2)+e, v, (4, 2)]+Hkw, (4, z)=

i =3
= [ dp [ [ L;90, p)+u,MP(, 0)+u, NP, 9)lrdr,
0 0

przy czym SP(r, ga)=~]~/2ﬁ.]k(/1r) e’ a funkcje wspdhzednej z, tzn, funkcie
n

uy, v 1 Wy, poktywaja sig z odpowiednimi funkcjami dla warstwy we wspdlrzednych
kartezjafiskich. ;

2.4. Warstwa we wspdirzednych parabolicznych &, y, z, kidre sq ckreslone za
pomocq wzoréw '
E2y? :
x=——7p—, y=, z=z,
(2.10) 2

0gE<oo, —co<hyp<oo, —hLzh,

Rozwigzanie ogdlne dla wektora przemieszezes u (&, #, z) w postaci catkowej jest
nastepujace;

@10 w=[Adi | QL DERE ntu( DMPE mto, (3, NG E )] de
0 -

Wyrazenie dla obrotu jest nastepujgce:

(212) A2 [ef i, (l’ Z)+err Uy (/17 Z)} +kwr (;[‘: Z) =

= [ d& [ BLIOC N4+uMIOE 4w, NJOE ] (& +2)dy .
o -] N
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W powyzszych wzorach wprowadzono oznaczenia

LP(E, m=kSPEm) ,

e, a8V e, asV

© — (£1] _—
M}- (é’ 71) gl‘ad S;_ (é’ 77) hé aé hﬂ aﬂ »

2.13) e, 5P e, OSY

N, i) =rot 689 (&, m)] =—— oy ke 8
"

-1

. ch=!nr S —
SOE = =D 1p1e (e V2A)YD _1jayulin V20 +
2¥2 n

—i-D—i/z—iz(hf ]/ZT)D—1/2+EI(_JI7T l/ﬂ)J » h=elI.

Symbol D_ 3, ;. (%) oznacza funkcje paraboliczengo walca. Funkcje zalezne od
grubosci u, (4, z), v, (4, z) i w,(4, z) znowu pokrywaja sie z odpowiednimi funkcjami
dla warstwy we wspotrzednych kartezjanskich.

2.5. Kolowy cylinder

Dobrze znane w literaturze rozwigzanie dla kolowego cylindra jest rowniez
bardzo proste w ogdlnym schemacie metody wektorowych funkeji wlasnych. Pelny
uktad wektoréw whasnych na powierzchni cylindra konstruuje sig dla pola gradien-
téw w sposdb nastepujacy:

S

“ap °

LP(p, 2)=¢,5%(p,2), MP(p,z)=e¢

(2.14)
g.k) (k) 1 i (ko —~ Az)
(k) = ——— T
Nﬂ. (@: Z) k oz H Sj, (q;, Z) o e .

Wzor dla postaci catkowe]j wektora u (r, @, z) zgodnie z ukladem (2.14) i odpowiada-
Jacy mu wzér dla obrotu sa nastepujace:

a= M [ utr, 5 LP (0, Dtulr, HMP(p, -, HNO (g, )] d,
@15 e -
e, u (v, D-+kA o, (v, D) -e,n® wy(r, )=

an oo
= [ dp [ L (g, 2)+uM® (p, )+u,Nj¥(p, 2)] dz ,
0 —o0

Fuokcje radialne w9, i w, Wyraiajai si¢ przez zmodyfikowane funkcje Bessela.
e

2.6. Stozek kolowy (wekiorowa itransformacia Fouriera-Mellina)

Korzysta si¢ tu z nastgpujacego uktadu wektorowych funkeji wiasnych we
wspdlrzednych sferyeznych: '
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e AN
L(sk) (ps Q’) :is_gk)(p: qﬂ) s Mgk)(ps gp) = s
p p 9
@19 —_—
N 9= hd , Sl , = p—sii ke
P p) e, o (P, )= ]/2 e

Rozwigzanie ogélne dla wektora przemieszezeni u(p, 9, ¢) przedstawione jest
w postaci zwyklego szeregu Fouriera i calki Riemanna-Mellina z uktadu wektoréw
(2.106):

o0 e+ ico

1 N
217, u= 2 Sni f [, (8, ) LE (p, p}+w, (3, HMP(p, 0)+

fz — 00 c—ico -y (19, S) Ngd (P; {0)] ds.

Funkcje wspéirzednej katowej 9 znajduje si¢ metoda rozdzielenia zmiennych 1 wy-
raza si¢ je przez odpowiadajace im funkcje Legendre’a stopnia zespolonego. Na
przykiad

A (8) B (s) dP”‘)
(k) (%)
sind 5 - sind Simg L2 Gl g

Q.18)  Wi(9,5)= [2——(2 s)+s]

Réwnania algebraiczne dla niewiadomych funkeji 4 (s), B, (s) 1 Cy () otrzymuje sig
7a pomoca wzort na obrot

2.19) e, s(1—5)u (8, )+es 2 (9, )+e b w (3, )=

2n oo
= [ dp [ L%, 0)+usMC (0, 0)+u, NV (o, 9} dp
o 0

PLZY CZYIM przez S (p, p) rozumiemy wyraZenie

{2.20) 30 (p, gy = |/12'rz pie—te

Przy danych na powierzchni stozka naprezeniach wszystkie obliczenia prowadzi sig

tak samo jak wyzej. '
2.7. Paraboloida obrotowa (transformacja wektorowa Fouriera-Hankeld)
Wspolrzedne paraboliczne obrotu okreslone sa wzorami

r=¢n, z=%‘"(62"n2), =0,

(2.21)
0<é<oo, Ogp<oo, O0<Lp<2n,

gdzie v, z, ¢ sa wspéhzednymi walcowymi.

Wiemy z téorii potencjatu [8], ze rozwiazanie zagadnief brzegowych Neumanna
i Dirichleta dla warstwy we wspélrzednych walcowych i dla paraboloidy obrotowej
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oparte jest na tym samym ukladzie funkcji wiasaych, Analogiczna sytuacja zachodzi
rowniez dla wektorowych zagadnien brzegowych.
Ogoélne rozwigzanie dla wektora przemieszezen u (&, 1, ¢) przedstawia si¢ naste-

pujaco:

(222) u= Z f [wk(r, HLP(, )+, (x, & OMP (0, )o@ € ONP (@, o)l vdr.

k=—c0 O

Wektorowe skladowe harmoniczne, za pomocg ktérych konstruuje sig dany rozklad,
pokrywaja si¢ scifle z funkcjami wektorowymi dla warstwy (2.8). Mamy zatem

L®(y, p)=kS¥ (1, 9) ,
0 3S(’" e, IS®
| e, as® a5

(€3] .
Nr (??5 (ﬂ) }1 a¢ eﬂ’ a}? 3

*

Ji(t)e™e; e, , e,, k oznaczaja wektory jednostkowe wspdlrzed-

i
gdrie Sk=-—
]/27z
nych cylindrycznych,

Funkcje & (7, £), v (7, &), Wi(z, §) przyjmuja postaé

1 k <
: uk(%ﬁ)“‘““[ﬁk(‘f,f)l () +-Ee (D) I, (v8) — ke (7). &y )}

(2.24) (s, ‘f)—'—[kﬁ;.(r &) k(;)+]f (T )( h(;)) Y (T)I;i(fé)],
" - "( f) ' '
W7, &)= —| fu(z, O L (x8) + “;1— ¢ +1,(z8) | S (D |-

W wyrazeniach tych o, (7)=dwjdt, fi (7, &)=f (7) (o 20) 4 E2 o (7} 1 94 (1) 53 to
nieznane gestoéci, ktére nalezy okredlié, F (z€) zmodyfikowane funkcje Bessela
pierwszego rodzaju (zagadnienie wewnetrzne dla paraboloidy).

Réwnan algebraicznych dla wyznaczenia wspomnianych wyzej niewiadomych
funkcji przy danych przemieszezeniach na powierzchni paraboloidy E=¢&, poszuku-
jemy przy pomocy wzoru na obrét (2.9), a ich rozwiazanie nie nastrecza wigkszych
trudnodci, _

Jezeli sa dane naprezenia na powierzchni paraboloidy, to rozwiazanie znajdujemy
korzystajac z rozkladu wektora przemieszezed F, na wektorowe funkecje wlasne (2.23)
postaci

oo oo

= 3 [ 20100, 9+ RO @ MO, o)t
k=0 O
+ & (z, L) NP (r, )l T d,

(2.25) 2_G
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gdzie hz]/é_ﬁ-{—rf jest warto$ciag wspotczynnika Lamégo na powierzchni parabo-
loidy, a wspdlezynniki przy wektorach wlasnych sa réwne

— 1 -2 ‘ '
RO, = — BuCe 0 L o | R ko T

I I’c (g 0)
R (Tfo

) 1”(50)] ()+kyk(r)("(§f°)),

k LA(tE) V) ;
26) PG, E) =ik (z, éo)(I(éO)) +k[r (w8 )~ (M))]d'm+

750 T

i
4-5(ji—lk(réo)——ll'(rfo)) 76 (2, 5

_ -1
20, &=~ o - (27 L) oo (Tffo)) @)+

+? fu e (1) T (18o) -

Wzér na wektorowy obrét Fouriera-Hankela (2.9) pozwala doprowadzi¢ do
kofica rozwigzanie zadania w naprezeniach w sposob analogiczny do rozwigzania
zadania w przemieszezeniach. Interesujacy jest fakt, Ze pierwiastki wyznacznikéw
uktadu réwnaf algebraicznych pierwszego 1 drugiego problemu brzegowego dla
paraboloidy obrotowej pokrywaja sig z pierwiastkami wyznacznikow charakte-
rystyczaych jednorodnych réwnan dla zagadnienia kotowego cylindra, co pozwala
nam okreslié znanymi metodami rozwiazanie dla éciete] paraboloidy.

Dia obszaru ograniczonego dwiema wspdtogniskowymi paraboloidami (powloka
paraboloidalna) zamiast algebraicznych wzorow na funkcje niewiadome otrzymuje-
my uktad dwéch réwnai rézniczkowych pierwszego rzedu o zmiennych wspdlczyn-
nikach.

2.8. Rozciggmieta elipsoida obrotowa (wekforowy roziiad Lamégo)
Wspotrzedne rozciagnigtej elipsoidy &, 7, ¢ wyraZaja sig wzorami

r=csh&sinyg, z=cchlcosy, ¢=¢,

(2.27)
0<é<o, O<p<n, O0<p<2n.

Przechodzac do wektorowych konstrukeji harmonicznych na powierzchni elipsoidy
obrotowej zauwazmy, ze skalarnymi funkcjami wlasnymi w tym przypadku, tak jak
i dla kuli, sa sferyczne funkcje Laplace’a. Nasuwa to na mysl przypuszezenie, Ze
wektorowe harmoniczne dla kuli i elipsoidy powinny sig pokrywaé, jesli odniesé
je do tej samej bazy wspdlrzednych. Za taka bazg wygodnie jest wybra¢ wspolrzedne
cylindryczne, ktdre charakteryzuja si¢ wektorami jednostkowymi osi e, e, i k
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Jesli przetransformowaé rozwigzanie dla kuli {2.1) do bazy cylindrycznej, to
zamiast wektorowych harmonicznych Lamégo (2.2) otrzymujemy nastgpujace po-
wierzchniowe funkcje wektorowe

R Ik
L9, p) = Vor P®(cos P et*e,

€,

(1;5 vz)lﬁ

- e e | S ;
RO, )= (i ] P cos et

(2.28) MP (8, g) = PU=(cos g)eive,

Zatem rozwigzanie ogdlne dla wektora przemieszezeh w przypadku elipsoidy obro-
towej powinno mieé postac
n+1

229) u= 2 N WREOLL @, 9P OMP (1, )P O NP, o).

n=0 k=-n-1
Po podstawieniu rozkladu (2.29) do réwnari (1.4) otrzymamy nastgpujace wzory
na funkcje o wspdirzednej ¢&:
Im—4 PP (ch¢)
m 2n+1

WO =(Cl0—ch? E42 ) PP — (

: z(%m h &P (ch cf)) A —A2 D,
F

(2.30) V2 49(E) =(C® — ch? £4%V) Py N(ch &)-BW P=1(ch &)~

(1(1;2;—((21;;13); (AR, — AL ) ch EPYT P (ch ),

V24P ()=(CP—ch? E4R Y PUHD (ch &)~ BP PEH D (ch &)~

gdzie P¥(ch &) sa unormowanymi wiclomianami Legendre’a drugiego rodzaju,
a A®, B i C®W— stalymi catkowania.

n 2 n

Rdwnania algebraiczne dla okreélenia statych calkowania Wyprowadmne zostaty
przy wykorzystaniu wzoru na obrot

@30 e (uf,"’(é)+v$f"(é))+ze¢ (5 (&)~ @)+ (&)=
= f dp [, L3 1, 9+ (e~ i )MGP (1, )+ (o4, ) N3O o, 9)] sinr dip
0

Jesli wprowadzi¢ nowe zmienne calkowania

(2.32) CO=CW_cn2Z, AR, BW=B® AP=4® —4P,,
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to otrzymane dla nich rownania algebraiczne daje sie rozwigzaé oddzielnie dla do-
wolnych ustalonych wartodci n i k. Taka sama sytuacja zachodzi dla zagadnien
w naprezeniach, Natomiast w przypadku wydraZzonej elipsoidy rozwiazanie podsta-
wowych problemdw brzegowych sprowadza si¢ do nieskoficzonego ukiadu réwnail
algebraicznych specjalnej postaci. Uklad ten po dokonaniu przeksztalcesi asympto-
tycznych redukuje si¢ do skoficzonego ukladu réwnan algebraicznych z odpowiada-
jaca jego rzedowi liczba niewiadomych.

2.9. Klin (pierwsze zagadnienie brzegowe)

Sciste rozwigzanie drugiego problemu brzegowego dla przestrzennego kiina otrzy-
mano w pracy [16] korzystajac z przeksztalcenia calkowego Kontorowicza-Le-
biediewa. Oczywiscie rozwiazanie pierwszego problemu brzegowego dla klina
(w napreZeniach) réwnieZ opieralo si¢ na wzorach przeksztalcenia catkowego Konto-
rowicza-Lebiediewa.

W wyniku przeprowadzonej analizy wykazano, Ze ostateczne rozwiazanie pro-
blemu z danymi napr¢Zeniami na krawedziach klina p= 3¢, sprowadza sie do
réwnania funkcyjnego

(2.33) w() o(u—2)-+y (W) o (@ eu+2) =5y,

gdzie w (u) jest pozostajgca do okreSlenia funkcja holomorficzng w paémie IR, pl < 2,

oc(u)=2—(;”3__5-)~i(ﬂ_2) cte 4o — et (1—2) pol

@34) BUD =5y B (2) po— (u-+2)otg o],

sin? 20, ]
cos zupy —cos 4y 1’

()= — [oc(ﬂ)+ﬁ(u)+4ctgwo

oraz gdzie f () jest znana funkeja zalezna od obcigzen.

W réwnaniu (2.33) funkcja @ (x) jest funkcja parzysta argumentu u, a wszystkie
pozostale funkcje sa nieparzyste wzgledem .

Rdwnanie funkcjionalne (2.33) latwo przcksztalca sie do réwnania calkowego
Fredholma drugiego rodzaju. Jego rozwiazanic mo?na sprowadzi¢ réwniez do
wogdlnionego (wg 1. N. WekUYD’A) problemu brzegowego Hilberta.

3. ROZWIAZANIE ZAGADNIEN BRZEGOWYCH TEORIT SPREZYSTOSCI DLA CIAL
' 0 SKONCZONYCH WYMIARACH

Dotychezas rozpatrywalismy zagadnienia brzegowe dla cial ograniczonych po-
wierzchniami nalezacymi do tej samej rodziny powierzchni tréjortogonalnego ukladu
wspohrzgdnych. Rozwiazania tych zagadniend sa jednoczednie punktem wyjécia do
konstrukeji rozwigzania dla bardziej ztoronych zagadnied rownowagi cial ograni-
czonych réZznymi przecinajacymi si¢ powierzchniami, dla tzw. cial o skoriczonych
"wymiarach.
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Wiyrazenie wektora przemieszczenia (naprgZenia) na powierzchni ciala sprezyste-
go pizez wektorowe funkcje wlasne zagadnienia brzegowego pozwolilo w p. 2
nie tylko efektywnie i ogdlnie rozwigzaé problem zagadnienia brzegowego, lecz
réwniez znacznie uprodcito metody okreslenia zawartej w rozwigzaniu ogélnym
dowolnoéci odno$nie do danych warunkdw brzegowych (wzory na obrét). Co
si¢ tyczy zagadniefi brzegowych dla ciat o skoficzonych wymiarach, to pojawiajace
" sig tu przy spetnieniu warunkéw brzegowych trudnosci sa dalekie od trywialnych
1 wymagaja oddzielnego rozpatrzenia.

W chwili obecnej do rozwiazania tej klasy zagadnien brzegowych teorii spre-
zystodel najezedciej wykorzystuje sie dwie metody. Pierwsza z nich, ktéra w pracach
A.I LURIEGO otrzymala nazwe metody jednorodnych rozwiazafi, wywodzi swdj
poczatek od prac P. A. Szirra i W. A. StiExLowA. Najpetniejszy poglad o charakte-
17e tej metody i otrzymanych za jej pomoca rezultatach mozna znalezé w przegla-
dowej pracy L 1. Worowicza [17].

Druga metoda do badania zagadnief brzegowych dla cial o skonczonych wy-
miarach opiera si¢ na idei preedstawionej przez Lamégo w jego wyktadach na temat
teorii sprezystoéei [18]. W pracy swej Lamé rozwaZza mozliwos¢ otrzymania rozwiag-
zania §cistego pierwszego problemu brzegowego dla sprezystego prostopadloScianu.
Rozwiazanie ogdlne problemu, tzn. rozwigzanie odznaczajace sig dostateczna do-
wolnoécia funkcji dla spelnienia warunkéw brzegowych na catej powierzchni prosto-
padtodcianu, Lamé buduje w postaci superpozycji trzech rozwigzafi dla periodycznie
zamocowane] warstwy.,

Spetnienic warunkéw brzegowych na powierzchni prostopadloécianu doprowa-
dzito do konieczno$ei rozwiazywania nieskoficzonego ukiadu liniowych rownan
algebraicznych na stale catkowania wystgpujace w rozwigzaniu ogdlnym. Lamé
nie zajmowat si¢ analiza otrzymanego uktadu, a tym bardziej jego rozwigzaniem
liczbowym. Otrzymany rezultat dat mu podstawe do scharakteryzowania problemu
teorii sprezystosci dla prostopadioscianu w nastepujacy sposob: «Jest to swego
rodzaju zagadka zastugujaca na éwiczenia we wnikliwodei analitykdw tak, jak stynny
problem trzech cial w mechanice nieba».

W r. 1890 MaTHiEU [19] wykorzystujac metode Lamégo rozwazal zagadnienie
teorii sprezystoéci dla prostokatnej ptyty. Praca Mathieu charakteryzuje si¢ tym,
7e zawiera prébe otrzymania liczbowych charakterystyk stanu napreZenia na pod-
stawie rozwiazania nieskonczonych ukladow. o

Do chwili obecnej metoda Lamégo miata szerokie zastosowanie przy rozpatry-
waniu zagadnien teorii sprezystodci dla cial o skoficzonych wymiarach. Rozwazymy
tu szereg zagadnien tej klasy w ramach metody Lamégo, dajacych pojecie o charak-
terze wystepujacych trudnodei i o sposobach ich pokonywania.

Idea Lamégo daje w efekcie mozliwodé rozwiazania tylko pierwszego problemu
pojawiajacego si¢ przy rozpatrywaniu problemu brzegowego dla ciala sprezystego,
mianowicie problemu formalnej konstrukcji ogélnego rozwigzania problemu brze-
gowego. Rozwazaé bedziemy teraz problem brzegowy teorii sprezystoéei dia ciala,
ktorego powierzchnia S jest utworzona przez czesci powierzchni o;==const. Zalo-
zenie to naturalnie ogranicza krag rozpatrywanych zagadniei do tych, ktdre posia-
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daja efektywne rozwigzanie w ramach metod przedstawionych w p. 2. Ogdlne
rozwiazanic problemu brzegowego dla skonczonego ciala sprezystego konstruujemy
w postaci sumy

N
3.1) n= >'u,

gdzie N jest ogdlng liczba powierzchni «;=const, tworzacych powierzchnje S.

Wykorzystanie wzoru (3.1} dla wektora przemieszczen sprezystych prowadzi do
dosyé skomplikowanych zwigzkéw w postaci nieskoficzonych uktadow réwnat
algebraicznych i singularnych réwnan calkowych. Zatem problem znalezienia efek-
tywnego algorytmu w celu otrzymania liczbowych charakterystyk rozwazanych pdl
jest w bardzo Scisty spos6b zwigzany z rozwigzywaniem nieskonczonych ukladéw
i réwnan catkowych.

Najprostsze (parzyste) zwiazki oméwionej wyzej postaci otrzymamy dla szeregu
plaskich i osiowo-symetrycznych zagadnien teorii sprezystosci. W zaleZnoscl od
geometrii obszaru i przyjetego sposobu przediuzenia warunkéw brzegowych na
calkowita powierzchni¢ ciala dochodzimy do jednego z nastgpujacych typow
wzordw [20]: '

xn = 2 akr:yk—l_‘xn ]

(3.2) _ =
ynm Z bkn xk+ﬁn ;

k=1

oo

X= | adOy@dtte,,

0

(3.3) o
pO= D bl x+B0);
x()= | a(t, )y dsta(),
(G.4) ¢

p(F) = f b(t, ) x(s)ds+p(1).

Niewiadome w zwiazkach (3.2)-(3.4) okreélaja wspolczynnili nieskoficzonych sze-
regéw i gestosci we wzorach catkowych, wystepujacych w wyrazeniach na wiel-
koéci charakteryzujace naprefeniowo-odksztalceniowy stan ciala sprezystego.
Co sig tyczy rownan (3.2)-(3.4), to latwo mozna udowodni¢ ich regularnosé,
tzn. zbudowad rozwigzanie metoda kolejnych przyblizen. Tym samym ogdlna forma
rozwigzania (3.1) przestaje mie¢ charakter czysto formalny. JednakZe problem
znalezienia wiarygodnych ilofciowych charakterystyk p6l przemieszezen 1 naprezen
wymaga pelnej analizy zwiazkéw (3.2)-(3.4). Konieczno$¢ takich badad wynika
chociazby z faktu, ze niewiadome wystepujace np. w réwnaniu (3.2) sa wspdlezynni-
kami szeregéw Fouriera i dla ich sumowalno$ci konieczna jest znajomos$¢ charakieru

Rozprawy Inzynierskie — 7
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zmniejszania sig wspdtezynnikéw ze wzrostem wskaznika, tzn. znajomosé asympto-
tycznych wiasnofci niewiadomych funkeji wystepujacych w (3.2)-(3.4).

W tym kierunku interesujace rezultaty otrzymat B. M. Korarowicz {2} ba-
dajacy przypadek réwnan (3.2). Jednym z wainiejszych jego wynikow jest prawo
asymptotycznych wyrazeri, ustalajgce warunki, przy ktérych niewiadome w ukladzie

~(3.2) posiadajg nastgpujace whasnosei:
(3.5) limx,=limy,=as#0.
H—CO n—00
Rezultaty B. M. Kojatowicza tatwo mozna uogélnié na wzory (3.3) i (3.4), zakladajac
cigglo&é funkcji, ktére ustalamy na powierzchni ciata dla wektora przemieszezen
lub naprezem.

Przy rozwiazywaniu zagadnief spreZystoscl opisang wyzej metoda wazna oko-
licznoécig jest to, #e prawo asymptotycznych wyrazefi okazalo si¢ poprawne dla
wzoréw (3.2)-(3.4). Fakt ten pozwala sformutowaé szereg wainych uwag o mozli-
wosciach zbudowania rozwigzafi efektywnych w ramach danej metody. Przede
wszystkim prawdziwosé zwiazkéw (3.5) i analogicznych do nich réwnan (3.3)-(3.4)
wskazuje na znaczne pogorszenie zbieznosci szeregéw 1 calek na powierzchni ciala
sprezystego w poréwnanin ze zbieznoscia, jakiej nalezaloby oczekiwaé wychodzac
7 rézniczkowych whasnosci funkeji, wystgpujacych w warunkach brzegowych,
T tak na przyktad przy obliczaniu napreen obwodowych w érodku przekroju po-
przecznego krétkiego cylindra (problem sprowadza si¢ do ukladu (3.2)) nalezy
sumowaé szereg, ktorego zbieznosé jest taka sama, jak dla szeregu o wyrazie ogdlnym
(—1)"/y/n. Zatem dla obliczenia naprezen z doktadnosdcia do 17 nalezy rozpatrywad
skotficzony uklad odpowiadajacy (3.2) z drziesiatkami tysiecy niewiadomych, co
powoduje, Ze problem staje sig nierozwigzalny nawet za pomoca wspélczesnej tech-
niki obliczeniowe;j.

Dagzenie niewiadomych w réwnaniach (3.2)-(3.4) do wartodci stalej ze wzrostem
wskaZnika lub argumentu sprawia, Ze wyraZenia dla przemieszczes (naprezen)
dla kazdej sktadowej w rozwigzaniu ogdlnym (3.1) maja osobliwoéé przy podcho-
dzenin do naroznych punktéw obszaru. Jednakze w zwigzku z pokrywaniem sig
warto$ci nieznanych funkeji na brzegu obszaru osobliwoéci te wzajemnie sie likwidu-
ja i naprezenia (przemieszezenia) maja w punktach naroznych dla obydwu podsta-
wowych probleméw brzegowych w pelni okreslone skoficzone wartosci.

Nalezy zauwazyé, ze po okresleniu zachowania sie niewladomych w ukladach
réwnaf (3.2)-(3.4) pojawia si¢ mozliwo$é znacznego ulepszenia metody redukcii.
I tak na przyklad przyjmujac x,=xy(@=N) i yp=yu(m=M) dia dostatecznie
duzych N i M, po tozwigzaniu skoficzonego ukiadu réwnan mogzemy znalezé
przyblizong wartosé wszystkich niewiadomych w (3.2). Wielkosei ¥ i M nalezy tak
dobieraé, by warunki brzegowe spetnione byly z zadana dokladnoécia. Jak wykazuje
doswiadczenie obliczeniowe, niewiadome w (3.2)~(3.4) dostatecznie szybko przyjmuja
wartosci asymptotyczne i przedstawiona wyzej metoda jest dostatecznie efektywna
[20, 22 i 23].

Otrzymane przy rozwazania réwnarn (3.2)-(3.4) rezultaty posluzyly za podstawe
do rozwiazania innych zagadnierl przestrzenne; teorii sprezystoci, prowadzacych
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do bardziej skomplikowanych zwiazkéw niz réwnania (3.2)-(3.4). Do nich zaliczyé
mosna zagadnienia dla wydrazonego krotkiego cylindra, Scigtego stozka i otwartej
powtloki kulistej, zagadnienia osiowo- mcsymetrycznej deformacji cylindra 1 warstwy
z cylindrycznym wydraZzeniem.

Mozliwo$é rozwigzania do konca zagadnienia o osiowo-niesymetrycznej defor-
macji warstwy spigzystej pozwala otrzymad iloSciowe oszacowanie bledu dla Klasycz-
nej teorii plyt przy analizie koncentracji naprezeni [22]. Oszacowania te wykazaly,
7e bez wzgledu na’ asymptotyczng niezgodnodé teoril Scislej i przyblizonej granice
stosowalnosci teoril przyblizonej sg bardzo szerokie.

Rezultaty rozwigzafi konkretnych zadan dla cial sprezystych o skonczonych
wymiarach w kartezjafiskim, cylindrycznym i sferycznym ukiadzie wspétrzednych
przedstawione zostaly w cytowanych wyZej pracach jak réwniez w publikacjach
[23-26].

4, SPRZEZONE ELEKTROSPREZYSTE DRGANIA CIAL PIEZOCERAMICZNY CH

Praktyczne wykorzystanie piezoceramiki wiaZe si¢ z mozliwoscia poslugiwania
sie elementami piezoceramicznymi do elektromechanicznego przeksztalcania energii.
Na tej wlasnosci piezoceramicznych elementéw opieraja sig t0Zne techniczne urza-
dzenia, ktére znajduja szerokie zastosowanie w hydroakustyce, w technice pomiaro-
wej, w filtrach czestotliwoéei i podzialu kanaltéw lacznosei, w falowodowych liniach
opéinienia sygnaléw mna falach z dyspersja 1 bez dyspersji, w uwrzadzeniach do
ultradfwickowego oczyszczania, defektoskopii, sterowania, obrébki, spawania,
spajania itp.

Zabezpieczenie niezawodnosdcl pracy takich urzadzen zwiazane jest z konieczno-
$cig badania pola elekirycznego i pola przemieszczen mechanicznych. Mechaniczna
strona zjawiska odgrywa tu nie bagatelna role i np. w problemach konstrukeji
hydroakustycznych wypromiennikéw duzej mocy dynamiczna (cykliczna) wytrzyma-
toéé jest czynmikiem decydujacym o wymiarach Konstrukcji.

Zlinearyzowane réwnanie stanu dla uprzednio spolaryzowanej ceramiki (piezo-
ceramiki) otrzymal U. Mezow [27 i 28] wychodzac z nieliniowej teorii efektu elektro-
strykcyjnego. Po wykorzystaniu teorii Mezona réwnania sprzg¢zonych elektrospre-
zystych drgafd piezoceramicznej warstwy (uprzednio spolaryzowanej wzgledem
gruboéei) we wspdirzednych cylindrycznych maja postac

_cf_z __3_( Bu,,) —Cﬁz—u C3a—Cry 02 u,._l_ . O chter, Pud
r ar | 2 T g Tggr e 2r  ardd
clzw?’c22 u, Py 3240
@4.1) -+ 2 +(‘312+c44) Oz =P a2 Py +(eiz+915) oroz
ng Puy iz - 652 o sz - 5'1122 i( 3%) 3ci,—c5, Ou, n
Pz 9> w2 T 2y A\ or 22 29
ngJFsz % u, Gy cfyhel, Pug _ Puy  enxtes 0p

E

or ared % gz Ty agaz T oar r 398z’
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Pu, ¢, 0 { ou ek, 2Pu,
41 £ z _‘*_‘t( ;) aq
([Cli]) Ci1 az2 b r aF 2892 +(C44+612)a az
ek, du  citel, Qug & u, g
Ty ez =p g Tl T
r oz ro d8az T ot oz

32 615 5§0 els azgo
_i—elSaz T oy D y2 agEe

?e 1 @ ng 1 2%y % u,
Bt T e e\ e T e | T T T
e,s & ( auz)_els 0% u, d (8ur u,)

T VU a T e et

eates 0Fu
F 298z’

u,, uy, i, 1 @ oznaczaja tu odpowiednio skiadowe wektora przemieszczen oraz po-
tencjal elektrostatyczny, cf,, ¢5,, ¢, 1 ¢5, sa modulami sprezystoscl, e,y €15 1 €55
piezomodutami, a &,, &5, stalymi diclektrycznej proporcjonalnodci osrodka.

Ogdlne rozwigzanie réwnat sprzezonych elektrosprezystych drgan warstwy
(4.1) dla ustalonych w czasie drgafi harmonicznych mozna otrzymac metoda wekto-
rowych funkeji wlasnych przedstawiona w p. 2 niniejszej pracy.

Zgodnie z punktem 2.3 rozwiazanie ogdlne dla wektora przemieszezen nalezy
przedstawi¢ w postaci szeregn Fouriera-Tlenkela, a dla skalarnej funkeji ¢ postuzyé
sic rozlozeniem w szereg wedtug funkcii S37(3, r):

o8] o
u(r, 9,z,0=e 3 [ [w (L)LY, 9+
“2) TR0 L (A DMP(, o, NP, DAL,
[e=] =]
o, 8,2, 0= M | 9.(1, 5P, HAdh.
k=—00 O

Po podstawieniu wyrazef (4.2) do réwnafl drgad (4.1) otrzymujemy dla funkcji
grubosal u (A, £); 2 (4, 2), w (4, 2) 1 95 (4, 2) ukiad czterech réwnan rézniczkowych
zwyczajnych o statych wspdiczynnikach, ktérego scalkowanie nie przedstawia
szczegblnych trudnodci. Powstale przy tym dowolne funkeje catkowania okresla sig
z danych warunkéw dla mechaniczaej i elektrycznej skladowej pola sprzeZzonego
na krawedziach warstwy. :

Warunki dla mechanicznej czesci problemu formuluje si¢ w takiej samej formie
jak dla problemu niesprzezonego. Dla elektrycznej czgéci problemu najezefeie)
okre§lamy z géry résnice potencjaléw na krawgdziach warstwy (obszar wypromienio-
wania). _

Przyklady obliczefi numerycznych dynamicznego stanu naprezenia 1 pola
elektrycznego dla phaskich i cylindrycznych wypromiennikéw podane sa w pracach
[29 1 30].
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PeswomMme

METO COBCTBEHHBIX (BEKTOPHLIX) OVYHKLIHN
B IIPOCTPAHCTBEHHBIX 3AHAYAX TEPMOVIIPYI'OCTH
W CBAIAHHOH DIEKTPOYIIPYIOCTH

1lems paBoTH COCTOWT B DACHDOCTPAHEHWH XIACCHYECKOTC MCTOf@ CoOCTBeHHBIX dyHKmmi
Ha TpOCTPAHCTBEHELIC 3a0AYH TEOPHH YEDYTOCTH M CBA3AHARIE 3aa4y JMEKTPOYNPYTAX KoneOaruil
IILC30KSPAMIMECKHR TCT.

PaccMaTPRBAIOTCS CHENYIOIITe 3aATE PAsEOKeHEs B2 coBCTBERAE BekTop-dyHinme: chepa,
CI0 B JEKAPTOBSIX KOOPIHHATAX, CHOL B TTHTHHPHICCKHEX KOOPIMHEATAX, CHOH B mapabonuyecknx
KOODPEMEATAX, KPYIOBOK LHIHHAp, KPyrosoi KoHyc, mapaloiouy BPAMEHNS, BhITAHYTHE BILTHI-
COM7| BpATICHWA, KNWH W TPAHWYHEE 3A7AYA Ml Tell KOHeYHBIX PA3MEpOoB.

SUMMARY

THE METHOD OF VECTOR EIGENFUNCTIONS IN THE PROBLEMS OF THERMO-
ELASTICITY AND COUPLED ELECTRO-ELASTICITY

The aim of the paper consists in the application of the classical methods of eigenfunttions to
the spatial problems of elasticity and the coupled problems of clectro-elastic vibrations of piezo-
ceramic bodies, The eigenfunction expansions have been presented in the following cases: a sphere,
a layer in Cartesian and parabolic coordinates, a circutar cylinder and a cone, a paraboloid ce
revolution, an clongated paraboloid of revolution, a wedge, and the problems concerning finitf
regions.

Praca zostala ziptona w Redakdii diia 31 maja 1971 ¢,





