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ROWNANIA MACIERZOWE TARCZOWNICY PRYZMATYCZNE]

JADWIGA POPLEWSK A [ KAZIMIERZ WRZESNIOWSKI (POZNAN)
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ZESTAWIENIE WAZNIEISZYCH OZNACZEN

grubosé tarczy,

wysoko$¢ tarczy (miedzy podiluznymi wezlami),

poziomy rzut wysekosci fi,

podiuzna rozpigtosé tarczownicy,

liczba tarcz,

liczba kombinacii obcigzenia,

modul sprezystosci podluznei,

wspoblezynnik naprgZenia,

wspolezynnik odksztalcenia,

moment bezwladnosci tarczy,

moment bezwladnoéci paska plyty,

jednokolumnowa macierz pionowych sit wezlowych R; przenoszonych
przez ziozony uklad tarczowo-plytowy,

jednokolumnowa macierz pionowych sit wezlowych R; przenoszonych
przez uklad tarczowy,

jednokolumnowa macierz pionowych sit wezlowych RY przenoszonych
przez uklad plytowy,

jednokohrmnowa macierz sit tarczowych P, wywolanych dziataniem
obcigzenia R,

macierz transformacii sit RY,

sila styczna dzialajgca wzdtuz krawedzi tarczy (na jednostke di‘ugosc:
krawgdzi),

sila stytzna dzialajaca wzdluz krawedzi tarczy,

moment tarczowy odpowiadajacy dzialaniu tylko obeigzenia P,
moment tarczowy odpowiadajacy dzialanin tylko sit T,

wypadkowy moment tarczowy,

kat obrotu wezia,

kat obrotu tasczy,

macierz naprezen ukladu tarczowego,

macierz odksziatcen ukladu tarczowego,

macierz sztywnosci ukiadu tarczowego,

macierz momentow uklade plytowego,

macierz sztywnosci ukladu plytowego,

macierz odksztalcent uldadu ztozonego,

magcierz sztywnosci ukladu zioZzonego,

poprzeczny moment plytowy na brzegu tarczy,

picnowe przemieszezenie krawgdzi,

podinzne naprgzenic normalne na brzegu tarczy.
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Rozwdj teorii tarczownic datuje sie od r. 1930. Pierwsze prace H. CRAEMERA
[11 i G. EnLErsa {2] dotyczyly teorii blonowej, nie uwzglednialy bowiem wplywn
nieréwnomiernego przemieszezenia krawedzi na wielkod¢ sit przekvojowych. Lata
nastepne przyniosly znaczng liczbe prac uécilajacych teorie tarczownic. W r. 1965
G. PowzLL [3] dokonal ogdlnego podsurnowania i usystematyzowal opracowane
. metody obliczania tarczownic, dzielac je na Sciste i przyblizone.

W pracy niniejszej przedstawia sie jedna z metod bezposrednich, nalezgca do
grupy metod przyblizonych. Réwnania teorii tarczownic pryzmatycznych podane
zostang w zapisiec macierzowym. Podobne sformutowanie znajdujemy u SCORDELISA
[4] z tym zastrzeZeniem, ze w przedstawionej ponizej pracy rozpatrywany bedzie
przypadek ogdlniejszy, mianowicie zaklada sig, ze poszczegdlne elementy tarczowni-
¢y s wykonane z réznych materialéw (E zmienne) oraz wprowadza sig wspolezynni-
ki Cy i C, dla naprezenia i odksztalcenia w postaci funkcji x, co pozwala na bez-
podrednie okreslenie warto§ci naprezef i odksztalcen w dowolnym przekroju. Do
wyznaczenia jednostkowych sit tarczowych wystepujacych w macierzy transforma-
cyjnej B wykorzystano zaleznodci geometryczne konstrukcji, podezas gdy Scordelis
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Rys. 1

postuguje si¢ w tym przypadku zasada prac wirtualnych, W pracy niniejszej zastoso-
wano réwniez odmienny od przyjetego przez Scordelisa sposéb znakowania napre-
Zefl, mianowicie ogélnie stosowany w teorii belkowej.

Rozpatrywana bedzie tarczownica przedstawiona na rys. 1, jednoprzestowa,
swobodnie podparta na poprzecznych przeponach, wielofalowa, na ktéra dziala
obcigzenie zmieniajace si¢ (we wszystkich plaskich elementach tarczownicy) w kie-
runku podtuznym wg tej samej funkeji. Jednakowa funkcja obeigzenia we wszystkich
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‘elementach jest konieczna ze wzgledu na zastosowanie w niniejszej pracy rachunku
macierzowego. Omawiane rozwigzanic moze mieé réwniez zastosowanie w przy-
padku obcigZenia zmieniajacego sig w poszczegélnych elementach wg réznych, fun-
keji. Wowezas dziatajgce obciaZenie zastgpujemy réwnowaznym w. taki sposéb,
aby w poszezegolnych elementach byla zachowana jednakowa zmiennoé¢ obciaZe-
nia w kierunku podluznym (nicktére elementy mogg byé nieobciaZone); kolejne
przypadki rozpatrujemy oddzielnie, a wyniki ostateczne otrzymujemy korzystajac
z zasady superpozyciji.

1. WPROWADZENIE

W grupie metod przyblizonych jako matematyczny model obliczania konstrukeji
tarczownicowych przyjmuje si¢ uklad plyt opartych sprezyscie wzdtuz krawgdzi
na idealnym ukladzie tarczowym.

Praca takiego modelu analizowana jest przy nastgpujacych zaloZeniach:

1. Material jest jednorodny, izotropowy oraz liniowo-sprezysty.

2. Do modelu odnosi si¢ zasada superpozycji.

3. Przemieszczenia sa male w stosunku do grubosel tarczownicy.

4. Konstrukcja jest catkowicie monolityczna; krawedzie tarczownic, tj. podluzae
wezly, traktuje sig jako sztywne (nie ma zadnego wzglednego obrotu ani réwnolegle-
go przesuwu dwdch sasiadujacych elementow wzdiuz ich wspélnej krawedzi).

5. Przepony sa nieskoficzenie sztywne we whasnych paszezyznach i nieskoricze-
nie wiotkie w plaszczyznach do nich prostopadiych.

6. Gdy wszystkie tarcze sa stosunkowo dlugie w poréwnaniu z ich szerokoscia
(1/h= 3) oraz szerokie w poréwnaniu z gruboscia (/b= 5), przyjmuje si¢ dodatko-
wo, ze dla tarczy speinione sa nastgpujgce zalozenia: a)'iginanie tarczy odbywa si¢
w kierunku podluznym; podtuzne naprezenia normalne moga by¢ okreslone wediug
teorii belkowej; tak wigc zmiana napreZen normalnych jest linjowa na przekroju
tarczy; b) poprzeczne napreZenia nermalne mozna pominaé; ©) naprezenia styczne
maja znikomy wplyw na odksztalcenia konstrukcji; w réwnaniach réwnowagi
uwzglednia si¢ tylko napreZenia styczne krawedziowe.

Natomiast dla plyt spelnione sa nastepujace zalozenia: d) zginanie plyty jest
zasadniczo jednokierunkowe — w kierunku poprzecznym, efekt zginania podiuinego
mozna pominaé; e) ze wzgledu na maly wplyw na pracg konstrukeji pomija sig
naprezenta styczne.

7. Ze wzgledu na ciaglosé konstrukeji (punkty a, b i ¢) i jej rownowage {(punkty
d, e i) w zespole ukladu tarczowego i plylowego muszg byé spelnione nastgpujace
warunki. Sa sobie réwne: a) katy obrotu przekrojéw na krawgdziach przecigeia
sie dwoch sgsiadujacych elementéw uktadu plytowego; b) priemieszezenia tych
samych krawedzi vktadu tarczowego i ptytowego; ¢) podiuzne odksztalcenia na
krawedziach stykajacych sig elementéw ukladu tarczowego. Sa sobie rowne co do
wartofci bezwzglednej, ale maja rézne zwroty: d) reakcje ukladu plytowego i ob-
cigZenia dzialajace na vklad tarczowy; €) sily §cinajace, dziatajace wzdtuz wspolnej
krawedzi sasiadujacych ze soba clementow sktadowych ukladu tarczowego;
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fy momenty poprzeczne dziatajace wzdhiz wspdlnej krawedzi sgsiadujacych elemen-
tow uldadu plytowego. .

Analiza tarczownicy przeprowadzona jest w dwdch etapach. W pierwszym etapie
uklad plytowy traktowany jest jako plyta ciagla oparta na niepodpartych podporach,
cordéwnoznaczne jest z wprowadzeniem na krawegdziach 1, 2, ..., n—1 sit zewnetrznych

podtrzymujacych, réwnych reakcjom plyty ciaglej obcigzonej cigzarem wlasnym

Ukfad
o plytony

Uktad
farczowy -

Rys. 2

uzytkowym (rys. 2). Pod wplywem takiego obciazenia R w ukladzie plytowym
powstaja momenty zginajace m!, natomiast uklad tarczowy (ze wzgledu na dziatanie
isit zewnetrznych Ry, R,,...,R,_;, ktére lacznie z obcigZeniem zewngtrznym g
tworza uktad sit bedacy w réwnowadze) pozostaje nienapr¢zony.

Rys. 3

W rzeczywistosci sity podirzymujace nie istnieja. Dziatanie tych sit trzeba zlikwi-
dowaé wigc sitami przeciwnie skierowanymi, dzialajgeymi na tarczownice wzdhuz kra-
wedzi (rys. 3). Badanie zachowania si¢ tarczownicy pod dziataniem tych sit stanowi
drugi etap rozwazaf.

Ze wzgledu na sprezyste polaczenie ukladédw plytowego i tarczowego zachodzi
pelna ich wspdlpraca przy przeniesieniu sil krawedziowych R;, R.,...,R,_;. Uklad
plytowy przejmuje pewng ich czesé¢ RE, R, ..., R?_,; pozostala czesé przejeta jest
catkowicie przez uklad tarczowy R%, RS, ..., R}_;, co mozna napisa¢ w nastepujacy
sposdb:

(1.1 R,=RIHR!, i=1,2,..,n-1.



ROWNANIA MACIERZOWE TARCZOWNICY PRYZMATYCZNET 57

Réwnania (1.1) moga by¢ przedstawione w formie macierzowe] rozwinigtei

R, R? R
R R? R:
(L2) N et IR S

Rrr -1 Rﬁu 1 fo-— 1
lub réwniez {oznaczajac przez R, R® i R* macierze, ktorych elementami sg wektory)
(1.3) R=R4 R

Uktady sit R” I R* muszg dzialaé na poszczegdlne krawedzie zgodnie 7 warunkami
cigglodcl | rdwnowagi. Poniewaz wylacznie uklad tarczowy ma zdolno$é przekazy-
wania sit na przepony, bedace elementami podporowyml calej tarczownicy, przeto
musi byé spelniona zaleZno$é ‘

(1.4) ER}: Z R,,
i=1 i=1

co z kolei wskazuje, ze uktad sit R” musi by¢ ukladem samozréwnowazonym:

(1.5) IR0,

Spelnienie warunkow (1.1), (1.4) 1 (1.5), jak rowniez wspomnianych juz poprzednio
warunkow réwnowagi i ciaglodei, jest punktem wyjScia do uloZzenia modelu mate-
matycznego problemu, modelu utworzonego ze sprezyscie polaczonych ukladdw:
tarczowego i plytowego. '

Zasadnicze réwnania beda wyprowadzone w postaci macierzowej oddzielnie
dla kazdego ukladu; nastepnie macierze te zostana wykorzystane do modelu tar-
czowo-plytowego zgodnie z wymienionymi wyZe] warunkami. Wynikiem rozwazan
beds macierze okreflajace podiuzne naprezenia normalne, pionowe przemieszezenia
krawedzi oraz momenty poprzeczue.

Wykonujac w dalszej czgdel pracy dziatania na macierzach, korzystaé bedziemy
z twierdzen rachunku macierzowego. Nie bedziemy przy tym wykazywali, ze odpo-
wiednie zaloZzenia, na ktérych opieraja sig przeksztalcenia, sg spelnione (np. dotyeza-
ce wymiaréw, istnienia macierzy odwrotnej i in.). Sprawdzenie to pozostawiamy
Czytelikowi. '

2. UKEAD TARCZOWY

Konstrukcja tarczowa nie ma sztywnosci na zginanic w plaszczyznie do niej
prostopadiej. Ze wzgledu na to — zginanie w tej plaszezyznie nie wywoluje w kon-
strukeji naprezent. Wygodnie jest wiec traktowaé konstrukcje tarczowa jako majaca
przeguby wzdhz krawedzi. Analiza uktadu tarczowego, poddanego dziataniu sit
R!, obejmuje zatem obliczenie tylko podhuznych naprezent normalnych ¢ oraz pio-
nowych przemieszezen krawedzi 4.
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Najpierw wyznaczymy podiuzne naprezenia normalne wystgpujace na krawe-
«dziach tarcz w wyniku dziatania obciazenia R*. W myél zaloZenia tarcze przenosza
tylko obciazenia w swoich plaszezyznach, wobec tego sily R rozkladamy na obcig-

Ri

(gqul.l'+1J

(90%¢pj:01)

Rys. 4

Zenia tarczowe P, dzialajace w plaszezyznach érodkowych poszezegélnych tarcz,
Dla dalszego toku obliczeri wygodniej bedzie uwazaé dane obcigzenia R* jako uklad
sit jednostkowych. Sktadowe By;_;, By, (rys. 4) tych jednostkowych sil, réwnolegle
-do poszczegdlnych tarez, okre§lone sg wrzorami

@) B ——tit g ol
SIY_yi41 S Pypge—1
Przyjete w powyzszych wzorach oznaczenia ilustruje rys. 4. ObcigZenia tarczowe B
dzialajgce w kierunkach 0, 1, 2, ..., » uwaza si¢ za dodatnie. Takie zatozenie dodatnie-
go kierunku obcigzen tarczowych jest réwnoznaczne z przyjeciem za dodatnie katéw
lewoskretnych,
Znajac sktadowe jednostkowych sil tarczowych, macierz obcigZenia tarczowego
P wyznaczymy wg wzorn

(2.2) P=BR,

'w ktérym B oznacza macierz (o wymiarach nx(#—1)) transformacii sit R? i jest
zbudowana w nastgpujacy sposéb:

s i=1:25'“3n—1'

Bo 0! O 0
By Byt O 0
(2.3) B=| 0 By 0 0
0 0 (Bygn-s Buoiues
0 0! 0 B,..,
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W dalszej analizie konstrukcji tarczownicowej rozwazamy dowolny plaski
element (i,i+1) wyciety z ukladu wzdtuz krawedzi (rys. 5). Tarcza (i, i--1) swo-
bodnie podparta na przeponach, obciazona jest sitami tarczowymi o wielkosci
P, oraz (odniesionymi do jednostki ditugoéci) podiuznymi sitami  stycznymi
Tyip1(®) 1 Tipq:(x) (dziatajacymi w fikeyjnych «przegubach» potozonych wzdiuz
krawedzi). Konieczno$é wprowadzenia ukladu sit 7 wynika z warunkéw cigglodei.
W ogélnym przypadku napreZenia of;_,, o/, , na krawedzi i wywolane obcigze-
niem P,_,,; oraz P;,,, maja tézne, §cifle okreslone wartosci. Zachowanie ciagtosci
konstrukeji wymaga, aby odksztalcenia & byly identyczne, tzn.

(2.4) 6il"1=8ii+1! 1=i, 2, rres n—l,

czyli wywolujace je naprezenia nie moga byé dowolne. Trzeba wigc wprowadzic
sity styczne, dziatajace wzdtiz krawedzi, kt6re wywolaja naprezenia of,_,, 07y,
takiej wartoéci, aby byl spelniony warunek:

0101y TS

2.5 = , i=1,2,..,n-1.
23 By Fioex

Wartosci sit stycznych T;,, (x) okreflono za pomoca wzorédw
(2.6} Tii+1(x)_-:‘fii+1(x)bii+1s i=0,1,..,n-1,

gdzie 7,,.4 (x) oznacza papreenia styczne wystgpujace na krawedzi (7) tarczy
(i, i-+1) oraz b;;4q grubosé tarczy (i, i+-1). W dowolnym przekroju «—a tarczy
(i, i4-1) sity T3:41(x), Tip1 (%) sa zrownowazone nastgpujacymi stami Ni gy 1 (),
N;1:(%) normalnymi do przekroju tarczy (dla x<CI2):

@7 ” Nijpr (0)= fTii+1(x)dx

oraz momentem zginajgcym

il+1

(2.8) HI (x)?"—(Nnﬂ(x)"l“an(x)) i=0,1,..,n=1,

gdzie A;;5, oZnacza wysoko$é tarczy (7,i+1). Moment zginajacy M%) od
obcigzenia tarczowego Py, W przekroju o—o wynosi:

(2.9) MY, ()=Cs(®)Piivy, =01 0,01,

gdzie Cg(x) oznacza wspdlezynnik, ktéry jest zalezny od rozmieszezenia obciazenia
oraz od polozenia przekroju «—oa.

Wypadkowy moment tarczowy M}, (x) mozna wigc okreSli¢ w sposob naste-
pujacy:

|!I+l

(2.10) Mfz+1(x) Cs(X)Pyser+—5— (Nt!+1(x)+N:+It(x))
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Naprezenia wystepuiace na krawedziach tarczy (7,7-11) okreslone sa wg
elementarne]j teorii belkowej wzorami

M:;+1(x)+ Nip1i(®) =Ny (%)

a1 Wiiet Aiie1 ’
2.11
( ) Miti+1 Nip11(0)—Nigy 1 (%)
Tr411~= + , =0,1,..,n—1,
- Wi Aig

Jako dodatnic uwaza si¢ naprgZenia rozciggajace, jako ujemne — Sciskajace.

: o
. . “"1(){) _} Niiualx} . Gi,int
N i ~
F J i l > ) uff[X) MEI'H(X) T
is1 Vet —=
.41;()(} NH‘!I[X) ’ Oint
Quwf
| X
t .
Rys. 3
Podstawiajac do réwnan (2.11)
bivss e
W= ”+16 a » A1 =hip i

oraz biorac pod uwage Wzor {2.10) otrzymaniy

4 Niip1(x) 2 Ni+1i(x)]

Cii41= CS(‘C)[_

212 OF)ia T s G5 Gies - Cs
| =C, [ 6 P+ Nyis1 (%) 4 NH“(X)]
Gi111= Cs(x) (b1 141 ii+1 (biz)”Jrl Cs(x) (), 141 Ce .

Macierzowy zapis réwnan (2.12) dla dowolnej tarczy przedstawia sie nastepujaco:

(2.13) o= CS(x)[SDP i"SNC ((x))]

gdzie S; i Sy stanowiq macierze bedace lunkcjami szerokofci b 1 wysokodci /i
poszezegdlnych tarcz.
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Macierz S, o wymiarach 2nX# utworzona jest ze wspdtczynnikow poprzedzajacych
wielkoéci P we wzorach (2.12):

T
(B/*)os :
6 0 : 0
(bh)o4
0 L
. (B4*),2 i
(2.14) 8= 6 :
0 ' 0
__________ Gz
: —6
0 0 e
H (bhz)n“ in
6
0 0 R T T —
_ E (bhz)n— 1a _

‘ Elementy macierzy Sy stanowia . wspdlezynniki poprzedzajace wielkosci
N (x){Cs(x} witych wzorach:

4 2 0 0 0
(bh)tn ®bM)os
2 1 0 0 0
(bh)oy (Dh)oy
0 P — 0 0
S (bh)y2 (bh)s2
" 0 0 2 ! 0 0
T Tt T Y
‘ 0 | —4 -2
O 0 0 : (bh)u —-1un (bh)ft* 1n
P2 4

0 0 0 0

2! (bh)t!—l n (bh)r;wlu .

Poniewaz warunek réwnowagi wymaga, aby w dowoloym przekroju poprzecz-
nym ukladu tarczowego sily N, dziatajace wedinz wspdlne] krawedzi sgsiadujacych
elementow, byly réwne co do wartoéci bezwzglednej, a przeciwne co do zwrotu,
przeto

No1 (%)=0,
(2.15) Nipe1 (0)=Nyp (0=N,(x), i=L2,..,n~1,
Mtnﬁl(x)=0
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i macierz Sy mozna zredukowaé do wymiaréw 2n X (n— 1):

2 0
(bh)o1
o0 o
(bh)o: ;
-4 =2 ,
(bh),2 (bh) : 0
12 121
(2.16) Sy= 5 4 .
@)z @2t
S
E (bh)n_ in
0 2
_ 0 J: (bh)n*l no_|
Podstawmy do wzoru (2.13) wyrazenie (2.2):
(2.17) =Cs( )[S BR'+S ﬂﬂ]
' G b Y Cs() !

Jedyna nieznana wielkodcia w réwnaniu (2.17) jest N (x). Wielkosé t¢ wyznaczymy
z warunku przyjmowania warto$ci zera przez algebraiczna sumeg podtuznych od-
ksztatcei kazdej wewngtrznej krawedzi ukladu tarczowego zgodnie ze wzorem (2.4):

(2.18) Erip1—8-1=0, Ii=] 2,...,n—1.
Macierz podiuinych odksztalcen krawedzi okresla wzér

' 1
(2.19) §= 50,

gdzie 1/E stanowi nastepujaca macierz (o wymiarach 2nx2n) dla tarczownicy
skladajacej sie z n tarcz:

1 !
— 0 0 0: 0 0
Ey ;
0 ! 0 0 | 0 0
Eoy =
0 0 ! 0 0 0
1 Eys
{2.20) i 1
0 0 0 0 0
_________________ Bzl
0 0 0 0 1 0
EErwln
0 0 0] 0 | 0 !
_ ' Enﬁin_




ROWNANIA MACIERZOWE TARCZOWNICY PRYZMATYCOZNET 63

Po wykorzystaniu wzoru (2.17), z réwnania (2.19) ofrzymujemy

N{(x) ]
Cs(x) 1"

Spetnienie warunku (2.18) vzyskujemy w wyniku obliczenia réznicy odpowiednich
wierszy macierzy (2.21) lub w wyniku jej pomnozenia przez nastepujaca macierz
pomocniczg P-¢; o wymiarach (n—1)x 2n (dla tarczownicy majacej n tarcz i n—1
wewngtrznych krawedzi):

1 1
(2.21) e=Cs(x) [E SOBR‘—I--E Sy

0 1 -1 0 0,0 0 0
(2.22) P—¢c,=f0 0 0 1-1:0 0 0

00 00 0:1-10
czyhi
(2.23) P—ece=0.
Whprowadzajac do réwnania (2.23)

1 1

(2.24) .P"'"Cl-E— So.B:_DO, .P—Cl ESN:DN,
otrzymujemy

N{x) N(x)
(2.25) Dy R-Dy =—D3'D, R

Cs(x) 7 Cs(x)
Podstawiajac N (x)/Cs(x) do réwnania (2.17) otrzymuje sig koficowe zwigzki po-
miedzy podluznymi naprezeniami normalnymi, wystepujacymi na krawedziach
poszczegllnych tarcz, a zewnetrznymi obcigzeniami krawedziowymi:

(2.26) v U:CS(.X) [SO_B—SNDEIDQ] Rt,

gdzie wyraZenie S'=S, B—Sy Dy' Dy nazywaé bedziemy macierza naprezen uktadn
tarczowego. Jest ona funkcja zaleing tylko od wymiaréw i ksztattu przekroju po-
przecznego tarczownicy oraz od rodzaju materiatu. Po wprowadzeniu tego oznacze-
nia znajdziemy '

2.27) a=Cs{x) S*R".

W przypadku réwnych moduldw spreZystoSci wszystkich plaskich elementéw
tarczownicy wielkodci N (x) wygodniej jest wyznaczyé z warunku (wynikajacego

z rownania (2.5)):

(2.28) Orip1—03-1=0, i=1,2,..,n-1,
to Znaczy ’

(2.29) P—cyo=0,

w ktérym

(2.30) D0=P—Cl SUB, DN-T*P—C]_SN1
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Przedmiotem dalszych rozwazafi jest wyznaczenie pionowych przemieszczel J

krawedzi uktadu tarczowego obcigZonego sitami R
Pionowe przemieszczenie § dowolnej wewnetrznej krawedzi moze by¢ wyrazone

za pomoca przemieszezen tarczowych v dwdch sasiadujacych tarcz (rys. 6). Prze-

£05 Pii
(iist+Piar)

Vi1 n

|

£05 Pist
Sinfiga il

Vi-1i

Rys. 6

mieszczenia v sa rownolegle do tarcz i beda rozpatrywane jako dodatnie, gdy wy-
wolane zostana w kierunku 0, 1,...,#:
COS Q1 CO8 Q141

= ‘Uii. =

sin(yys 1t @iogs) 0 SI(@a 10
Wykorzystujac wzory (2.1) oraz uwzgledniajac znaki przy wielkofciach Byyyq
1 B;;_, otrzymamy
(2.32) =B 10418111+
Réwnanie powyzsze odnosi sig do kazdej wewnetrznej krawedzi. Uklad wszystkich
réwnan w postaci macierzowej przedstawia sie nastgpujaco:
(2.33) 0=0Gy,
gdzie G oznacza macierz transformaci przemieszezen i réwna jest transponowanej
macierzy B transformacji sit R*:
(2.34) G=5".

Przemieszezenie tarczowe ;44 (%) (tys. 7) w danej odleglodei x od podpory
(pomijaiac odksztalcenia postaciowe) mozna wyznaczy¢ z zaleznodci rézniczkowe]:
vy Mii31()

dx* Ejpn Il

(2.31) 5,

TVi—1i»
)

(2.35)
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Po dwukrotnym scalkowanin otrzynrajemy

_ M,
(2.36) wm(x>=c,}(x)E#*——()i

t ]
ii+1Ii it+1

gdzie C,(x) oznacza wspdlezynnik przemieszezenia tarczy, ktory jest zaleiny od
rozmieszezenia obcigzenia oraz od odlegloéei x rozwaZanego przekroju od podpory,

It =bi£+1h?i+1

ii+1 12
i oznacza moment bezwladno$ci tarczy i, i+1. Po wykorzystaniu powyzszego wzo-
1u oraz wzoru (2.10), z réwnania (2.36) otrzymujemy

(2.37) [ 12 6 N“'_H(x) 6 N1+1i(x)]
@i =G0 gy, P GEm, o G T OB, G |

gdzie Cp(x)=C,(x) Cs{x) oznacza wspdlczynnik odksztalcenia tarczy.

Tiieal¥)

—— it i i e i e s

T

i1 g vy e —mp it ——— '--1*13“4
’ Tiani (%)
2 | e

Ty

i

1]

Viiprfk)

Rys. 7

Macierzowa posta¢ réwnania (2.37) jest nastgpujaca:

. N(x)
(2.38) v=Cp(x) [FO P+F, m} ,

gdzie F, 1 Fy sa macierzami zaleznymi od wymiardw oraz moduiu sprezystodci

Younga E kazdej tarczy. Macierz F, o wymiarach #X#n utworzona jest ze wspok
czynnikow przy obciazeniu P (wzdr 2.37):

12 ~ :
OB ° 0 0
12 o
° wwm. V00
(2.39) Fo= o |
0 O @B, °
""""""""""""""""""""""""""" TR
0 ° O GRS,

Rozprawy InZynierskia — §
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Wspolezynniki poprzedzajace wielkosci N (x)/Cs(x) tworza macierz Fy o wymiarach
nx(n—1) nastgpujgcej postaci:

6 '
®E, 0 0 0
6 6
A o 2 P ’
0 6 ' 0 0
(bh2E),s |
""""""""" T T T
° R 7 N 17 N
6
o o0 GFE)1
Po podstawieniu prawych stron WZOTGW {2.2) 1 (2.25), do réwnania (2.38) otrzymano
(2.41) 2=Cp(x) [Fo B—Fy Dy Do) R,

Koficowa postaé zaleznosci pomigdzy pionowymi przemieszezeniami krawedziowy-
mi a obeigzeniami przenoszonymi przez uklad tarczowy mozna teraz zapisaé w naste-
PUjacy sposob:

(2‘42) 5:G‘L‘=CD (x) G [FDB—FNDEID()] Rt,

gdzie wyrazenie G[F,B—FyDy'Do]l=F' oznacza macierz odksztalcen ukladu

tarczowego i zalezy tylko od wymiardow i ksztaltu przekroju poprzecznego tarczo-
wnicy oraz od rodzaju materiatu. Tak wiec

(2.43) d=Cp(x) F'R".
Stad
(2.44) R'=Cy;(x) K8,

gdzie K'=(F%)~' stanowi macierz sztywnoéci ukladu tarczowego.

Podstawiajac wyrazenie (2.44) do réwnania (2.27) podhuzne naprezenia normalne
o wystgpujace na krawedziach tarczy mozemy wyrazi¢ bezposrednio za pomoca
krawedziowych przemieszczen pionowych §: -

(2.45) 7 =Cq (%) STKS.

3. UKLAD PEYTOWY

W ukladzie tarczowym, obcigZzonym sitami Rf, wyznaczono pionowe przemie-
szczenia krawedzi (2.43), Zachowanie ciaglosei calego ukladu tarczownicy wymaga,
aby w uktadzie plytowym w wyniku obciazenia RP nastgpilo takie samo odksztalcenie
Jjak w uktadzie tarczowym. Dlatego tez okreélone, na podstawie analizy ukladu tar-
czowego, przemieszezenia krawedziowe naklada sie na uklad plytowy (rys. 8), w wy-
niku czego w ukladzie plytowym pojawiaja si¢ sily przekrojowe oraz reakcje podpo-
rowe. W celu wyznaczenia momentéw poprzecznych i reakeji ukiadu plytowego,
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ktére beda stanowily pionowe obciaZenia krawedziowe R®, rozwazamy pasck plyty
o jednostkowej szerokoéci wycigty w dowolnej odleglodci od przepony (rys. 8).
Momenty poprzeczne w wezlach uldadu plytowego wyznacza sie z réwnan odksztal-

a Qi1 | i _ iOnto )
| @e1 | 1I_ it - t _TA

Rys. 8

cefi katowych (przyjmujge jako dodatmie momenty lewoskretne, jako ujemne —
prawoskretne):

IETP
mIiIiJrl:(—]") (20,4041 =3Wi541)s
T Jiiga

G.1) - 2EIP
My 7 1(0i+29t+1‘3‘//i 1)
iit+
gdzie I?,,,=1-b?,,,/12 oznacza moment bezwladnosci paska plyty, wip1=
=(J;,— ;4 1)/t :41 kat obrotu tarczy, @4, poziomy rzut k44, &, 0,4, katy
obrotu weztow i, i+1 oraz

i _(b3E) , (baﬁ) ) (bSE) (bE)
m”-H—'TiHL ot 6h i o ﬁii+1§i+%ii+laj+h

@2 (b3E) 0+(53E) ) (b3E) o (wz)
M 6h Jii+1 ' 3k [y 1\ 2ha ti+1 e Zha ii+1§i+1'

Réwnania (3.2) sformulowane w sposéb macierzowy maja postad:
(3.3) m =K, 6--K;0,
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gdzie K, i K; sa macierzami zaleznymi od wymiaréw paska plyty oraz modutu
sprezystoset E i charakteryzuja poprzeczny moment plytowy powstajacy na brzegu
tarczy w wyniku obrotu krawedzi oraz w wyniku przemieszczenia tarczy. W przyje-
tym schemacie obliczeniowym (rys. 8a) momenty weztowe w skrajnych plaskich
elementach tarczownicy sa rowne zeru:

. (34) ’n})Iizm{IlJ:m}lil‘r:znilrlln—-:lzo’

w zwiazku z tym macierze K, i K; o wymiarach 2nx(n—1) przedstawiaja  sig¢
nastgpujaco: ’

-0 0 0 0
0 0 | 0 0
3 3 H
(b E (b E) : 0 0
3h 12 6h 125
3 3 H
e
6k [12 \ 38 [12}
3 )
(3.5 Ky= 0 (bE) : 0 0
3h 23!
3 :
0 (_b.fi) | 0 0
_______________ Oh Jas! ...
0 0 ;(bSE) (b3E)
: 3h n—2a-1 6h Ju-2u-1
VI B3E bE
0 :
0 i( 3k )n—2n-1 ( 3k )n—z n—1
0 : 0 0
B 0 0 0. 0 i
B 0 0 0 0 B
O 0 0 0
—bRE (baE) 0 o
2ha 2 \2ha 12
3
(—b E) (bSE) 0 0
2ha J12 \Z2ha iz
3
0. ("b E) 0 0
2ha Ja3:
—bE\
3. Ky= 0 ] 0 0
Go _ _(__2?{?)%3_‘ ______________________________________
0 o | —b3E) '(b3E)
i 2ha la-2n-1 2]151 n—2n—-1
0 0 ! (—b"’E) b3E)
i 2ha lu-2n-1 2ha lu-zn-1
0 L0 0 0
n 0 0 L 0 0 _
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Katy 6 obrotu krawedzi mozna wyrazi¢ za pomocg przemieszczen krawegdziowych

d wykorzystujac fakt, ze zgodnie z warunkami rownowagi algebraiczna suma mo-
mentéw na kazdej wewnetrzne] krawedzi musi rowna¢ sig zeru. Spelnienie powyizsze-
go warunku uzyskamy mnozac réwnanie (3.3) przez macierz pomocniczg P—c,
o wymiarach (m—1)x2m:

01100000
(3.7 Poc,=|00011:000].

00000:110
Otrzymamy wtedy

(3.8) Dy 8+D;6=0,
gdzie '
3.9 Dy=P—c¢, Ky, D;,=P—c;K;.

Aby otrzymaé zaleznod¢ miedzy momentami poprzecznymi na krawgdziach
tarcz a przemieszczeniami pionowymi tych krawedzi, nalezy réwnanie (3.8) rozwia-
zaé ze wzgledu na 8:

(3.10) 0=—D;'D;0
i wynik podstawi¢ do réwnania (3.3):
(3.10) mV=[K,—K,D;'D;]14.

W réwnaniu (3.10) wyraZenie S?= K, — Ky D, 'D;s oznacza macierz, ktérq bedziemy
nazywaé macierzqg momentowa ukladu plytowego. Ostatecznie otrzymujemy wige

(3.12) mi =875

Znajac poprzeczne momenty (3.12), dzialajgce na krawedziach poszczegdinych
tarcz, mozna okreslié obcigzenia krawedziowe RP (reakcje podpdr) przeposzone
przez uklad plytowy:

11 11 T i
R AT IR

(3.13) R =

di—1 iyt
Macierzowy zapis réwnania (3.13) jest nastgpujacy:
(3.14) RP= Hm",

gdzie H oznacza macierz o wymiarach (n—1)x2n, zaleZng od poziomych rozpig-
toéci ¢ poprzecznego vkladu plytowego:

101 -1 =1 i -
e — 0 0 0 0 7 0 0
doy oy @1z iz E
o 1 1 -1 -1
3.15) H=[ 0O 0 —_— 0 0 0 0
e Ao s a3
: 1 1 -1 =1
0 0 0 0 0 0
_ ! Uy_an—-1 y—2u-1 Bp—1n F—1n_|
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Podstawiajac prawa strone wzoru (3.12) do réwnania (3.14) otrzymujemy zwiazek
pomiedzy przemieszezeniami krawedziowymi a obciazeniami przenoszonymi przez
ukiad plytowy: _
(3.16) R? = HS?J.

Wprowadzamy oznaczenie
3.17) K¥=HS",

Macierz KF nazywaé bedziemy macierza sztywno$ei ukfadu plytowego. Z (3.16)
znajdziemy

(3.18) ' RP=K?3.

4. UKEAD ZEOZONY TARCZOWO-PLYTOWY

4.1. Obcigzenia harmoniczne

Jednym ze sposobéw analizy ukiadu ztoZonego, przedstawionego na rys. 1, jest
zastapienie danego uktadu pionowych sit krawedziowych R przez jego reprezentacie
Fouriera, tj. reprezentacje harmoniczna. Krzywe R,v, m, d dla obcigZenia harmo-
nicznego sa tego samego ksztaltu. Przy obcigZeniu harmonicznym, np. sinusoidal-
nym, poszezegdlne harmoniki analizowane sa w podobny sposob, dlatego wystarczy
oméwid pierwsza z nich.

Odwolujac sie do réwnania (1.3) oraz do warunku réwnoéci przemieszezen
ukladu tarczowego i plytowego moina napisaé nastgpujace réwnania spelnione
w ukladzie zloZzonym:

.1y R=K"5+C; (x)K*S,

w ktdérych macierze R? i R sg zastapione przez odpowiednie iloczyny na podstawie
wzordw (3.18) 1 (2.44). Mamy réwniez

(4.2) R=[K?+Cy(x) K116
Whprowadzajac oznaczenie

{4.3) K=K C;t(x)K?,
ofrzymano

(4.9) R=K¢

oraz

(4.5) 6=FrR,

gdzie

(4.6 F=K-1,

Macierz K oraz F nazywaé bedziemy odpowiednio macierzami sztywnoscl i odksztak-
cefi zlozonego ukladu poddanego obcigzeniu harmonicznemu, a wielkosci R i 4
sa macierzami maksymalnych rzednych danej funkcji harmonicznej.
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Aby wigc dokonaé analizy konstrukcji tarczownicy, na ktdéra dziala krawedzio-
we obciazenie harmoniczne R, poshigujemy si¢ réwnaniem (4.5) do obliczenia pio-
nowych przemieszczefl krawedzi d, nastgpnie stosujemy odpowiednio réwnania
(2.45) i (3.12) do obliczenia podhuznych naprezed tarczowych o i poprzecznych
momentéw plytowych m"™.

Algorytm obliczed przy obcigzeniu harmonicznym. W ogdlnym przy-
padku tarczownica ma n tarcz, (n--1) wewnetrznych krawedzi i jest poddana ¢
réznym kombinacjom pionowych obcigzef krawedziowych.

W tablicy 1 podano tok postgpowania przy rozwiazywaniu tarczownicy obcig-
zonej pierwsza harmonika obciaZenia harmonicznego.

Aby otrzymaé wyniki dla drugiej, trzeciej itd. harmoniki, nalezy powtdrzyé
operacje oznaczone numerami od 37 do 44 z uwzglednieniem wartoscel Cy(x), Cp(x)
i macierzy R odpowiadajacych poszezegélnym harmonikom.

Macierze wejéciowe (kroki 1-14) zaleza tylko od wymiardw konstrukeji tar-
czownicowej oraz modutu sprezystosci materiatu, z ktérego konstrukcja jest wyko-
nana.

Tabfica 1
: k::;u Oznaczenia Macierzy Wymiary macierzy Uwagi
1 2 3 4
118 ux(n—1)
21 So 2n¥n
3| Sy 2n %{n—1)
1 £
4 — 2n X2 S
E 3
5| P—cy B (n—1)yX2n '§
61 Fp nXH ;
7| Fy nx(mn—1) 5
8 | Ko 2% {n—1) a
91K 21 X (n—1)
10 | P—es (n—1)x2n
1| H E4 (n—1) %X 2n
12 | Csp (%) Wspblczynnik naprezenia dla obtiaZenia harmonitz-
nego
13 | Cpu (%) Wspolezynnik odksztateenia dla obciazenia harmonicz-
nego
14 1 R (h—1)xg Obciazenie krawedziowe
15 | Sy B=SoB 20 % (n—1) '
i6 —;T So Bz% Se B 2n x(si—1)
1 |
17 E SN—ESN 2n % {rn—1)
18 D0=P—cllf So B (m—1) X (n—1)
19 DNmP_cl%SN . {(n--1)x{n—1)
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d.c. tablicy §
i 2 3 4
16a | Do=P—c, So B (n—1)x(r—1) Przy E=—const dla calej kon-
' strukcji tarczownicowej zamiast
178 | Dy=P—c¢1 Sy {(r—1)x(n—1) krokéw 16—19 wygodniej jest
wprowadzi¢ operacie 16a 1 17a,
po ktorych nastepuje bezposred-
nio krok 20
20 | DFi={(Dn)y"* (n—1) x(#—1)
21 | DFYDo=D5' Dy (t—1) % (—1)
22 | Sy Dy Do=Sy Dy Dy 2% (i—1)
23 | 8,=50B—Sy Dyt D, 20 % (i—1}) Macierz naprezen ukladu tarczo-
wego
24 | Fog B=Fy, B X (r—1)
25 | Fy Dyt Po=FyDyz' D, n ¥ (r—1)
26 | Fo B—Fy Dy' Dy=F, B—
—Fy Dy Dyt nx{n—1)
27 | G=BT (n—1)xn
28 | F'=G (FoB—Fy Dyl Dy) (n—1) x(pr—1) Macierz odksztateen ukladu tar-
: CZOWEEO
29 | K'=(F9)™1 (r—Dxn—1 Macierz sztywnosci ukladu tar-
CZOWeEEOo
30 | Do=P—c1 Ky (r-—-1)x{n—1)
3| Dy=P—c, K, (n—1) X (—1)
32 | Dyi=(Dg)~t (—1) % (—1)
33 | Dyl D;—Dy ! Dy (n—1) < (n—1)
34 | KyDy'D;—K,D5' D, 203 (n—1)
35 | S*=K5—KoDg* D; 2n X (r--1) Macierz momentow ukfadu plyto-
wego
36 | K*=HS? (n—1) xX(n—1) Macierz sztywnodci ukladu plyto-
. wego
37 | Cpt (%) K*=Cp3 (x) K (1} % (—1)
38 | K=K+ Cphu () K* (1) X (n—1) Macierz szitywnodci ukladu zlo-
Zonego
39 | F=K~! (r—1) X {(n—1) Macierz odksztalcen ukladu zio-
ZONego
40 | =FR (r—1)xg Krawgdziowe przemieszczenia pio-
nowe
41 | mi=57 4§ g Momenty poprzeczpe z etapui
drugiego
42 | Csr (x) $'=Csqg (x) 5 Znx (n—1)
43 | Csp (X8 Cpg () K'=Csu (x) 5 X
xCpp(x) K* 25 % (—1)
44 | o=Cou{x)S'Cph(x) K*'d 2nx g Podluzne naprezenia normalne

4.2. Obcigzenia nieharmoniczne

Omowiong poprzednio metode (dla obcigZenia harmonicznego) zasadniczo
mozna zastosowaé przy dowolnym obciaZzeniu z tym zastrzeZeniem, ze w pewnych
przypadkach konieczne jest uwzglednienie wigkszej iloei harmomk do przedsta-
wienia obcigzenia.
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Dla uproszczenia rozwazai, zamiast ilustracji analogicznego postgpowania, jakie
ma miejsce w przypadku konstrukcji tarczownicowej, weimy pod uwage belke
(rys. 9). ObciaZzenie pokazane na rys. 9 (w naszym przypadku uklad skupionych
pionowych sil krawgdziowych) otrzymane jest pizez superpozycjg obciazen poka-
zanych na rys. 9b, ¢, d. Na rys. 9b przyjeto, Ze catkowite obcigzenie R jest prze-
noszone przez ukiad tarczowy, pracujgcy jako konstrukcja blonowa (bezmo-
mentowa)., Oblicza sig wiec tylko podhizne napreZenia normalne o, i pionowe
przemieszczenia krawedzi dy. '

a f c d
lR lR Ry Ry
D, 8 ' = + m -
& iy 4, 4,

s e e i

‘ ~
H Ba (e

Rys. 9

Krzywa przemieszczenia z rys. 9b moze by¢ okreflona przez pierwsza harmonike
sinusoidy. Narzucaje&cmte przemieszezenia ukiadowi plytowemu (rys. 9¢) otrzymuje
sig harmoniczne obcigZenie R, i poprzeczne momenty plytowe mi. Na rys. 9d
harmoniczne obcigzenie R, odniesiono do zlozonego ukladu tarczowo-plytowego
i obliczono a,, m 1 8, (wg metody podanej w rozkiadzie o obeciazeniu harmonicz-
nym). Koficowe wartoéci przedstawione na rys. 9a otrzymano w wyniku nastepujace;
superpozyci:

R=R+4+R,—R,, o0=0,—0,,
@ = mit—ml} d=4,—9,.

Whiosek wynikajacy z powyZszego rozwazania jest nastepujacy: tylko krzywe
odksztalcenia pochodzace od danego obcigZenia, a nie samo obcigzenie, musza
byé przedstawione w postaci harmonicznej. -

Algorytm obliczefi przy obciazeniu nieharmonicznym. Kroki 1-3%
sa takie jak poprzednio z wyjatkiem krokéw 121 13, gdzie wprowadzié nalezy dodat-
. kowo odpowiednia stala naprezenia Csyy (x) 1 odksztalecenia Cpyg ().

Dla tarczownicy swobodnie podpartej stale te wynoszq: stala harmoniczna
Csu (I2)=1?| 77 ; stata niecharmoniczna dla obciaZenia skupionego w polowie rozpig-
todci Csyg (1/2)=1/4, dla obciazenia réwnomiernie roztozonego Csyy (I/2)=1%[8.
Dla tarczownicy swobodnie podpartej stale powyZsze wynosza: stala harmoniczna
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Cpn (I/2)=1*[n*; stala nieharmoniczna dla obcigzenia skupionego w polowie
rozpigtosci Cpyy ([/2)=1°/48; dla obciazenia réwnomiernie roziozonego Cpny
(/2)=51*/384. Po kroku 39 powinny by¢ wykonane nastgpujace dzialania:

Tablica 2
1 . 2 i 3 | 4
40 | Cawy (x) 8'==Cspn (x) S* 2n X (n—-1)
41 | 61=Csyn (X} S* R 2mxg Podluzne naprezenia, uklad tar-

CZOWY

42 | Cpyg (x) F'=Cpyg (x) F* (7?_1) X (n—1)
43 | 6,=Coyg (x) F'R (—1)xgq Krawegdziowe przemieszczenia
pionowe, uklad tarczowy

44 | R,=K? 4§, (n—1)xgq
45 | 8:=FR, (n—1)xq
46 | Cop () 8 =Csy (x) §* 2nxq
47 | Csu (X)) S*Cpi () K= .
=Csn (x) §' Cpp (x) K* 203 {n--1)
48 | 023=Csr (%) S' Cpg (¥) K5, 2nxqg
49 | o=0;—0, mXg Podluzne napreZenia normaine
50 | 6=38,—8&; (n—1)xg Erawedziowe przemieszezenia
pionowe
51 m''=Sr5 Inxg Momenty poprzeczne — etap 1T

Aby okreélié momenty poprzeczne, wystepujace w konstrukeji tarczownicowej
poddane] danemu obcigzeniu, wielkosci m™ (p. 4.1) nalezy odpowiednio dodaé do
wielkoSci »' uzyskanych w 1 etapie obliczed.

Postugujac sie oméwionymi metodami (obciaZenie harmoniczne i obciaZenie
nieharmoniczne) mozna wyznaczyé napreZenia podiuzne, momenty poprzeczne
i pionowe przemieszezenia krawedzi w dowolnym przekroju. Dzigki temu, Ze
wszystkie macierze (z wyjatkiem macierzy obciazerl) sa funkcjami tylko wymia-
réw tarczownicy oraz modulu sprezystofel materiaty, zmiana przekroju wplywa
jedynie na zmiane wspdlezynnikéw mnaprezenia Cs(x) i odksztalcenia Cp(x)

5. PRZYKLAD

5.1. Wstep

Sposéb postugiwania sie oméwiong metoda ilustruje przykiad obliczania po-
dhuznych naprezed mormalnych, poprzecznych momentéw zginajacych oraz pio- -
nowych przemieszczer. krawedzi. Wielkodci powyzsze okre$lono dla przekroju
polozonego w potowie rozpietosel tarczownicy.

Przyjgto schemat konstrukeji jak na rys. 10. Jest to tarczownica jednoprzgstowa,
wielofalowa, dtuga (stosunek 7,/l,>1), skladajaca sig z 6 tarcz (01,12, ..., 56).
Taka sama tarczownica byla analizowana w artykule J. PIETRZARA i K. WRZESNIO-
WSKIEGO [5].

Dane wejéciowe do obliczed zestawiono w tablicy 3.
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Tablica 3
| .
o Wyso- | Gru- Rzut Kat i]aChy[& Kat miedzy
Kra-| Ble- |y el boseh poziomya | M2 € c.lnentu cos ¢ sacswdmm} sin y
wedz | ment do poziomu ¢ elementami y
m m m stopnie st?)pnie

0 —
- 01 1,58 | 0,125 1,50 —18°25’ 0,950 i 5707
——i 2 3,35 | 0,100 3,00 2634/ 0,895 Tog 0’800
—] 23 3,35 | 0,100 3,00 —26°34 0,803 ’

3 53°08° 0,800

q4=339KG/m" G, =292 kG/m*

3 5
45 1 80 ;a0 | 3,0 | 38 1 15
i 1 ! i i
=150
Rys. 10

ObcigZenie zewnetrzne dzialajace na m? powierzchni konstrukeji: g;=322,0
kGim2, g, =262,0 kG/m?,

Obcigzenic zewngtrzne dzialajace na m? rzutu poziomego konstrukcji: g, =
=339 kG/m?, ¢,=292kG/m>.

5.2, Etap I ‘

Obcigzenie zewngtrzne (g, =339 kG/m?, ¢,=292 kG/m?) wywotuje w fikcyjnych
podporach ukladu plytowego reakcje o wartosciach (rys. 11): R, = R;=1018,5 kG/m,
R, =R,=T187 kG/m, R;=927,6 kG/m

Rys. 11

oraz momenty poprzeczne krawedziowe (rys. 12):
mto=ml,=mt,=ml = —382kGm/m,
mL, =mi,=my,=m} = —167,3kGm/m,
mL,=m, = —244,8 kGm/m.
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Uklad tarczowy jest niecobcigzony, wige podiuzne napreZenia oraz pionowe
przemieszczenia krawedzi réwnaja sie zeru.

82,0 kbm/m

53. Etap I

Aby zredukowaé dziatanie reakeji fikeyjnych podpdr, obeigzamy konstrukeje
sitami o przeciwnych zwrotach a tych samych wartosciach (rys. 13).

P

Rys. 13

Macierze wejsciowe do obliczed. Macierz B wg wzorn (2.3.) oraz (2.1

T cos26°34" : 7
Er 0 o0
cos (—18°25") cos(—26°34"
sin (—44°69'} sin{—53°08") 0 0 0
c0s 26734’ €08 26°34'
: 0 sin 53°08’ 5in 53°08’ 0 0
5= cos(—26°34") cos(—26°34") B
0 0 sin(—53°08') sin(—53°08")
: cos26°34’ cos 18°25°
0 0 0 sin 53°08’ sin44°59’
cos(—26°34")
.0 0 0 0 m;gb‘,—):
1,26526 0 0 0 o
—1,34217 -—-1,11797 0 0 0
_ 0 1,11797  1,11797 0 0
0 0 —1,11797 —1,11797 0 ’
0 0 0 1,11797  1,34217
0 0 0 0 —1,26526
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Macierz S, wg wzoru (2.14)

T_19,22769: O

0 0 0 0
19,22769 0 0 0 0 0
0, —5,34640 0 0 0 0
0, 5,34640 0 0 0 0
0 0 . —5,34640 0 0 0
0 0 5,34640 0 0 0
So= 0 0 0 —5,34640 0 0
0 0 0, 5,34640 0 0
0 0 0 0 —5,34640 0
0 0 0 0 5,34640 0
0 0 0 0 0 -19,22769
0 0 0 0 0 19,22769
Macierz Sy wg wzoru (2.16)
T —10,12658 0o . 0 0 0
20,25316 0 0 0 0
—11,94029 597015 0 0 0
597015 11,94029 0 0 0
0 —11,94029 —5,97015 0 0
3 0 597015  11,94029 0 0
Sy = 0 0 —11,94029 —5,97015 0
0 0 597015 11,94029 0
0 0 0 —11,94029 —5,97015
0 0 0 597015  11,94029
0 0 0 0 —20,25316
0 0 0 0 10,12658
Macierz P—c, wg wzoru (2.22)
0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 O O
6 6 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0
P—c;=0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0f.
0 000 0 0 0 1-1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0]
Macierz F, wg wzoru {2.39)
724,33885 0 0 0 0 0T
0 3,19188 0 0 0 0
p—t| O 0 319188 0 0 0
° E 0 0 03,1918 0 0
0 0 0 03,1988 0O
0 0 0 0 0 24,3885 |
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Macierz Fy wg wzoru (2.40)
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T19,22769 O 0 0 0
534640 534640 0 0 0
FN=_L 0 534640 534640 O 0
E 0 0 534640 534640 O
0 0 0 534640 5,34640
0 0 0 0  19,22769
Macierz K; wg wzoru (3.5)
"0 0 0 0 0 -
0 0 0 0 0
9,95025 4,97512 0 0 0
4,97512 9,95025 0 0 0
0 9,95025 497512 O 0
e 0 497512 995025 O 0
Ko=£-10 0 0 995025 4,97512 0
0 0 4,97512 9,95025 0
0 0 0 9,95025 4,97512
0 0 0 4,97512 9,95025
0 0 0 0 0
0 0 0 0 (.
Macierz K; wg wzoru (3.6)
-0 1] 0 0 (.
0 0 0 0 0
—4,97512 497512 0 0 0
~4,97512  4,97512 0 0 0
0 —497512  4,97512 0 0
K,—E10-% 0 —4,97512  4,97512 0 0
0 0 —4,97512 497512 0
0 0 —4,97512 497512 0O
0 0 0 —4,97512 4,97512
0 0 0 —4,97512 4,97512
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Macierz P—c, wg wzoru (3.7)

0110000000007
000110000000
P—c,=|000001100000].
000000011000
000000000110
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Macierz H w g wzoru (3.15)
0,666667 0,666667 --0,333333

0
=l o
0
0

0 0,333333
0 0o
0 0
0 0

0 0

0 0

Rys. 15
—0,333333 0o 0
0333333 —0,333333 —0,333333
0 0,333333  0,333333
b 0 0
0 0 0
0 0.
0 0

—0,333333 —0,333333

0,333333  0,333333 —0,333333 —0(,333333

0 0

0 0

cC oo
oo e

0

0,333333  0,333333 —0,666667 —0,6066667
Wspolczynniki naprezenia i odksztalcenia dla x=1/2

21807
CSH 2?2W=32,86137’
2 ;0
CSNH:_S— g =40,500,
* 04
CDH =“RT = 3,144 = 1079,86964 s
c S5 5.18,04 "
N e T SR 66,875,

79
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Macierz obcigZenia

"R, | {1018,5"
R, 778,7
R=| Ry |=] 927,6 | kG/m].
R, 778,7
R, | | 10185

Obliczenia. Obliczenia przeprowadzono wg algorytmu podanego w p. 42
‘Wyniki obliczenn macierzy sa nastgpujace: :
Podhizne naprezenia normalne w polowie rozpigtosci (rys. 14):

T —765377,166 76,54 |
627878,026 62,79
627 878,026 62,79

—499 188,464 —49,92
—499 188,464 —49,92
499 188,464 _ —49,92
—499 188,464 —49,92
627878,026 | 62,79
627 878,026 62,79
- —765377,166 - —76,54
Pionowe przemieszezenia krawedzi w polowie rozpigtoéei
752962000
23403100
8=48;—6,=—] 21408800 ] [m].
23403100
51962000

Uwaga. Wspdlezynnik sprezystosei E nalezy wyrazi¢ w kG/jm?.
Momenty poprzeczne w polowie rozpigtosei, etap II (rys. 15):

000,000
000,000
000,000
— 377,646
377,646
139,213
~139,213
— 377,646
377,646
000,000
000,000
000,000 |

m=5,d= [kGm/m].
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Momenty poprzeczne krawedziowe w polowie rozpigtosci (uzgodniono rézne
znakowanie momentéw w etapie I 111, jako dedatnie przyjgto momenty rozciagajace
dolne widkna}:

0,000
— 382,000
— 382,000
544,946
-- 544,946
—105,587
— 105,587
— 544,946
— 544,946
— 382,000
382,000

0,000

m=m4m= {kGmjm].

Rys. 16

Dla poréwnania wynikéw podaje si¢ warto$cei podtuznych naprezest normalnych
(w kGjem?) uzyskanych przy obliczaniu omawianej konstrukeji tarczownicowcj
(publikacja [5)) réznymi metodami:

Tablica 4
[ Metoda szcze- Metoda bezposre-
Krawedzie Metoda sit  Metoda Gaafara golnych obtigZenr  dnia (przedsta-
Yitzhakiego " wiona w pracy)
0 —76,03 —76,56 —75,92 —76,54
1 62,48 62,63 62,45 62,79
2 —49,72 —49,72 —49.72 —49,92
3 44,99 45,01 44,97 45,16

Rozprawy InZynierskie — 38
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PezwoMme

MATPAYHEIE YVPABHEHHW A TIPU3MATUYECKOT'O CKIIAJYATOTO TIEPEKPBITIAA

B wacTosmel paboTe OMHCHIBAETCA HEMOCPENCTBCHERH METOJ HCUMCHCHRH IPaiMaTHICCKHX
CRNANYATAEX CBOCOAHO OHepTHIX mepexphiruit. OGCyxmaeMelli METOH, IpeAnoxennbii Cropme-
macom [4], Gnaromaps MATDAYHOH 3aMHCH MOKET HMETh NPUMCHEHHE B KOHCTYKTHBHOM aHa-
mm3e ¢ nomometo IIBM, Flpusomurca mpAMED.

SUMMARY

MATRIX EQUATIONS OF THE FOLDED PLATE

Inthe paper a direct method of caleulation of prismatic, simply supported folded plate structures
is described. The method discussed was originally proposed by Scordelis [4], and due to matrix
formulation it can be used to the structural analysis with the use of digital compufers.

A numerical example is given in the paper.
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