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ZWIAZK]1 FIZYCZNE MATERIALU SPREZYSTEGO
ODCINKAMI LINIOWEGOQO

ANNA SZWEYCER i ZBIGNIEW WESOLOWSKT (WARSZAWA)

Rozwigzanie zagadniern brzegowych nieliniowej teorii sprezystodci jest mozZliwe
jedynie w najprostszych przypadkach. Na ogdl konieczne jest postuzenie sig jedng
z metod przyblizonych, jak np. metoda kolejnych przyblizen, metoda malego para-
metru itp. Nasuwa sie myél, Ze metodg przybliZona moZna réwnieZ otrzymad zaste-
pujac krzywg naprezenie-odksztalcenie przez linig famang. Na podstawie danych
eksperymentalnych sposdb taki byl stosowany wielokrotnie w odniesieniu do mate-
rialéw posiadajacych inne stale sprezystodel przy rozeiaganiu a inne przy $ciskaniu.

W pracach {1 i 2] rozwazono przypadek odcinkami liniowe] funkeji 7;;=1:; (6,5).
Poniewaz w nicktdrych przypadkach mozZe okazaé sig dogodniejsze oparcie obliczen
na funkeji &;; (z,.) zanalizujemy tutaj ten przypadek. Dalej pokazemy, Ze obie metody
sa w zasadzie réwnowazne, ‘

1. ZWIAZKI PODSTAWOWE

Oznaczmy

€=(81, £22, £33, 2823 2831, 2815),

(1.1)

T=(Ty3, ’izza T33s Ta3, T31s T12) s
gdzie g;; oraz 7,; sa wspolrzednymi tensora odksztalcenia oraz tensora napreZenia
w kartezjanskim ukladzie wspoirzednych. Jesli wspohrzedne wektora przemieszezenia
sa ;, L0 &=t ). _
Rozwazmy sreSciowymiarows przestrzen wektorowg V, ktdrej elementami sa
€ oraz 7. Podzielmy V na pewng liczbe rozlacznych obszaréw Wy, W, ..., Wk

(1.2) WiV, WxnWp=0.

" Jesli dwa obszary Wy i W, maja wspdlny brzeg, to oznaczymy go przez Pg,.
Zakiadamy, Ze

X K

(L.3) e=Br-+{ dla TelWg,
L L

(4 e=Br+y dla =Tel,,

K L K L
gdzie B, B sa afinorami sprezystosci, a U, pewnymi stalymi wektorami. Na ogoét
K L K L

, M
B+ B, Y, Oczywiscie, jesli t=0eW,, to Y =0, gdyz v==0 musi odpowiadac e=0.
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[3

7 zatozenia € jest ciagly funkcja ©. Jesli W, graniczy z Wy, to mamy

KL KL
{1.5) Bt =0,
gdzie
EL L K KL L K
{1.6) B=B-B, =P

EL KL

Zwiazek (1.5) mozna traktowaé jak réwnanie powierzehni Pyy. Poniewaz B i

sa stalymi, wigc powierzchnia Pg;, jest plaszezyzna. Oczywifcie nie zmniejszajac
ogblnosei mozna tak ponumerowal obszary Wg, Ze

Kf. KL

Brty<0 dla TeWy,
(.7 EL KL
Brid>0 dla telW.

Ograniczymy dalsze rozwazZania dla obszaréw W,, W, oraz ich brzegu P,,.
Dla uproszczenia zapisu pomija¢ bedziemy przy tym parg wskafnikow 12. Tak wige
(1.5) przedstawiamy w postaci

(1.8) Bri=0 dla r<eP.

W sposéb oczywisty dalsze zwigzki mozZna odnies¢ do brzegéw P,j, Paq itd.
Parametryczne réwnanie powierzchni P jest nastepujace: !
Pl NN O
(1.9 T=aB+ .. +aB B,
1 N 1 N O
gdzie 4, ..., a sa dowolnymi parametrami, a B, ..., B, B liniowo niezaleznymi wekfora-

mi spetniajgeymi réwnania

M
BB=0, M=1,2,..,N,
(1.10)

BR -+ =0.

Poniewaz plaszezyzna P rozdzicla dwa 6-cio wymiarowe obszary, wigc musi
to by¢ plaszczyzna 5-cio wymiarowa (N=35):

55 0

(L11) T=éé+...+ap+p.

M
Wektory, 8 M=1,...,5 sa liniowo niezaleine i wyznaczaja wektor v ortogonalny
do nich

(1.12) Bv=0.

Mnozac réwnanie (1.9) przez v otrzymujemy réwnanie powierzchni P w nowej postaci

(1.13) ‘ *rv—év:().
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Na to, aby réwnanie (1.8) byto réwnaniem plaszezyzny 5-io wymiarowef*potize-
ba i wystarczy, aby rzad macierzy

By Bia...Bis ¥4
(L.14) [B, = Bz:l B::zz---B:ze 1,{2
Bs1 Bey...Bgs We

byt réwny jednosci. Wszystkie wyznaczniki stopnia wigkszego niz 1 musza by¢
réwne zeru. Warunek ten jest spetniony, gdy wszystkie wyznaczniki stopnia drugiego
sa réwne zeru. Wyznaczmy B iy spelniajace te waranki. Biorac wyrazy przekatniowe
mamy

(1.15) BuuByy=B%, 7B,  Bu=Muy V BB,

pdzie 17, 52 wspolczynnikami znaku réwnymi 1 tub — 1. PoniewaZ B,, s rzeczywiste,
wigc B, (nie sumowaé!) sa jednakowego znaku, Wynika stad #q,=—1 (nie
sumowaé!) lub #,,=—1. ' ‘

Rozwazmy najpierw #,,= 1. Zadajac by pozostale wyznaczniki byly réwne zeru,
otrzymujemy warunek

(115) nﬂﬁnﬁy_”avﬂaﬂ=0:
skad ostatecznie wynika
(1.16) Hag=Hug -

Taki sam rezultat ze znakiem minus po prawej stronie réwnoéci otrzymujemy dla
Hae= — 1. Ostatecznie :

(L17) " B=pd®5,

gdzie p jest dowolnym pewnym parametrem, a 8 pewnym wektorem. Rozwazajac
teraz wyznaczniki zawierajace rowniez Y mamy
(1.18) bh=wd,

K K
gdzie o jest pewnym parametrem. Skoki stalych sprezystoéci B i wektoréw < nie

sa wice dowolne; a spetniaja (1.17) 1 (1.18). Tylko dla takich B iy odksztalcenic € jest
ciggly funkcja naprezenia .
Rdéwnania (1.10) przyjma postac

M -0
(1.19) pSR8B=0, pdDEB+wE=0,
M
skad wynika, Ze pigcioma niezaleznymi wektorami B, M=1,2,...,5, sq
_62— 753_ _54ﬁ _55_ 756—
—d; 0 0 0 0
i 1) 2 _51 3 0 4 0 5 0
(1'20) p_ 0 ) ;3"_ 0 ] B_ _"61 s pM 0 H p_ 0
0 0 0 —d; 0
0 0 0 0 | =01
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Wektor 5 jest ortogonalny do kaidego [3 Moina wige przyja¢ §=v, a wektory

[3 & rozpinaja przestrzen V. Roztoimy [3 w tej bazie:
0 11 53

(1.21) B=cB+ ... }-ePptmb.
Latwo sprawdzié, Zze moZna wzigé ¢; =¢,=...=¢ =0, co zgodnie z (1.19), pociaga
za soba
0 @
(1.22) B=mb, m=};(88)—1.

Ostatecznie réwnanie powierzchni P zgodnie z (1.9) jest nastgpujace:
) w )
(1.23) g(r):18+?=0,

przy czym g{t)<0 dlaze W, g(v)>0 dla ~e W,
Podane rozwazania prowadza do nastgpujacych wzordw:

11 ®
e=Br|¢Y dla TS+-F< 0,

(1.24) ) ) .
e=(B+p8®%) v+P+wd dla b +F> 0.

2. MATERIAL IZOTROPOWY

Dl materiatu izotropowego mamy
A
2.1 = — ) .
( ) eij ( 2#(3A’+2#) 6:] 5rs+ 6ir5_is Trs
szqzek ten jest spelniony W obszarze Wy, do ktorego nalezy ©v=0. PoniewaZ sy-

metria B jest taka sama jak B wiec z (1.24) wynika, ze dla materialu izotropowego
dy, jest delta Kroneckera. W obszarze W, przylegajacym do W, mamy wigc

1
(2'2) 61_} 5)'5 + 5:1‘ 6_] s‘+p§u 51"5) Trs+w5u

A
T ( T 2u(31 120
Przechodzac do da_lszych obszarow stwierdzamy, ze wszedzie zalezno$é pomigdzy
naprezeniami a odksztalceniami jest okreSlona przez (2.2). Ostatecznie mamy

1 o
(2'3) El,j=(L+p) Ter 5,—,—+2N’£”+w1 5“7 dia Tr,-+;"< 0

Oraz
L s w
@4 = Ldpip) T by P 2N e e 6y dla g b> 0,
gdzie
2 1

L=-r———", N=7.
20 (34420 2u
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3. Popzial V' NA TRZY OBSZARY

Zatézmy, ze V podzielone zostaje na trzy obszary Wi, W, 1 W,. Jedli granice Sy»
i 5,5 sa réwnolegle, to istnieje mozliwos¢ takiego podzialu, Nalezy sprawdzi¢, czy
istnieje mozliwosé innego podziatu. Zakladamy, Ze
obszary granicza kazdy z kazdym. Qddzielone s3 one 842
powierzchniami S, 833 1 Say- Wprowadzamy ozna-
czenia analogiczne do oznaczedl poprzedniego punktu: Wi W,

1 3 3 31

31 1
B=B+B, $={i¢,

2 112 2 112

S3t Sy
3 2 23 a 2 23
B=B+B, ¢=y+. Rys. 1

Rzad kazdej z macierzy E jest réwny 1. Dodajac stronami réwnosci (3.1) otrzymujeny
12 23 31 .12 23 31
(3.2) B4+B+B=0, +d+d=0.
Suma dwdch symetrycznych chierzy rzedu 1 jest rzedu | wtedy i tylko wtedy,
gdy te macierze sa podobne, tj. kiedy '
23 12 23 12 31 12

31 12
(3.3) ‘B=p; B, Y=p, ¢, B=p:B, b=p,¢,

gdzic p; i p, sa parametrami. Normalna do powierzchni S;; ma wige postaé

ii i i J i
(3.4) v=(B—B) ().
Korzystajac teraz z (3.3) mamy
7 12 12 iz 23 23 23 12 12 31 31 31 12 12
(3.5) v=Bri{, v=Bri=p,(Brid), v=BriP=p,(Br+y),
12 23 3%

a wiee v viiv. Powierzchnie 81,, 8231 53, 52 wige rownolegle, czyli obszary Wy, W,
i W, nie moga graniczy¢ kazdy z kazdym.

Otrzymane réwnania mozna sprawdzié metoda lustrzanego odbicia do réwnani
otrzymanych w [11. W szczegélngéci réwnanie powierzehni rozgraniczajacych poszeze-
gélne obszary jest dla meteriatu izotropowego takic samo. Dila innych materiatow
réznica miedzy metoda zastosowania niniejszej pracy a metoda wiyta w [1] opiera
sie na wprowadzeniu innych statych materiatlowych w zwigzkach t== (€) i e=€ (7).

4. PRZYKLAD DLA MATERIALU IZOTROPOWEGO

Zalézmy, e istnieja trzy obszary Wy, Wy, W3 rozgraniczone przez Py, 1 Pas.
Zgodnie z p. 3 PyailPas.
Niech P,, przechodzi przez ©=(0, ..., 0), a P,3 przechodzi przez T=(¢, 0,..,0),
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gdzie g>0. Réwnania pieciowymiarowych plaszezyzn Py, i Paj zgodnie z (1.23)
przyjma postac nastepujaca:

4.1) 2(t)=16=0, g{r)=td—g=0,
a wiec
(4.2) TEW, T ATyt <0, TEW,0<T; [Ty HTs<q. TeWa<rg<t,+T2+1s.
Niech stale sprezystosci przyjma nastepujace wielkosei:
(43) L,=8K, N,=K, L,=2K, N,=K, L;=K, N;=K.
Ze wzglgdu na (2.3) i (2.4) N jest we wszystkich obszarach takie samo. W oBszarach
1 2

W, i W, zachodzi Y=y, Stad wynika, 7e w,=w,=0. Pordwnujac (4.1} 1 (1.23)
znajdziemy

(4.4) _  op=—gpa=—q(ls—L,),
co zgodnie z (4.3) prowadzi do rownania '
(4.5) wy=gk.
Ostatecznie wige znajdziemy
&;=8kt,, 8;;-+2kty; dla 7.<0,
(4.6) & 4=2k1,, &;;-+ 21y, dla 0O<s,.<gq,

&= kTrr 5U+2k‘rij+kq5” dla. G<Tps

Rozwazmy z kolei proste rozcigganie, przy ktorym 75, =723 =01 7,1 = 0. Zgodnie
z (4.6} otrzymamy \

£,=10Ke, 8, =843=8K0c dia <0,
£y, =4Ko, £, =833=2Ka dla 0O<o<g,

21 1=30+PK, ==+ K dla g<o.
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PezwonMme

OW3WIECKUE 3ABHCHMOCTHA KVCOYHO-JIMHEWHOIO VIIPYTOBO MATEPHAJIA

HlecTH-pa3sMepHOS MPOCTPAHCTEO HANPAKERRH OFENeHe HA HEKOTOpPOe YHCNIO PACCOCAHHEH-
HEIX ofnacreit. B kakmod obmact: cyfecTEYET EPYras 3aBHCEMOCTE edopMangs-HampsKenye,
HenpeprBHOCTE 3TOH 3aBHCHMOCTY SBIAETCA HPEYEHOR TOTO, 9TO NPENeibl ofnacTeldl spLsmoTCA
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ITE-PASMEPHEIME THIEp-IMCCKOCTAMY. OHpefiensioTca YpasHeHHs STHX IUIOCKecTel W AOmy-
CKAFOTCH CKAYKY MOCTOSHHEIX YIOPYIOCTE Mid ofiueli cEMMETPEE U Ang B3oTpomHoroe tena. Iloka~
32HD, YTO TPH 0GIACTH He MOYYT TPAHMUHT KaxAas ¢ xaxgoii IonydcHmsie ypapmeHns MOXKHO,
METONCM 3CPKAIBHOTO OTPAKENH, CBCCTH K YPABHEHHSM, ONyGNAKOBARHEIM DAHBING OJ(HEM W3
aABTOPOBE, '

SUMMARY

PHYSICAL RELATIONS OF AN ELASTIC PIECEWISE LINEAR MATERIAL

The six-dimensional space of stresses is divided into a certain number of disjunct regions. Each
of the regions is characterized by a different linear stress-strain relation. The continuity of these
relations requires the boundaries of the regions to be five-dimensional hyperplanes. Equations
of these hyperplanes are found as also the admissible jumps of elastit constants in the case of a general
symmetry and for an isotropit body. It is shown that no three region can be conterminous with each
other. The resulting egnations may be derived by means of a mirror image from the equations
which have been previously published by one of the authors.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
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