ROZPRAWY INZYNIERSKIE, 20, 1,317, 1972, Instytut Podstawowych Problemdw Techniki Polskicj Akademii Nauk

DRGANIA PARAMETRYCZNE
JEDNOSTOPNIOWEJ PRZEKEADNI ZEBATE]

RYSZARD G R Y BO S (GLIWICE)

1. WstEp

Dynamika przektadni zebatych rozpatrywana teoretycznie ma dzi§ juz doséé
obszerna liferature [1 - 28]. Oprocz tego istnigje wiele prac ujmujacych to zagadnienie
od strony eksperymentalno-pomiarowej. Rozwazania teoretyczne sg 7 koniecznoset
przyblizone, w zwiazku z czym przy studiowaniu literatury przedmiotn rzuca sie
w oczy duZza rozmaito$é podejscia do zagadnienia,

Prace dawniejsze cechuje indywidualne traktowanie zeba jako belki — wspornika,
zamocowanej sztywno w nieodksztalcalnej tarczy [6, 7, 8,20 1 24 - 27]. Analizujac
taka belke pizy obciaZeniu zmiennym w czasie i o zmiennym punkcie przyloZenia,
mozna okresli¢ maksymalne naprezenia dynamiczne u podstawy zeba. Dokladnosé
takich obliczest uwarunkowana jest doldadnoécia, z jaka okreflono przebieg czaso-
wy sity migdzyzgbnej P (¢). Dlatego w wielu pracach obciazenie to trakiowano jako
impulsowe, dzicki czemu omija si¢ koniecznosé okreflenia postaci funkcji P (7).
Pozostaje jednak nadal otwarty problem okreflenia dokladnej wartosci impulsu
uderzenia. '

W drugim etapie rozwoju dynamiki przekladni zaniechano indywidualnego
traktowania zgba obcigzanego udarowo na rzecz ujecia kompleksowego, tzn.
badania drgan calej przekiadni. Jest bowiem rzecza oczywisty, iZ czasowy przebieg
sity migdzyzebnej zalezy nie tylko od wielkosci geometrycznych samego zeba, lecz
od sprezystych i bezwladnosciowych cech calego uktadu dynamicznego, a przynaj-
mniej pary wspotpracujgeych két i zwigzanych z nimi waléw. Dlatego w nowszych
~pracach [3~5, 12-16 i 19] podjeto préby okreslenia tzw. nadwyzki dynamicznej
obcigzenia zeba przez analize drgan zespolu wspélpracujacych ze soba elementdow
sztywnych oraz sprezystych.

Nalezy wyraZnie podkredlié, Ze zmiany sity miedzyzebnej, a wice obciaZenie
dynamiczne z¢ba, zalezg od geometrycznych, sprezystych i bezwladnoéciowych cech
nie tylko samej pary wspdlpracujacych kol, lecz catego uldadu dréajqcego, na ktéry
sktada sig przekladnia, wirnik silnika oraz mechanizm napedzany. Ten punkt wi-
dzenia reprezentowany jest takZe w pracy niniejszej.

Projektant musi zagwarantowa¢ Zzadana trwalo$é przekdadni. W tym celu nie-
zbedne jest m.in., aby obroty nominalne przekiadni réinily sie dostatecznie od
obrotdéw rezonansowych. Mozna to osiggnaé albo. przez zmiane czestotliwosci
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zazebienia (w szczegélnosci przez zmiang liczby obrotéw), albo przez zmiang czgstosci
wlasnych uskladu. Na widmo czestoéci wlasnych przekladni mozna wplywaé przez
zmiane sztywnodci (Srednicy) waldw albo za pomoca zmiany szerokodci (a wigc
i momentu bezwladnoéci) két zgbatych,

W kazdym razie ni¢zbedna jest znajomod¢ widma czgstodci wlasnych oraz jego
zaleznosé od parametréw przekiadni. Bez tego nie mozna uzyska¢ odpowiednich
informacji co do sposobn i mozliwosci odstrojenia przekladni od rezonansu.

Kwestia istoing dia teoretycznego ujecia zagadnienia jest ustalenie wlasciwego
Zrédha drgan. Fak juz wspomniano na wstepie, autorzy dawniejszych prac dopatrywali
sie go wylacznie w uderzeniach miedzy zebami. Zakladano przy tym, iz uderzenia sa
spowodowane niedokladnoicia wykonania, w szczegdlnofci bledem podziatki
oraz zarysu zebdw. Niewatpliwie jest to tylko jeden aspekt rozpatrywanego za-
gadnienia.

Niemniej istotna przyczyna wzbudzenia drgan przekladni zebatej zalezy od cech
geometrycznych zazgbienia. Poniewaz przy stopnin pokrycia g>1 w przyporze
znajduje si¢ na zmiane jedna lub dwie pary zebdw, przeto sztywnos$é zazgbienia
zmienia sig okresowo i dos¢ gwaltownie, a to jest Zrédtem drgan parametrycznych
przektadni. Ten typ drgafi bedzie przedmictem niniejszych rozwazaft. Zarowno
w plerwszym, jak i w drugim przypadku mdéwimy o wewnetrznych przyczynach
drgaf, jako Ze ich Zrédta tkwia w samej przekladni i w zasadzie nie mozna ich cal-
kowicie wyeliminowad,

Oprécz. tego moga istnieé jeszcze zewnmelrzne przyczyny wzbudzenia drgan.
Wymuszenia tego rodzaju towarzysza wszelkim zmianom obcigzenia przekladni,
ktore moga mieé charakter okresowy {obciaZzenie pulsujace) lub nieokresowy, gdy
nastepuje gwaltowna zmiana mocy przekazywane] przez przekladnie. W dalszym
ciagu bedziemy rozpatrywaé ustalony bieg przekladni, przy kicrym zewnetrzne
przyczyny drgan nie wystepujq.

2. CHARAKTERYSTYKA MODELI PRZEKLADNI ZEBATE]

Istotng wielkodcia obliczeniows dla projektanta przekladni jest wspdlczynnik
dynamiczny obciaZenia zgba, rozumiany jako stosunek max |P (f)| do sily statycznej
P°, zwigzanej z przenoszonym momentem nominalnym. Dla obliczenia tej wielkosci
niezbgdna jest przeto znajomoéé sity miedzyzebnej okreflonej jako funkcja czasu.

Rozwigzanie tego zagadnienia na gruncie dynamiki ukladoéw ciaglych napotyka
na ogromne trudnofei matematyczne. Dlatego tylko w nielicznych opracowaniach
[21 i 22] waly traktuje sie jako elementy ciagle, ale uzyskiwane ta droga wyniki
nie mogy zaspokoié potrzeb praktyki projektowej.

Ujecie przyblizone wymaga wprowadzenia modelu dyskretnego, mimo iz
faktycznie mamy tu do czynienia ze skomplikowanym przypadkiem sprzgZenia
skretno-gigtnych drgad waly, drgai skretnych tarczy oraz gietnych drgafi zgba
osadzonego sprezyécie w tarczy lub wieficu. W modelu dyskretnym tarcze traktuje
si¢ jako sztywne, waly za$ realizuja w zasadzie bezmasowe wigzy sprezyste. Oprocz
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tego mozna wprowadzi¢ wiczy dysypatywne oraz wigzy modelujace uderzenia;
te ostatnie wprowadzaja do ukladu istotnie nicliniows charakterystyke sprezysta.

Drgania modelu dyskretnego przekladni jednostopniowej, rozpatrywane przez
wielu badaczy, dotycza z reguly vkladu o jednym stopniu swobody [1,2,4,5,9,
11-19, 23 i 26]. W takim uj¢ciu najdalej idace wyniki uzyskali J. G. BOLLINGER
i M. Bosch [4 i 5). Jako model jednostopniowej przekladni zebatej przyjeli oni
-dwie sztywne tarcze o osiach rownolegltych. Swobaodg obrotu tarcz ograniczono
przez lepko-sprezyste wigzy (cialo w sensic Kelvina-Voigta), ktérymi polaczono
obie tarcze wzdhiz wspdlnej stycznej. Sprezyna o zmiennej w czasie sztywnosci
imituje w modelu Bollingera-Boscha sprezysta podatnosé calego ukladu, thamik zas
hydrauliczny zastgpuje tarcie wewnetrzne W ukladzie. W galaZ sprezysta elementu
Kelvina-Voigta wprowadzono dodatkowo zdeizak, ktéry umotzliwia uwzglednienie
wplywu luzéw miedzyzgbnych.

Omawiany model przektadni, cho¢ dwumasowy, ma jednak tylko jeden stopied
swobody i jako taki nie daje mozliwosci prawidlowego okreflenia sity migdzyzgbnej
jako funkcji czasu. W szezegolnodel przy zalozeniv stalej wartofei momentu na-
pedowego analiza ruchu modelu Bollingera-Boscha prowadzi do wniosku, iz nie
wystapia w tym przypadku zadne nadwyzki dynamiczne w obciazeniu zgba. W $wietle
poprzednich uwag odnoénie parametrycznego charakteru wzbudzenia drgan prze-
kiadni zebatej taki wniosek jest oczywicie bledny.

Rozpatrywanie dynamiki przekiadni jednostopniowej w izolowaniu od pozosta-
lych mas osadzonych na watkach kot zgbatych jest nieprawidlowe. Preyjmujac bo-
wiem nawet silnie uproszczony model przektadni wypada stwierdzié, ze nadwyzki
dynamiczne pochodzg zaréwno od skretnych drgan waléw, jak i od gietnych drgati
zcbéw. Wobec tego wartosé tych nadwyzek, jak rowniek wszelkie inne efekty dyna-
miczne przekladni (jak czestodei wlasne, pol’ozeme przekaow wezlowych na walach
itd.) zaleza istotnie od wielkosci wszystkich mas uczestniczageych w rucho drgaja-
cym. Dlatego cheac teoretycznie okreslic wspdtezynnik dynamiczny nalezy analizo-
waé drgania pary kol wspdlpracujacych w okre§lonym ukladzie dynamicznym,
a wiec przy uwzglednianin bezwladnodei wszystkich mas wirujacych na wale nape-
dzanym i napgdowym, a takze z uwzglednieniem sztywnos$ci skretnej (i ewentualnie
gietnej) walow.

Zauwazmy, iz czestosé drgan gigtnych zgba jest wielokrotnie wigksza niz czestosé
drgaf skretnych walu z tarczami. Bledem byloby jednak wycigga¢ stad wniosek,
iz przy dynamicznej analizie przektadni mozna wobec tego pomingé drgania wlasne
zebdw, traktujac je jako sztywne. Niepoprawno$¢ takiego zatozenia wynika z faktu,
iz wprawdzie okres T, drgan gietnych z¢ba jest faktycznie na ogél maly wobec okresu
T, drgafi skretnych watu z tarczami, to jednak przy dostatecznie duzej liczbie obro-
téw okres 7, moze byé wielkodcia tego samego rzedu co czas obciazenia kazdego
zeba, réwny diugotrwalodci przyporu, czyli 2znefoz (@ oznhacza predkosé katows
walu, z ilo§é zebdw kola). Z tego powodu cheae prawidlowo okredli¢ site miedzy-
zebna nie mozna pomijaé drgan gietnych zgba. Innymi stowy, konieczna jest w tym
wzgledzie analiza sprzgzonych drgad co najmniej dwojakiego rodzaju, mianowicie
drgan skretnych walu oraz gigtnych zgba.
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Z tym wiaze si¢ zasadnicza kwestia iloéci stopni swobody zastepczego modelu
dyskretnego przekiadni. Jak wspommniano poprzednio czesto$é drgan skretnych
poszczegdlnych walow zalezy miedzy innymi od bezwladnoscel wszystkich mas osa-
dzonych na tych watach. W najprostszym przypadku przekladni jednostopniowej
na kazdym wale osadzone sa co najmniej po dwie masy skupione (rys. 1). Cienki
wal sprezysty z dwoma masami mozma traktowaé jako uklad o dwéch stopniach
swobody. Uwzgledniajac sprezyste sprzgzenie waldéw (przez odksztalcalne zeby)
dochodzimy do wniosku, ze dynamike jednostopniowej przekladni zebatej, nawet
przy pominigciu gigtnych drgan waléw, powinno sie rozpatrywaé na modelu
o czterech stopniach swobody.

Oczywiscie analizowanie drgan parametrycznych takiego ukladu jest matematycz-
nie kfopotliwe, a zwazywszy na przyblizony charakter réwnan ruchu (uklad ciagly
zastgpujemy przeciez modelem dyskretnym) analiza taka moze okazac si¢ w ogdle
niecelowa. Model przektadni zebatej o czterech stopniach swobody pierwszy badat
teoretycznie J. G. BoLLNGER [3]. Uwzgledniat on zaréwno tlumienie, jak i zmienna
sztywno$¢ zazebienia (wedtug krzywej cosinusoidalnej), a takze luz miedzyzebny,
wynikajacy z niedokladnos$ci podziatki oraz bledu zarysu zeba. Ruch takiego uktadu
opisany jest ukladem nieliniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktdre
Bollinger rozwigzal na maszynie cyfrowej dla pewnego. szczegélnego przypadku.

W dazeniu do uproszezenia rachunkéw oraz latwiejszego badania wplywu
rozmaitych czynnikow, w p. 4 i 5 pracy niniejszej Zaproponowano pewne uproszcze-
nie oparte na nastgpujgcym rozumowaniu.

W czasie drgan skretnych na kazdym wale tworzy sie wezel, ktéry obraca sie
ruchem wynikajacym jedynie ze «wszéywnego» obrotu danego wahu. Dla zanalizowa-
nia drgadi przekiadni jednostopniowej mozna przeto wyizolowaé z calego ukladu
rozwazang par¢ kol zebatych wraz z przyleglymi odeinkami waléw az do przekro-
J6w weztowych. Oczywiscie polozenie wezldw zalezy od geometrycznych i spre-
zystych parametréw calego uktadu tak, %e dla dokladnego zlokalizowania weztow
nalezaloby rozwiazaé¢ zagadnienie drgad modelu o caterech stopniach swobody.

PoniewaZz jednak tg trudno§é chcemy wiladnie ominaé, przeto w przyblizeniu
bedziemy przyjmowaé, iz podatnosé gietna zebéw i ewentualnie skretna tarcz w ma-
tym stopniu wplywa na potozenie wezldw, Innymi stowy przyimiemy, Zze na kazdym
wale pracujacym w ukladzie rzeczywistym (a wige zlozonym z kilku waléw oraz
zazgbiajacych sig k6f) wezet wystapi w tym samym miejscu, w ktérym powstaje on
na wyizolowanym z przektadni wale obarczonym jedynic dwoma tarczami na brze-
gach. Zlokalizowanic za§ wezta w tym przypadku nie nastrecza, jak wiadomo,
zadnych trudnosci.

Jedli takie uproszczenie jest dopuszczalne, to zamiast ukladu o czterech stopniach
swobody wystarczy analizowaé drgania ukladu zlozonego z dwéch sztywnych tarcz
osadzonych na dwdch skrecanych walach, przy czym tarcze oddzialywuja na siebie
przez niewazka sprezyne imitujaca podatnosé gietna zebéw. Proponowany model

ma ju? tylko dwa stopnie swobody (oczywiscie jesli dopuscimy mozliwosé wylacznie
obrotowego ruchu tarcz). Wprowadzajac dodatkowo do ukladu wigzy dysypatywne
mozna uwzglednié wplyw thumienia na warto$é wspolezynnika dynamicznego
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Na przyktad zamiast pojedynczej sprezyny migdzyzebnej mozna tam wstawic¢ ciato
w sensie Kelvina-Voigta. Qczywiscie nie wplynie to na ilod¢ stopni swobody modelu,
tym niemniej skomplikuje do§é¢ powaznie rachunki. W dalszym ciagu thumienie
bedziemy pomijac.

Zanim wyprowadzimy wzory przybliZone oparte na przytoczonym wyZej sche-
macie rozumowania, celowe bedzie zanalizowanie dynamiki modeln o czterech
stopniach swobody.

3. MODEL JEDNOSTOPNIOWES PRZEKLADNI ZEBATEJ JAKO UKLAD O CZTERECH
' ' STOPNIACH SWOBODY

Wezmy pod uwage ukiad dynamiczny ﬁrzedstawiony na rys. 1. Na wale na-
pedowym 0-1 osadzone jest sztywno cialo obrotowe O (np. wirnik silnika) oraz
kolo zebate 1, przy czym ich masowe momenty bezwladnosci wynoszg odpowiednio
J, oraz.J,. Na wale napedzanym 2-3 osadzone jest kolo zgbate bierne 2 (J;) oraz cialo
sztywne 3 (J3). Na ciala 0 i 3 dzialaja sily zewngtrzne, ktorych momenty wzglgdem
osi waléw wynosza odpowiednio M, i M;. Dodatnie kierunki obrotu wskazane sg
na rysunku strzatkami.

Rys. 1

Gdyby waly, tarcze oraz zeby traktowac jako idealnie sztywne, to rozpatrywany
uktad miatby tylko jeden stopiefi swobody, a jego ruch opisany bylby réwnaniem

(3.1) ' 12 1T )+ (FaHTa)] 9 =iMy— My ,

gdzie ¢3, (f) oznacza kat sztywnego obrotu watu 2-3, i=r,fr,, ry, #; ~— promienie
toczne kola czynnego i biernego. Oczywiscie w ukladzie takim zachodzi réwnos¢

(3.2} ' Fipgy—F2 (933:0 lub 5931:1.(”23 >
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gdzie ¢3,(f) oznacza kat sztywnego obrotu walu 0-1. W ruchu ustalonym g0 =

=02, =0 oraz M,=iM,. Wystepujaca przy tym sila migdzyzebna posiada warfodé
: M, M,

(3.3) pr=""="7

1 ry

i stanowi tzw. stacjonarne obciazenie zeba.

Oprdcz tego podezas pracy przekladni obciaZenie zeba wzrasta o nadwyzke
dynamiczng, co do ktérej zakladamy, i7 jest rezultatem wylacznie parametrycznych
drgan przekladni. Te za§ mozliwe sa dzigki sprezystosci elementéw przekladm
w szczegllnoei waldw oraz tych zgbow, ktore aktualnie znajdujg sic w przyporze.
Odksztalcenia skr¢tne tarczy lub wiefica zgbatego bedziemy pomijaé ze wegledu
na maty podatnodé sprezysta tych elementéw w pordwnaniu z podatnoécia waléw
i zgbéw. Uproszezenie to jest tym bliZsze rzeczywistodei, im mniejsza jest réinica
miedzy érednicy kota stép i érednica watu Iub piasta. _

Tak wige rozpatrywac bedziemy dyskretny model dynamiczny jednostopniowej
przekladni z¢batej zlozony z czterech sztywnych mas polaczonych dwoma bezmaso-
wymi walami o sztywnociach skretnych g =Gy /ly,, Koz=Glys/lss, gdzie G
oznacza modui sprezystoéei postaciowej, 1o, I,; biegunowe momenty bezwladnosci
przekrojow waléw oraz lyq, 1,5 dlugosci walow.

Oprécz tego cheac uwzglednié podatno$S sprezysta zazgbienia wprowadzamy
do modelu sprezyng migdzyzebna, za podrednictwem ktérej koto czynne 1 oddziaty-
wuje na koto bierne 2. Skrécenie tej sprezyny okre$la wzgledne przemieszezenie
srodkowych punktéw C, i C, zgbéw bedacych aktualnie w przyporze (rys. 2).

Rys. 2

Przemieszczenie to jest rezultatem nie tylko ugiecia zebéw, lecz i odksztalceri lo-
kalnych, powstajgcych w obszarze styku zebdw (zakreskowanym na rys. 2a).
Ogdlna sztywnosé wlasciwg zebdw kota 11 2 oznaczmy odpowiednio k,; i k,,, lo-
kalna za$ zlinearyzowang sztywnoéé wiasciwa zazebienia — k,. Poniewaz mamy tu
do czynienia z szeregowym polgczeniem elementow sprezystych, przeto zastepcza
sztywno$é whadciwa k, zazebienia okres’lona jest wzorem

1
I, k,,1+k +E

(3.4)

Uwzglqdnienie podatnodci zazgbienia wprowadza do ukladu dodatkowy stopieﬁ-
swobody, albowiem wtedy przemieszezenia obrotowe két 1 i 2 staja sie wzajemnie
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niezalezne. Dynamiczny model jednostopniowej przekladni zgbatej jest w takim
ujeciu ukiadem o czterech stopniach swobody.

Zanim wypiszemy réwnanie ruchu tego modelu zauwazmy, Ze na kat obrotuw
¢; (1) (j=0,1,2,3) dowolnej masy, oprécz kata ¢ (t) obrotu sztywnego, sklada
sie jeszcze kat w, (7), ktory opisuje drgania skrgtne ukladu. Zatem

(3.5) pD=¢) (O ty, (0, j=0,1,2,3.

Katy sztywnego obrotu powigzane s3 oczywistymi réwnosciami

(3.6) Po=01=051, P2=P53= 05— 00ili.

Posta¢ funkeji ¢9,(r) znajdziemy pfzez dwukrotne scalkowanie réwnania (3.1):

[f GMo—M;)de®
P2(Jot-J O+ HTs)

9923(t)=
W szczegSlnosci przy ustalonym biegu przektadni

3.7 (Pgs(t)"_-"wzs t+9_923 . Poy()=w0; 1+P01 s

gdzie wqq i a3 sa predkosciami katowymi walu pednego i napgdzanego (wo;=
=iws3); P2y, #05 sa to stale dowolne. Sita éciskajaca sprezyng migdzyzebna wynosi

P=PO -k [ @s(t)—ra292(0)]
lub po uwzglednieniu réwnodel (3.2) 1 (3.5)
(3.8) P=P4k [riy (D—ray2(D)] -

Sktadnik drugi we wzorze powyzszym okresla skladowa dynamiczna sity miedzy-
zebnej.

Roézniczkowe réwnania ruchu rozpatrywanego modelu wyprowadzamy stosujac
metode przemieszczen: '

—Jo Po-+-Mo=xo1(0o— 1) »
—J1 §1—Pri=rco1(p1—00) ,
— T2 P2 +Pra=123(02— @a)
‘ —J3 93— M3=1%23(p3— 92) -
Jedli podstawimy tu réwnosei (3.3), (3.5), (3.6) i (3.8), to otrzymamy

Jo(@3 o)+ Ko (Wo 1) =M, ,

Sy B89 Hre0a(W 1 —Wo) H a1 (11 W1 — Faya) = — M,
Tl @3 02) Freas(Wo—wa)—k ra(riwy —rawa)=Ms ,
T3(053 ) Frcaa(ys —wa) = — Ms.

(3.9)
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Wreszcie dla ustalonego ruchu przekladni (pd,=¢3,=0, M,=iM,) znajdziemy

ToWo+rorwo—w)=M,,

Jywy oWy —wo) Hh i w — s Wwo)=—M,,
To o ticaa(Wa—ys) —kara(riwy —rays)=iMo,
Jawataas(Ws—ya)=—iM,.

(3.10)

Rozwigzanie uktadu réwnan (3.9) lub (3.10) nie nastrecza zasadniczych trud-
noéci matematycznych, aczkolwiek wyznaczenie tg droga wspétezynnika dynamiczne-
go wymaga przeprowadzenia nader ucigzliwych rachunkow. W dalszym ciggu
podamy przyblizona metode postepowania, ktéra wymagaé bedzie analizy dynamicz-
nej ukiadu posiadajacego tylko dwa stopnie swobody.

4. MODEL IEDNOSTOPNIOWES PRZEKLADNI ZEBATEI JAKO UKLAD O DWOCH
STOPNIACH SWOBODY

Jak stwierdziliémy w p. 2 przez wydzielenis z ukladu czteromasowego samej
tylko pary kot zebatych 11 2 wraz z przyléglymi odcinkami waléw otrzymujemy
znacznie prostszy do analizowania uklad o dwdch stopniach swobody. Diugodei
[, il, odcinkéw waléw zdeterminowane
sg potozeniem weziéw, jakie tworza sie
na kaidym wale podczas drgan skretnych.

Zalktadajac, ze podatnosé gietna zebdw
oraz podatnosé skretna tarcz nie wplywaja
w sposéb istotny na polozenie wezléw (por.
adnoéna uwaga w p. 2), mozemy napisad

IlOlJ—O ~ 123J3

4‘-1 1 ~ —_‘“—', ~o .
@h hmgigs bRy

WD —wezet drgait
Kolo napgdowe 1 dziata na koto 2 przez
sprezyng miedzyzebna o sztywnodei k.
Uktad cze$ciowy wydzielony z catoéci na rys. 3 obramowany jest linig przerywana.
Réwnania ruchu otrzymamy z drugiego i trzeciego réwnania ukladu (3.10)
podstawiajge tam y,=w,=0. Oprécz tego trzeba zamieni¢ sztywnosci wlaciwe
calych waléw sztywnosciami odcinkéw, podstawiajac xy =Gl /I, oraz x,=Gl,,/1,
odpowiednio zamiast x, i #,4. Zatem

Rys, 3

Jy V.;r[—fﬁ Witk ri(ryw, —rap,)=—M,,

4.2) - .
Soyatica sk ra(ry W_1—"2 Wa)=iMy.

Przy wyprowadzaniu tych réwnant odcinki waldéw traktowano jako bezmasowe
wiezy sprezyste. Jednakze dla zwickszenia dokiadnosci wynikdw mozina momenty
bezwiadnodci kot Jy, J, powiekszyé o zredukowane momenty bezwladnoéci odcinkdw
walow, réwne 1/3 ich rzeczywistej wartosci.
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Rozwiazujac uklad réwnan (4.2) otrzymamy funkecje wy (1), v, () opisujace
ruch drgajacy kol zebatych. Znajomosé tych funkeji pozwoli z kolei na okredlenie
sily miedzyzebnej zgodnie ze wzorem (3.8), a nastgpnie na wyznaczenie wspdlezynni-
ka dynamicznego.

Przypusémy, Ze rozwigzanie szezeglne ukladu réwnail (4.2) ma postaé
4.3) wi()=a, cos (@+N+b,, wD=a,cos(wt§)+b,,
gdzie ay, a5, by, b,, @ 1 3 sa to stale. Podstawienie (4.3) do (4.2} daje
(—w?J, ‘i, kD ay —k,ryiraa, =0,
kb Pad (=P Jotbi, o rl)a, =0 5-
(1 tk, b~k rir by =—M,,
—de i P by (kR r ) by =iMy .

Z dwoch ostatnich réwnan obliczamy stale b, 1 b,:

b = _ 1w, My
T ek ooy ri e, r®y
(4‘4) 12 ( 172 2 1}
1y iy
b,=

2 .
fey iy k(e raics rl)
Natomiast z dwoch pierwszych wynika réwnanie czestosei:

w*—2Bw*+C=0, '

gdzie ‘
S A U 2 o
“5) o2 T 27,
Ky Kyl (g 1o rc13)

- 7.7,

Stad wyznaczamy czestofci drgaft wiasnych:

(4.6) w,=VB—VB-C, w=VBiVB_C.
Opréez tego znajdujemy wspdkezynniki postaci drgan

PP B e

@ Ha™ g - ks ?
. _ g “f1+k%'f =, '50,3
s dig ] kyrirs )

Zatem drgania wlasne pierwszej postaci opisane sa nastepujacymi funkcjani;

wm(t):alacos (Codt+ 'ga)eri P

(4.8)
WZa(t) = Ha a,,C08 (war f+‘9a)+b2 ]
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a drgania wlasne drugiej postaci funkejami

(4 9) '/’1a(f)=a1gcos(a)ﬁt—|—9ﬂ) ,
. WZB(t)=ﬂlﬁa]BCOS(CO3 t+ Sﬂ) R

Zbadajmy znak iloczynu g, g;. Na mocy wzordw (4.7) mamy

10y -k P22 Kk, J?
.Iualuﬂ=(~ 1) - ); ((D +60g)“1“ L F )2 0)30); >

ke rir, ( 2F1F2

a po podstawieniu (4.5) i (4.6)
Uo fg=—J3 /], <0 .
Poniewaz w} <w}, przeto ze wzoréw (4.7) wynika u,>0 oraz <0, Oznacza to,
ze podezas drgafi z wigksza czgstodcia (w;) kola zgbate obracaja sie w kierunkach
przeciwnych, natomiast przy czestoéci m, — w kierunkach zgodnych. Nalezy pamie-
ta¢, ze chodzi tu o obrét zwiazany z drganiami vkltadu, przy czym zgodny kierunek
obrotu kot mozliwy jest dzigki istnieniu sprezyny miedzyzebnej.
Rozwigzanie ogdlne ukladu réwnati (4.2) ma postaé
Wi(D)=a,cos (. 1+ 9,)+a 5c08 (g t++95)+by
Wal)= s @1,c08 (@, 1+3)+ pp argcos (@p 11+ %) b, .

Jesli chodzi o silg obciazajaca zab, to jak wynika z budowy naszego modelu,
Jjest ona réwna sile w sprezynie migdzyzebnej. Sila ta zgodnie ze wzorami (3.8)
i (4.3) jest nastgpujaca funkcja czasu:

PO=P°+k,{(r b, —r, b)) (ry— para)acos (w904
: +(ry—pgry) ay peos (g 1+ 95)]
lub po wyeliminowaniu b,, b,, g, i Mg za pomocy wzorow (4.4) i (4.7)

(4.10)

wa_xl J1m§~)’c‘1
- f3,C08 (a)at+19,x)—§—ﬁ"—~;*—— ajgcos{mwgt+39y),
1

@.11)

gdzie
KiKq
Wy 1k ey 2 b,y
Amplitudy drgan sa proporcjonalne do momentn obrotowego. W dalszym ciggu
wprowadzamy przeto nowe stale bezwymiarowe A, i 4, piszac
(4.13) (Jy 0}~k ) ay,= A, My, (J1of—x1)a=As My .

Rozpatrzmy z kolei wspélezynnik dynamiczny K, obciazenia zeba, ktory zde-
ﬁmowany jest jako stosunek maksymalnej sity migdzyzebnej do sily stacjonarnej
(P°=Myfry), czyli

(4.12) D=

_ max [P (1)

d PQ
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Na podstawie wzoru (4.11), przy uwzglednieniu (4.13), znajdziemy
K,=D-+4max |4, cos(w, t+9,)4-Azcos (s t+8p)|

Iub

(4.14) K,;=D+|A,cos(w,ty+3)+Agcos{ews 35 .
Wielko$é t,, nalezy wyznaczyé jako pierwiastek rownania

(4.15) Wy Ay 5in (60, b+ )05 A sin (wg £, +85)=0.

Dla oszacowania warto$ci wspotczynnika dynamicznego moina postuzyC sie
nieréwnoscia
4.16) Ky < D44 414, .

Chcac korzystaé z przytoczonych tu wzordw, trzeba przedtem okreflié amplitudy
drgafl. Zagadnieniem tym zajmiemy si¢ w nastgpnym punkcie.

5. OKRESLENIE AMPLITUD DRGAN

W przektadni zebatej wolnej od niedoktadnosci podzialki 1 bleddw zarysu z¢bdw,
a ponadto pracujacej w warunkach ustalonego obciazenia, drgania zostaja wzbudzo-
ne wskutek okresowych zmian sztywnosci k, zazebienia. Idealizujgc nieco zagadnie-
‘nie przyjmiemy, ze zmiany sztywnosci odbywaja si¢ skokowo przy wejscin danej
pary zgbéw w przypdr lub przy jej wyjsciu z przyporu; poza tym sztywnos¢ jest
odcinkami stata. Okres T tych zmian réwna sig odstgpowi czasu, jaki potrzebny jest
na obrét kota o kat 2a/z; z predkofcia katowa w, (z; oznacza liczbg zgbow, j=1
Tub 2), czyli

. 2n 2n

(3.1) T= =

W21 @223

Diugotrwaloéé fazy pojedynczego i podwdjnego zazgbienia wynosi odpowiednio
T’[=(2—8)T, TI[=(£-—1)T,
Jesli rachube czasu dla kazdej fazy rozpoczniemy w jej poczatku, to zgodnie z tym,
co powiedziano poprzednio, otrzymamy
=k dla O<t<(Q2-¢)T,
k,=k' dla 0O<t<(z-1T,
przy czym kL <kl (tys. 4). :

W zwiazku z powyzszym w dalszych rozwazaniach dla kazdej stalej aq,, 4sq,
By 2y @y gs Fa, 5 Ha g itd. musimy rozedzniac po dwie wartoéci: jedna dla fazy po-
jedynczego zazgbienia (indeks gérny I}, druga — dla fazy podwdjnego zazebienia
(indeks gérny 11). W konsekwencji otrzymamy takie

VA (8) = by c0s (@ 1+ 8)-Falpcos (@h i+ 981,

5.2
G-2) yi (D)= cos{w,' t+9.) +aljycos (w) 4 9)+bY,
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gdzic
_ 1, My B _J_D—I_M
by = Kyt (g2 bacar?) — kg 07
_ iy My B HMDLI
b= KKy h (e Fiba,r?) T kg Mo

i podobnie dla funkeji (1) oraz w}(r). Trzeba jednak pamigtaé, i% wartosci statych,
odnoszace si¢ do kazdej fazy zazgbienia, powigzane sa wzajemnie pewnymi zalez-

kz g
{17
2 -
Iy e
kz @et
ol T ipp-
- T
Rys. 4

nosciami, ktdre wynikaja z zalozonej ciagloci ruchu w chwili przejicia ukiadu
z jednej fazy zazgbienia do drugiej. Sa to nastepujace warunki brzegowe:

vi(@-8)T)—yi(0)=0,
wi((2—)T)—y5(0)=0,
' (2—8) T) -yl {0)=0,
yi((2-e)T)—yi0)=0,
ktére po uwzglednieniu (5.2) prowadzg do ukladu réwnan:
1,608 0,44 peos B —all, cos 91 — L cos S =bl—b,

.1 I 1 H L1 i 4 - Qi ir il 11 11 1
Py B1,C08 8+ pug ay p cos B — pi)} af cos S — ) dyzcos 9, =0y —b3,

5.3)
L 1 : 1 L § H T £ QP | 13 I ; 11
@ Ay, SN0, oy ay g sin O — o) af, sin 9} —wf @l sin 9 =0,
I 1.1 : I T .11 3 1 R G B 2 § R it LE BN U § G IF__
Wy Hy 1 S0 Oy +0g 15 @) 5510 Oy — 00} 0] sin 9 — o) ) allysin 9 =0,
gdzie

9;,3 5(2—8)w;,BT—+3;B .

Jezeli drgania przekladni sa stateczne i stacgjonarne, to stan kinematyczny kola
zgbatego przy koticu okresu zmian sztywnosci jest taki sam; Jjak na pocratku tego
okresu, czyli ,

VA0 u (= 1)T)=0,
VA0 =y (e~ 1) T)=0,
W (0)—y (e 1) T)=0,
PO (- 1) T)=0.

i
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Sa to warunki okresowosci, ktére w rozpatrywanym tu przypadku drgad para-
metryczaych zastgpuja warunki poczatkowe, Mamy zatem

d},c0s S+ ycos 9y —alf, cos D ~alheos @ =b b,

T I I 11 11 11 _TF n__ g1l T
(5.4) at cos B+ ulal jcos 8 — i al, cos @) — il ar cos DY = b — b
wld, sin I+l dl , sin 9 — ol off sin @Y — ol all sin @' =0,
ol ylal sin B +ol phdtsin S —wl) ,ugallﬂ sin B — eoff ulf a A sin ®F =0,
gdzie

O, = Dol , T+ 92,

Tak wige otrzymaliSmy uklad ofmin réwnan (5.3) i (5.4), ktdry po rozwigzaniu
wzgledem niewiadomych
at,,a,, 9L, 9, at,, ab, 8, 8

umozliwia obliczenie wspdlezynnika dynamicznego. Praktycznie biorae nicodzowna
jest tu pomoc maszyny liczbowe;j.

6. UWAGI KONCOWE

Przedstawiona metoda obliczen przekladni zebatej ujimuje dynamike tego me-
chanizmu wylacznie w aspekcie drgail parametrycznych; wzbudzonych okresowa
zmiang sztywnofci zazgbienia. Jest to niewatpliwie najistotniejszy, tym niemniej
tylko jeden aspekt zagadnienia.

Jak zauwazono na wstepie, na ogdl w warunkach rzeczywistych istnieja jeszeze
inne, trudne do wyeliminowania przyczyny wzbudzenia drgan przekladni, zeby
wymienié tylko niedokiadnosci wykonania kola zebatego zwlaszeza blad podziatki
oraz blad zarysu zebdw. Oprocz tego pomiary wykazuja, iz w okreslonych warankach
obcigzenia przektadni wystgpuja krétkotrwale przerwy w kontakceie migdzy zgbami,
a nawet zetkniecia z zebem poprzedzajacym. Towarzyszace temu zjawisku uderzenia
sg dodatkowym Zrédlem drgaf o stosunkowo duZej intensywnodel, Ich badanie
teoretyczne jest trudne; pewne wyniki w tym wzgledzie, aczkolwick dotyczace
uktadu o jednym stopniu swobody, uzyskai N. A. KowaLew {15]. Kwestia ta nic-
watpliwie wymaga jeszeze dalszych opracowartt.

Poniewaz celem niniejszej pracy byla w zasadzie ocena wplywu drgai para-
metryeznych przekladni na wielkos$é nadwyzki dynamicznej obeigzenia zeba, przeto
nalezy oczekiwaé, ze wyprowadzone w p. 4 i 5 wzory na wspélezynnik dynamiczny
beda dawaly wartoéci nieco mniejsze od rzeczywistych. Réznice beda tym wigksze,
im bardziej niedoktadne jest wykonanie zebéw orazim blizej obrotéw rezonansowych,
gdzie, jak wiadomo, nadwyzki te osiagaja wartofci najwigksze. -

Wspomniane poprzednio bledy wykonania wierica zgbatego jako Zrédla drgan
przekladni w zasadzie wprowadzaja do zagadnienia aspekt probabilistyczny. Wynika
toz przypadkowego charakteru rozkladu tych bledéw na poszczegdlne zeby, a takze
i z faktu, ze przy kazdym obrocie w zazgbienie wchodza na ogdl inne pary ZQbOW
(z wyjatkiem przekladni o przetozeniu réwnym jednesei). :
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Jak si¢ zdaje, w takim aspekcie dynamika przekadni nie byla dotychczas badana
teoretycznie. Wprawdzie wyniki akustycznych pomiaréw pracujacej przekladni
interpretuje sie za pomoca metod teorii procesdw stochastycznych, to jednak w tych
przypadkach nie poszukuje sig zwigzkdw analitycznych miedzy geometrycznymi
i sprezystymi parametrami przeldadni oraz amplituda drgari (lub poziomem nateze-
nia szumu). Tymeczasem takie whadnie zwigzki bylyby przydatne dla konstruktora
przekladni jeszeze w fazie jej projektowania.

Dalsze prace teoretyczne nad dynamika przekladni zgbatych powinny przeto
i$¢ w kierunku probabilistycznego ujgcia wplywu uderzen migdzyzebnych, przy czym
nalezaloby uwzgledniaé parametryczny charakter wymuszenia oraz wewngtrzne
{a wiec nieliniowe) ttumiente drgan. Wydaje sie, iz w takim ujeciu osiagnigcie
efektywnych rezultatéw teoretycznych mozliwe jest tylko na gruncie dynamiki
uldadow dyskretnych.
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PezioMe
MAPAMETPIYECKAE KOAEGAHKY OJHOCTYIIEHYATON 3VBYATON TIEPEJAYM

[pesMeToM TEOPSTHYSCKEX PacCyRIeHRmil SBIACTCH AHANE3 MApaMeTPHUCCKHX xonebanmi
OFHOCTYHEHTAaTol 3yG4aToll Hepemail, BEI3BAHHRIX HEPHOAWIECKH H3MCHSIOMICHCH MReCTROCTRIO
syGgaToro sanemnenns, CocrapTeHbl YPABHEHRS NBIKSHHS HePEHadl KAX MOJETH ¢ 9eTHIPEMS
CTEHeHAMHA CBOOOJIEL '

BaTeM MpeAUATASTCH YHPOBICHHYI0 MONeNh ¢ IBYMA CTENCHSMH CBOGONGI, YYHTLIBAIOINYIO,
OXHAKC, KAK KPYTHABHYIO HOJATIHBOCTE BaNOB, TaK B warebEyIe 3yGhen, Haercsa peilieHHe OBU-
JeHEA 5TOfH MOenn. BrBommTCE QOopMyNa HIs AMHAMEIECKOro- Koo(dHmenTa Harpyska 3yda.

SUMMARY
PARAMETRIC VIBRATIONS OF A SIMPLE GEAR TRANSMISSION
The subject of the investigations is the theoretical analysis of parametric vibrations of a simple
gear transmission produced by periodic variations of the toothing rigidity. The equations of motion
are written for the transmission gear treated as a model with four degrees of freedom.
A simplified model with two degrees of freedom is also proposed taking into atcount both the
torsional rigidity of the shaft and bending rigidity of the tooth. The cotresponding equations

of motion are also written. The formula for the dynamical coefficient of the tooth loading
is derived. ’
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