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ANALIZA DRGAN SAMOWZBUDNYCH WIRNIKA
O DWOCH STOPNIACH SWOBODY

AGNIESZKA MUSZYNSK A (WARSZAWA) |

1. Wsrap

Celem niniejszej pracy jest. analiza przebiegéw ustalonych drgaf samowzbud-
nych pewnego modelu wirnika. Jedng z przyczyn wywolujécych drgania samowzbud-
ne wirnikdw jest tarcie wewnetrzne w materiale watu. Jak wiadomo [1 - 5], po
przekroczeniu pewnej wartoéci  predkosci obrotowej ruch czysto wirnjacy walu
i prostoliniowa forma tego ostatniego staja sie niestateczne. Tarcie wewngtrzne
wywoluje transformacije cze§cl energii wirowania w energie drgan gigtnych walu.
Liniowa teoria tarcia wewngtrznego thumaczy utraty statecznodci czysto wirujgeego
ruchu wala [4], nie wyjadnia jednak zjawiska powstawaniz drgan samowzbudnych,
przejawiajacych sig w - postact ustalonej kolowej asynchronicznej precesji watu.

W niniejszej pracy przedstawiono analize teoretyczng drgan samowzbudnych
wirnjacego waln o nieliniowych charakterystykach tarcia wewngtrznego 1 sprezysto-
$ci, przy czym jako podstawe do rozwazan przyjeto pewna szczegdlna postaé cha-
rakterystyki materiatowej. Zatozono, Ze tiumienie zewnctrzne ma charakterystyke
liniowg. Znaleziono bezposrednig zaleino$é migdzy charakterystyka materialowa
a stanami drgan samowzbudnych oraz zanalizowano wplyw postaci tej charakte-
- rystyki na istnienie i liczbe ustalonych stanéw drgan samowzbudnych wirnika.
Wyznaczono zaleznofci miedzy amplitudami i czestoSciami drgan samowzbudnych
a predkoécig obrotowa walu. Przeprowadzono analize statecznosci drgaf samowzbud-
nych oraz stateczno$ci ruchyl czysto wirujacego ze .staiqlprf;dkoéciac obrotowa.

" 2. ROWNANIA RUCHU

W pracy [5] wyprowadzono réwnania ruchu wirnika o dwéch stopniach swobo-
dy, zmodelowanego w postaci cigzkiego krazka, zamocowanego w §rodku bezmaso-
wego sprezystego wirujacego waln o nieliniowej charakterystyce sprezystodci 1 thi-
mienia wewngtrznego — w bardzo ogdlnej postaci. )

W niniejszej pracy przyjmuje sie, Ze zaleznoéé miedzy haprezeniem o a odksztat-
ceniem & we wloknach wirujacego walu przedstawia sig nastepujaco: !

n ale, &)=a, e+ a, 83+ a; e+ a, 8%+ as e82 -+ agee?,

gdzie &=de/dt oraz gdzie al; .oy @ 58 stalymi wspdlezynnikami.
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Réwnanie (2.1) stanowi szczegdlny przypadek charakterystylg materialowej
o=f{(g, &), feC°, analizowanej w pracy [5]. Przedstawia Jednoczesme plerwsze wy-
razy rozkladn funkcii f (s, &) w szereg potggowy (wyrazy o parzystych potegach
pominieto, edyz nie odgrywajg roli w dalszych rozwazaniach).
Réwnania ruchu wirnika majg nastgpujaca postac [3]:

" 4t o) o)
(2.2) z4az+z|F, ke gl—iF, |z1, G 0P 0,

z=x+iy, i=V-1, z=Vx2 4%,

gdzie x, y sa wspdlrzednymi punktu zamocowania krazka na wale (wzgledem nie-
ruchomego ukladu wspohrzednych), a jest wspolczynnikiem thumienia zewnetrznego,
odniesionym do jednostki masy krazka, @ — stala predkodcia obrotowa watu
oraz o :

Ve—p?

@3 F= r d " i dHH—)“!
. i 432’,” |Z|4 f _{71 . Pig plﬂ ]Zi @ Ef’ D2 apa

—V¥ s2—p?

gdzie [ oznacza diugos¢ wahy, » pr0m1en przekroju kolowego walu oraz m masg
krazlka.

We wzorze (2.2) funkcje F, i F, beda mialy nastgpujaca postaé:

d)z ] by dlz| 1 [d]z\?
Fy iziawaw—fﬂ)=bl+bz1212+g 0 +ba W\ a +
— o dl ] [( ii)+ ) ] g 2P
(24) + 12"% dt - +b5 ' iZ (CO qp) + 611 df ]

1|'. N ey L
Fyllzl, ——,o—¢l=(0— @) bs+ba (7 + 1z (w— @) |+

| |
+2b51 zl—— +b6|Zl2
gdzie |
12mr* 12374 2
1= e T 2
) 1273}’4 . ' 123 1'4 J‘Z'
(2.5) b3m ml? iy, bq._ ml-; 7“4:
12%zp4 1?2 12374 12

bs= i g BT et
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3. DRGANIA SAMOWZBUDNE

Rdéwnanie (2.2) ma deisle rozwiazanie szezegdlne [5):
(3 1) ) Z:Be"“‘ ,

opisujace drgania samowzbudne waln, wywolane dzialaniem tarcia wewnetrznego
{precesja asynchroniczna). Amplitudg B 1 predkosé obrotowa, precesji « wyznacza sig
z nastgpujacego réwnania:

(3.2) BI[F,(B,0, 0 —a)—a?+aia—iF,(B,0, o—a)]=0.

Dla charakterystyki (2.1) zaleZnoéé (3.2) mozna przedstawié¢ w postaci nastepuja-
cego ukladu réwnan algebraicznych:

[b2+bs(@—)?| B2+ by ~a?=0,
(0 —a) [y (0 —0)* +bg] B>+ ba (w0 —a}— ag=0.
Niewiadomymi w tym ukladzie réwnad sa: amplituda B i czestoéé precesji «. Traktu-
jac predkoé¢ obrotowa waln w jako parametr ukladu rownan (3.3) mozna wyznaczyé
zaleznos¢ miedzy amplituda a predkodcia obrotowa walu oraz zalezno§é miedzy
czestodcia precesji 1 predkoscia obrotowa walu.
Przeksztaleimy réwnania (3.3} do nastgpujacej postaci:
by —a)’—2wb, (o — )+ (w—a) [bs (a+b3) + by (0* — b))+ D] —
—a(w—w)* 2bs+abs)+ (w0 —a) [bg (0> — b )+ b, (a4 b3} —awh, =0,
by —(w—o+20(0—o)—ov?
by + b (0—a)®

Wyrazenie stojace z lewej strony réwnania (3.4), jest wiclomianem pigtego stopnia
wzgledem réznicy o —o. Réwnanie (3.4) moze wiec mie¢ od jednego do pieciu rozwia-
zan w—o. Dia kazdej wartodci, spetniajacej réwnanie (3.4),, wyznacza sie z (3.4),
warto$¢ B (wyrazenie stojace z prawej strony (3.4), moZe przy pewnych warto$ciach
w—uo okazaé sig ujemne; wiedy B rzeczywiste nie istnieje!)). Powyzsze fakty ozna-
czaja, ze dla ustalonych wartofci wspdlczynnikéw by, ..., bs, @, @ moze istnieé
od zera do pigein rozwigzan szczegdlnych (3.1) o rdznych amplitudach B
1 czestosciach a.
Z réwnan {3.3) wynika, ze dla wartoscl

(3.3)

(3.4)
B>=

by

(3.5 Ca= % e i,

_ a+b 3
amplituda B=0. Krytyczna wartoé¢ predkosci obrotowej wahy, przy ktérej zaleznoéé
(3.5} ma miejsce, oznaczamy

atby
(3.6) WDy =——————b PR
3

W dalszej czgdel pracy wykaZemy, Ze przy tej wartoéei predkosci obrotowej walu
nastepuje utrata statecznodci prostoliniowej formy walu i powstaja drgania samo-
wzbudne.

1y Zaklada sie, ze bz-tbs(w—a)* 0.
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4, BADANIE STATECZNOSCI DRGAN SAMOWZBUDNYCH

Analize statecznofci rozwiazania (3.1) ukiadu rownan rézniczkowych (2.2)
© przeprowadza si¢ metoda wyprowadzona w [6], badajac przebieg funkcji dB/di na
plaszczyznie fazowej B, dB/df w otoczenin punktéw B=const. W tym celu zaklada
sic powolng zmienncé¢ amplitudy B i fazy f:

(4.1) z=B(t) el F O],
{4.2) Fe=[B+Bi(a+ f)] et ¥+ 8 OI
(4.3) F=a [RBi—Bla42pf)] i@ 800,

Po podstéwieniu powyzszych zaleznodci do réwnania (2.2) otrzymujemy

'B B
4.4 E_“= m {20( [Fo(B, 0, m—o)—ae]—a |l (8,0, Co—mo‘,)md.z}}f @(B),
dap o
(4.5) ”&}"ﬁ=m{a [F, (B, 0, o—a)—ax]+2e [F; (B, 0, o=~a)—a?]}.

Na podstawie przebiegu funkcji & (B) na plaszczyZnie fazowej (B, dB/dt) wnioskuje-
my, ktére rozwigzania (3.1) z amplitudami B=const 1 czgstodciami « = const, wyzna-
czonymi z réwnan (3.3), sg stateczne, ktdre niestateczne (rys. I).

Warunek statecznosci moz2na zapisaé nastgpujaco:

“6) o l‘fﬁ@@] <0.

o =const
Po uwzglednieniu zaleznosci (2.4) i (3.1) i przeprowadzeniu rézniczkowania kry- .
terium statecznosei dla rozwigzania (3.1) o amplitudzie B=const i czgstodci «=const
mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

4.7 20 (0 — ) [by (0 —0)? + bl < alby +bs (0 —o)?]
lub uwzgledniajac (3.3)
{4.8) a(e?+b)) < 2bya{w—o).

Nalezy zwréci¢ uwage, ze funkcja stojaca z lewej strony nieréwnosci (4.6) mie jest
ciggla funkcjg B, ponadto jest nicjednoznaczna; stad mozliwo$¢ wystgpowania
kilku kolejnych punktéw B=const statecznych lub niestatecznych. Zalezno$é o (B)
mozZna wyznaczy¢ z pierwszego z réwnaf (3.3):

bowB TV bs B2 (102 —by)— by bs B* b, B2 +-b,
bsBZ—1 '

(4.9) 2 (B)=

Stad widaé¢, Ze funkcja « (B) ma dwa warianty dla gérnego i dolnego znaku w (4.9).
Gdy B*=1/bs, wtedy a=o0, gdy B>= —b,/(b,+b;s @?), wtedy (o—a)}fe=00 (Wa-
riant dolnych znakéw). Punkty B*=1/bs i B*=—b /(b,+bsw®) wyznaczajj na
osi B punkty niecigglodei funkeji @ (rys. 2). '
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Zbadamy stateczno$é rozwigzania zerowego réwnania (2.2), czyli B=0. Statecz-
noéé¢ rozwigzania zerowego oznacza stateczno$¢ prostoliniowej formy watu, czyli
statecznod czysto wirnjacego ruchu. .

Uwzgledniajac zaleznoéci (3.3) nieréwnoé¢ (4.6) zapisujemy nastepujaco:

d B
4.10) B [m {B? [2u(w—o)? b4+?m (w—e)bs—abs(w—o0)* —ab,] +

2w —o) @5(3 —aozz-wabl}] .
Wyrazenie wewnatrz duzych nawiaséw kwadratowych przedstawia wielomian trze-

ciego stopnia wzgledem B, majacy jedno miejsce zerowe B=0 lub trzy miejsca zero-
we rzeczywiste: B=0 oraz pierwiastek dodatni i pierwiastek ujemny. Interesuje

dBAtt b
- dBAth

Niestal. Stat.

Rys. 1 Rys. 2

nas tylko wartosé B=0 i dodatni pierwiastek rzeczywisty. Warunkiem statecznosci
rozwiazania (3.1) z amplituda B bedgca tym dodatnim pierwiastkiem jest przedsta-
wiona wyzej nierdwno$é (4.7), czy tez réwnowaina jej nieréwno$c (4.8) [wspdlczyn-
nik przy B* w (4.10) ujemny], a warunkiem stateczno$ci rozwigzania zerowego
rownania (2.2) (B=0) jest nierdwnosc

{4.11) 2oc{e—o) by —ao®—aby <0

(wspélezynnik przy B ujemny). Uwzgledniajac zaleznosei (3.3), z ktérych wynika,
ze dla B=0 o?=b,, kryterium statecznosci rozwigzania zerowego przedstawic
mo#na nastgpujaco:

- atby —
(4.12) | o] < —— Vb,
bs
czyli
{4.13) 0 < Wy

Warunek (4.13) jest identyczny z warunkiem statecznoscl rozwigzania zerowego
réwnania (3.1) w wersji liniowej, wyprowadzony np. z kryterium HurwitzA [2].
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5.  PRZYPADKI SZCZEGOLNE

Rozpatrzymy kilka przypadkdw szezegdlnych postaci charakterystyki (2.1},
dla ktérych rozwigzania ukfadu réwnan (3.3) moina otrzymaé w postaci analitycz-
nej. W przypadkach bardziej skomplikowanych obliczenia przeprowadzono za
pomocg maszyny cyfrowej.

5.1. Przypadek liniowego tarcia wewnetrznego i nieliniowej sprezystosei

Rozpatrzymy przypadek, gdy we wzorze (2.1) a,=as=as="0, czyli by =bs;=b;=0.
Uwzgledniajac (2.4) 1 (2.5), z réwnan (3.3) otrzymujemy parg rozwigzaf (precesja
prosta asynchroniczna):

b3 012 - bl

5.1 =m—
(5-1) * wa+b3

Funkcje B=B (@) i e.=w« (w) ilustrujg rysunki 3 — 6. Na rysunkach tych uwzgled-

niono wariant sztywnej charakterystyki sprezystosel (b,>0) i migkkiej charakte-
rystyki (b, <0). W tablicy 1 ujeto szereg danych liczbowych dla rozpatrywanego

3'_@

.‘ @
Bmax :T‘\\ oy ——————————=
. —+——3\\ /‘i
\ o !
- |

-
0 \ (o=t fon™
10 e w 7 Wy w0 o
Rys. 3 Rys. 4

71
/
i
!
|
|
I
0 ,
10 Wyp g @

Rys. 5 Rys. 6

przypadku (Ip. 1 - 7). W priypadku mielkiej charakterystyki sprezystofci model (1)
jest poprawny tylko w zakresie niemalejacych wartoéci o wrglgdem ¢, czyli dla e<
<a,f—3a,, co odpowiada przedziatowi B<]/ b,/ ~3b72:Bd. Zaznaczone to zostaio
na rys. 3.

Z warunku statecznosel (21) ofrzymujemy

a+b, e

(5.2) - D> O ="y
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stad wniosek, Zze drgania samowzbudne w przypadku migkkiej charakterystyki
sprezystoéci sa niestateczne dla calego przedziatu; drgania samowzbudne (3.1)
w przypadku sztywnej charakterystyki sa stateczne. W obu przypadkach rozwigza-
nie zerowe jest stateczne tylko do wirtosci wy,. Na rysunkach 3 1 4 linig ciggta ozna-
czono rozwigzanie stateczne, linig przerywang — rozwigzanie niestateczne.

5.2, Przypadek liniowej sprezystofci -

Rozwazmy przypadek a,=as;=0 w (2.1), co odpowiada wartodciom b,=b5;=0,
oraz zalozmy dodatkowo, Ze thumienie zewngtrzne jest pomijalne (g=0). Z réwnan
(3.3) otrzymujemy irzy pary rozwigzan (precesja prosta synchroniczna, precesja
prosta asynchroniczna i precesja odwrotna):

by
(5.3) a=w, B= T
6 3

(rozwiazante niestateczne) oraz

i . _b3
_ : = +V :E/
CY SR AR XCES B R

(dla gdérnych znakdéw rozwiazanie stateczne, dla dolnych niestateczne). Oczy-
widcie funkcje te istniejg w zakresie rzeczywistym, gdy odpowiednic wyrazenia
podpierwiastkowe sa dodatnie. W tablicy 1 przedsta- 5
wiono dane liczbowe i podstawowe wyniki rozpatrzo- P @
nych przypadkdéw (Ip. 8 —11). Na rysunkach 7-11 |
przedstawiono odpowiednic wykresy B(w) i o(w). !
Jak widaé, w przypadku tym istnigje jedno rozwig- LA
zanie stale, «=const, B=—const, niezaleznic od war- I’
tosci predkosci obrotowej walu, oraz para rozwiazan, gl__{__,:“w-‘

w ktérych dla okreslonych wartoéci predkosci obro-

towej walu amplitudy B daza do nieskonczonodad, Rys. 7
8
’ @
i] i 5
/i Vot
| i
1/ by L B
bybyrbg | =] : const
’ B Bt S 0
Wet  Weoop @ 67 st
Rys. 8 ) Rys. O

Efekt ten w przypadkn istnienia thimienia zewngtrznego (a#0) bylby zmniejszony.
Niemniej w otoczeniu predkosci obrotowej walu @, , @42 (rysunki 7 - 10) réwaiez
i w przypadku @+ 0 nalezy oczekiwaé znacznego wzrostu amplitud drgafi samo-
wzbadnych.
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Tablica 1
Dane - - Wryniki
Lp. by " b bs ' ba | bs b a | Typ krzywej| Typ krzywei
fs72] |[om 2 s~2) fs 1} |[mm~? s]{{mwn~ 2] {fmm 2 s~} {37'] B (w) (@
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1600 —100 250 0 0 0 100 1*#Yrys .3 1* rys. 5
2| 1600 —1 250 ) 0 0 100 1* rys.3 | 1* rys. 5
3| 1600 —1 250 0 0 0 i 1* rys.3 | 1* rys. 5
4| 1600 —100 250 0 0 0 i 1* rys,3 | 1*rys. 5
51 1600 50 250 0 0 0 1| 2% rys. 4 | 2% vys. 6
67 1600 i 250 0 0 0 1 2% rys. 4 | 2% rys, ©
71 1600 1 250 0 Y 0 100 | 2* rys,4 | 2% 1vs. ©
81 1600 ] 250 -0,1 0 360 0 3% rys.7 | 3% rys. 11
91 1600 0 250 —1 Q0 400 0| 4% rys.8 } 3% rys. 1l
10| 1600 0 250 0,1 0 —360 0| 5% rys.9 | 3*rys, 1l
11| 1600 0 250 1 0 —400 0 | 6% rys. 10} 3% rys. 11
12| 1600 0 250 —50 —100 0 0 7% rys. 127 4% rys. 13
131 1600 o | 250 | 50 1 0 0 | 7% rys.12 | 4% rys. 13
14| 1600 —100 250 0 0 —50 0 1*  rys. 3 1#* rys. 5
151 1600 50 250 0 0 —50 0| 2% rys.d4 } 2% rys. ©
16| 1600 —1 250 0 1 -0 10 | 8% rys. 14| 2% tys. ©
17| 1600 —10 250 0 1 0 10 | 9% rys. 15| 2% rys. ©
18| 1600 50 250 0 —10 0 10 |10* 1ys. 16| 2% 1ys. 6
191 1600 50 250 0 1 0 10 |11%  1ys. 171 2* 1ys, 6
201 1600 1 250 0 —1 0 10:{12%  1ys, 18] 2% rys. 6
214 1600 —100 250 0 —100 0’ 10 [13* 1ys. 19| 2% 1ys. 6
A : wh
Dronst
g . pe-
Bonst 0= Cggnst o
o ~Weonst
Rys. 11

5.3. Przypadek a,=ag=a=0
W przypadku tym mamy b,=bs=a=0. Z réwnan (3.3) otrzymujemy dwie pary
rozwiazafi (precesja prosta i odwrotna):

by bs- —-b
(5.5) m:i‘l/bl_.L’ B= : 3

by _ . bib 2
b4(co¢]/b1- 2 5)
by

1) Numery z gwiazdkami w tablicach 1, 21 3 odpowiadaja numerom w kéleczkach na rysunkach.
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Tablica 1
Wyniki !
Bmax
gy w zakresie eonst Booast [a]w:w [0lociso | @1 Wonz [Bloz1o | [Bluz1sa
10 <0 < 190 '
10 11 12 13 14 15 6 | 17 18 19
56 3,95 7,15 135,8 3,88
56 39,5 715 135,8 38,8
| 40,16 39,5 9,95 189 18,8
| 40,16 3,95 9,95 189 3,88 ,
36 75,5 9.95 189 26,35
56 169 9,95 189 186,2
56 156 7,15 1358 186,2
: o0 4-40 10 150 20 100
o0 +40 10 190 20 60
P 440 | 0,835 10 190 20 100
o0 440 10793] 10 190 20 60
' 0,0962 0,0143
oo 433,20 33,20 0,0519 0,0101
0,0750 0,0149
o0 +39.93 39,93 0,0450 | 0,009
40 3,88 10 190 3,88
40 26,4 10 190 26,4
41,6 ) 9,62 1825 |26 42,1
41,6 0o 9,62. 1825 1821 39,2 27,2
41,6 oo 19,62 1825 | 58,1
41,6 17,55 9,62 182,5 17,55
41,6 oo 9,62 1825 126
41,6 3,9 9,62 1825 | 3,9

Rozwiazania te isinieja oczywiscie, gdy wyrazenia podpierwiastkowe sa dodatnie.
W tablicy 1 zestawiono dane dotyczace tego przypadku (Ip. 121 13), a na rysunkach

12 1 13 przedstawiono odpowiednie krzywe f=B{(w) i a=a ().

}
i
AR
o
e
P
]/i_,/ }
Brbby e |
byl ~0r by e~ N
g oaq w
Rys. 12

Zeonst

~Qeanst

ad

@

Rys. 13

By

Z kryterium statecznoéci (4.5) wynika, e powinna byé spelniona nierdwnosé

a)>]/b1—(b3 bs/bs i tylko rozwiszania z amplitudami oznaczonymi na rys. 12
linig ciagly sq stateuzne, pozostale sa niestateczne. W rozpatrzonym przypadku
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réwniez wystgpuje zjawisko nieograniczonego wzrostu amplitudy drgan samo-
wzbudnych przy pewnej warto§ci predkodci obtotowe] walu. Zwréémy uwagg,
e dréam‘a samowzbudne przebiegaja tu ze stala czgstodcia oone. Precesja prosta
jest stateczna dla duzych predkodei obrotowych walu, precesja odwrotna jest niesta-
teczna w calym zakresie predkodei.

5.4. Przypadek a,~=as=a=0

W przypadka tym mamy b,=b;=a=0. Z réwnan (3.3) otrzymuje si¢ parg
rozwigzan (precesja prosta synchroniczna}:

V (Dz‘_b_(
(5.6) a=w, B= b——.

Jak widaé, rozwiazanie to nie rézni sie od rozwigzania otrzymanego w p. 5.1. dla.
przypadku liniowego tarcia wewnegtrznego. A wiec wspolezynnik a¢ nie wplywa na
wartosei amplitud i czesto§é drgan samowzbudnych. Odpowiednie dane liczbowe
i wyniki dla tego przypadku zestawiono w tablicy 1 (Ip. 14 i 15). W odréznienin
od rozwiazamia otrzymanego w 5.1 rozwigzanie (5.6) jest jednak niestateczne.

5.5. Przypadek a,=a,=0

W przypadku tym mamy b,=bg=0. Z réwnaf (3.3) otrzymuje sig parg rozwig-
zaft (precesja prosta asynchroniczna}:

by V b2 w?— b, (a+bs)?
TV b(atb)+bsdlw?

5.7 =
57 * a+by’

Rozwigzanie to istnieje, gdy wyrazenie podpierwiastkowe jest dodatnie. W tablicy
1 ujete zostaly rozpatrzone przypadki liczbowe (Ip. 16 —21), a na rysunkach 1419
przedstawiono wykresy funkcji B=2RB (w).

aj @
B
byl ] b,<0
1 bs >0 ! h
/| b 7. g A
i /2 <Vl 5 N Bk
/’ : a b5 773} | } o Esﬁ){b_f'
\
a \ I
/ ! S 1
s | NN S
% '// : \\ J\ i
: - - o P P
oot G 73]
Rys. 14 Rys., 15

Z nierdwnodci (4.7) wynika, ktére z rozwigzan daja stateczne amplitudy (linie
ciggle na rysunkach 14 - 19), a ktére niestateczne (linie przerywane). Jak widaé,
W rozpatrywanym przypadku przy pewnych wartoiciach predkoéci obrotowych
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B4 (©) S /

i © bl : QD
: b <l

f by [, ‘

; a—] fFJ >V 2 b0

| ' b5>0

F

!

g e i 9 Wi w
Rys. 16 Rys. 17
o
. (@) .
84 4
; ;50 “
o .
O3 /0 :

A 2V <vE X bg<d

[ N

[ N\

[N ) N

[N : >

| ~ N

[ ~ . S~

& erag W w q s (})
Rys, 18 Rys. 19

walu amplitudy drgan samowzbudnych maja tendencje do nieograniczonego wzrostu.
Zwréémy uwagg, ze nawet istnienie thumienia zewngtrznego w uktadzie (a+#0)
nie likwiduje tego zjawiska.

5.6. Przypadek bez tlumienia zewngtrznego i bez liniowej czesci charakterystyki
farcia wewnelrznego i

Rozpatrzmy przypadek a=a;=0, co odpowiada a=bh;=0. Z réwnan (3.3)
otrzymujemy w tym przypadku trzy pary rozwigzaf (precesja prosta synchroniczna,
precesja prosta asynchroniczna i precesja odwrotna lub prosta asynchroniczna):

. 3 ]/ @*—b,
L=, - bz " .
(5.8} : ]/ —b, 2
l/ s [(“’i b ) "’1]”4
o=@ + - .

B
b, ’ byba—bsbhg

Oczywiscie rozwigzania te istniejg, gdy odpowiednie wyrazenia podpierwiastkowe
sa dodatnie a mianowniki r6zne od zera. W tablicy 2 zestawiono dane liczbowe
rozpatrzonych przypadkéw, a na rysunkach 20— 38 przedstawiono wykresy funkcji
B=B(w) 1 o=« (w).

Jak widaé, wykresy rozwigzan (5.8) przedstawiajg elipsy lub hiperbole w zalezno-
éci od parametréw b,, by, bs 1 bs. Maksymalne wartofci amplitud B, zaleza
gtéwnie od wartodci wspotczynnikow b, 1 bs (B, rofnie, gdy wartodci b, i bs
maleja). Z warunku (4.7) wynika wniosek, Ze rozwiazania (5.8) sg niestateczne,
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Niewgtpliwie ttumienie zewnetrzne (g5 0) zmicnitoby nieco obraz krzywych B (w)
i ich statecznoéé, co moZna stwierdzi¢ na podstawie wynikow nastepnie rozpatrzo-
nych przypadkow.

5.7. Przypadek ogdlny : o

Dla przypadkow, gdy wszystkie wspdlczyn-
niki w wyraZeniu (2.1) sa rézne od zera, prze- [t} =130
prowadzono szereg obliczedt numerycznych na
podstawie réwnaf (3.4) dla néZznych wariantdw }/5
wartoscl wspolczyonikéw a, by, ..., bs 1 para- K
metru co. Obliczenia przeprowadzono na maszy-  [@),_4-
nie cyfrowej CII-10070-256 Koctets przy zasto- 4 14’; > >
sowaniu jezyka Fortran IV. Przyjete dane licz- / 1/-";
bowe 1 zasadnicze wyniki zostaly zestawione - _%j'
w tablicy 3. Na podstawie analizy ofrzyma- Rys. 38

nych wynikéw obliczen numerycznych ustalono,
7e istnieje kilkanadcie typéw funkcji B=B(w) oraz kilkanadcie typéw funkcji
a=u (w). Hustruja to rysunki 39 - 59. Na rysunkach 39 — 49 liniami ciaglymi nary-
sowano amplitudy rozwiazan statecznych, przerywanymi — niestatecznych.

W obliczeniach numerycznych rozwazono szereg wariantéw wartosci paramelrow
i, by, .., bg, przyjmujac b, =const= 1600 s~?. Ze wzgledu na charakter sprefystodei
rozpatrzono charakterystyki migkkie (b,<0) i sztywne (b,>0). Poniewaz celem
badann bylo znalezienie zaleinofei migdzy charakterystyka sprezystodci i tarcia
wewnetrznege w materiale waln a stanani ustalonymi drgan samowzbudnych,
przeto w wigkszodcl rozpatrzonych przypadkdw przyjeto, ze wspolezynnik thumienia
zewnetrznego a jest maly w pordwnaniu ze wspdlczynnikiem liniowej czesci charak-
terystyki tarcia wewnetrznego b;. Wiadomo bowiem, Ze tlumienie zewnetrzne
obniza amplitudy drgad i nieco znieksztalca (wygladza) przebieg funkcji B= B (w)
{por. rys. 40 1 rys. 44, przypadki Ip. 3 i 12). Otrzymano 13 réznych jakosciowych
wykresow krzywych B=B (w) (rysunki 3, 39 - 49), 10 dla miekkich charakterystyk
sprezystosed,- 3 dla sztywnych. W wigkszodci przypadkow migkkich charakterystyl,
dla matych wartoéct predkosci obrotowej walu, istniejg (poza statecznym rozwigza-

Rozprawy Inzynierskie —2%
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niem zerowym) rdwniez stateczne drgania samowzbudne (precesja prawie synchro-
niczna). W wigkszodci przypadkéw w przedziale >y, gdy rozwiazanie zerowe
juz jest niestateczne, istnieja stateczne drgania samowzbudne, ktérych amplitudy
maleja w miarg wzrostu predkosci obrotowej watu (precesja prosta o prawie stalej.
czestoic). W przypadku sztywnych charakterystyk w calym przedziale o istniejg
. niestateczne drgania samowzbudne o rosnacych ze wzrostem amplitudach (pre-

I ‘ By
81 ""‘_!__——"
B L
|- 1
1 | By
! t Bronst
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0 y Wyp w g
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cesja prosta prawie synchroniczna). W wigkszosci przypadkdéw nieliniowych cha-
rakterystyk istnieja niestateczne drgania samowzbudne (precesja odwrotna) o nie-
wielkich, prawie stalych w calym zakresie @ amplitadach (por. [Bionelo=io
1 [Boonst e 100 W tablicy 3). Oznacza to, ze wprawdzie dla w < w,, rozwigzanie zerowe
jest stateczne, jednak obszar statecznodci jest niewielki i zewnetrzne zaburzenia
ruchu moga spowodowal ufrate statecznodci czysto wiriiacego ruchu wahu.

R
B & [}
B @
Bmax - Ji\\
By
i
By :_\\\
I
L/
: 7 | //
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g SO 7w Wk W o
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B
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Przy matych wartosciach a jedno z rozwiagaﬁ uktado réwnafi (3.3) jest naste-
pujgce:

COZ-—bI
(5.9) o w, B ,
| b,

czyli rozwigzanie bliskie rozpatrzonemu wyZej rozwiazaniu w wariancie liniowego
tarcia wewngtrznego. Rzeczywiscie, na rysunkach 39 - 47 widaé krzywe zblizone
do elips (migkka charakterystyka spreZystofci — b, < (), a na rysunkach 48, 49
krzywe zblizone do hiperbol (sztywna cha-
rakterystyka, &, > 0). i @
Dla maltych wartoéci wspélczynnika tha-

mienia zewngtrznego (e¢= 0) pierwsze roz- '
wigzanie opisuje funkcja (5.9), a rdwnania
(3.3) mozna przedstawic nastgpujgco:

X gonst 2
(5.10) [(e®>—by)ba+babs] [ba(or—o)* +bgl + et
-7
+ba(bzb4—bsbﬁ)=0- g - | -
R Wy @
Jezeli b, by= bsbg, to dwa z rozwigzan ;
tego rownania bedg nastepujace:
‘ ~Xoonst
5.1 + ]/ PO L
G =2 P Rys. 59

Takie wladnie dwie wartodci oznaczone w tablicy 3 i na rysunkach 51 — 59 przez
tionst Wystepuja we wszystkich przypadkach, gdy b,=—50m~2 s (por. przypadki
rozpatrzone w punktach 4.2 1 4.3, rysunki 7 - 11, 12 i 13). Z wykresdw przedstawio-
nych na rysunkach 51 — 59 wida¢, e w otoczeniu wartosci w,, funkcje (5.9) i (5.11)
nie sg rozwigzaniami ukiadu (3.3). RownieZ zwickszenie wartofci wspélczynnika
tlumienia zewngtrznego znieksztalca nieco obraz (por. rysunki 51 i 52, przypadki
Ip. 31 7 w tablicy 3).
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Tablica 3
) - Dane Wyniki
o [ H 1 2% | 3
i = - n i 2 £d 14
. @ | o f ] = =y = TleEyEl 58
Slsh) o8 0 o5 BT &2 &% lsLdicEdl
R T BT N R S I T R T 0] 11 | 12
1]1600/—100 |250| —1|—100 —1] 1] 1%*rys.3 | 1%1ys.5 |40,16 3,881%
2|t600|—100 |250| —1i—100 501 1|32%rys. 39] 6*tys. S0l40,16| 3,871
3]1600{—100 |250]-—50 |—100 —1]100{33% rys. 40| 7* rys. 51|56 1,094} 0,01368
4|16001—100 |[2501—50] —0,0001] —1] 10{33*rys. 40| 8% rys. 52|41,6 |  3,854!0,01483
5|1600{ 100 |250|—50!—100 1} 50|33% tys. 40| 7% rys. 5148 1,810 0,01398
6|1600|—100 | 250! —501—100 1| 10[34% rys. 41| S*rys. 530416 | 2,7701 001429
7116001—100 |2501—50|—100  |—50| 1|34*rys. 41| $*rys.52140,16] 3,871 0,01232
§11600/—100 [1001—50|—100  |—50| 1]34% rys. 41|10% rys. 54 40,4 3,871 0,00926
911600] --1 |250|—50(—100 1| 1]34% tys. 41| 10* rys. 54/40,16 | 38,60 |6,01425
" 10|te00| —1 |250|--50| —o00001| —1| 1]35%rys. 42|11%rys.5540,16) 38,73 [0,01490
1111600/—100 |250|—50| —1 1| 1136% rys. 43| 12% 1ys. 56140,16 | 3,877| 0,01489
12|1600|—100 {250 {—50 |—100 1| 1]37% rys. 44| 125 tys. 56140,16 | 3,8720 0,01425
13|1600{—100 |2501—50] © —1|  1]37* rys. 44| 12% rys. 56/40,16|  3,878{0,01489
14[1600—100 {250|-50] 1 —1| 1]38%1ys. 45|12% 1y5.56/40,16 | 3,892/ 0,01490
15|1600/—100 |250| 50| 10 —1|  1]39% 1ys. 46| 12% 1ys. 56/40,16] - 3,942| 0,01496
1611600/—100 {2501 50| 70 1) 1040% rys. 47] 13% rys. 57/40,16] 4,291} 0,01532
17[1600| 1 [250]—50i—100 1) 141%1ys. 48] 14% rys. 58|40,16| 186,03 | 0,01425
18|1600| 50 |250{—50|—100 o] 10417 rys. 48| 14% 1ys. 58/40,16] 26,89 | 0,01425
19|1600] 001 250!—s0l 00001/ —50] 1l42% rys. 49| 15% 1ys. 59140,16| 2344,8 | 0,01425

6, ZAXONCZENIE

W przedstawionej pracy zanalizowano kofowe drgania samowzbudne wirntka
o dwdch stopniach swobody, powstajace wskutek dziatania tarcia wewngtrznego
w materiale watu.
Rozwigzanic (3.1) réwnania (2.2), opisujace kolowa precesj¢ wahu, jest Scistym
rozwigzanjem szczegdinym; procz tego rozwigzania istnieje oczywiscie szereg innych
rozwigzan réwnania (2.2), opisujgcych inne rodzaje precesfi watu. Mozna ich po-
szukiwaé metodami przyblizonymi.
Mechanizm dziatania tarcia wewngtrznego, wystgpujacego przy odksztd}cemach
¢zgéci mechanicznych, nie zostat jeszeze w pefni wyjasniony. Brak dotychczas ogdlnej
teorii, ktéra ujmowalaby ilosciowo wplyw wszystkich czynnikéw na zjawiska, ktére
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Tablica 3
Wryniki
< |8
I 3 3 ° g
S | g Eg | x|l = g = & B Ol oE 7
1L S8 |28 Sh |Sh|ohlallenshn ¢& |shiql| g
13 | 14 |15 16 | 17 {18 19 [ 201 2t 22 | 221 24| 25
9,9576] 189,68 |
: 10,020 | 189,99] 29 2,6 | 283
| 28,040

433,14 ] 0,05190 0,01002] 9,994 | 190,011 42 |2,17 | 40,8} - 36| 2,041 [34,52

: :i:33,812 0,06253; 0,01033] 13,301 | 188,46) 15 |0,4197 22,8 61 {0,05695;37,73
’ 3

1 4-37,38 |0,04093] 0,00812| 10,014 { 189,99| 32 |1,54 | 32,0| 40 0,5 39,50

| £33,14 |0,05190! 0,01002] 10,008 | 189,99 32 [3,.41 | 320! 38 {4,899 |37,75

igggg% 0,01543| 0,00976} 10,719 | 189,54 36 (0,501 { 40,27 42 10,542 |39.63]+
F30,83 958

13348 | 005716 0,01017| 11,858 | 188,97 20 10,483 A1 500,113 37,42

432,71 '

33,22 | 0,05288] 0,01005| 10,963 | 189,51| 27 |0,676 | 29,6] 40 10,554 |37,95

137,40 | 0,02995 0,00622; 10,015 | 189,99| 36 |1,18 | 36,2| 40 10,56 39,51

439,99 | 0,04479; 0,060973| 10,008 ; 189,99

1439,94 | 0,04485; 0,00973| 9,957 | 189,83] 40 0,98 | 41,6 3,846 110,58
{+33,14 |0,05191{ 0,01002| 9,957 | 189,82 30 [0,85 | 31,6} 3,118 110,724
£39,99 | 0,04479) 0,00973] 9,957 | 189,83 38 10,98 | 39,6/ 3,849 (10,585
L4006 | 0,04474] 0,00972] 10,582 | 189,83 40 |L,00 | 416  [3,864 |10,582
40,62 | 0,07322| 0,00970| 9,957 | 189,82 39 [0,97 | do4| 13,874 | 9,957
£44,16 | 0,04134] 0,00055] 9,057 | 189,83 4o (1,11 | 42,7 | 13,876 | 9,957

133,15 | 0,05190] 0,01002 9,964 | 190,15 48 |4.03 | 47,7\ 371,005 |3472
139,93 | 0,04479 0,01002] 9,999 | 190,01 : L4l 200 oo

nazywa sig ogolnym mianem dzialania tarcia wewngtrznego (por. [4]). (Czynniki
te — to m.in. rodzaj i struktura wewngtrzna-materialhu odksztafcanego, parametry
ruchowe, formy drgast, rozklad napreZen, temperatura, cechy geometryczne ukiadu
mechanicznego, stan powierzchni poszezegdlnych jego elementow).

W niniejszej pracy przyjeto, ze charakterystyki sprezystodet i tarcia wewnetrznego

‘w materiale watu maja postaé opisang zaleznofcia (2.1). Przyjeto wiec nieliniowy

model reclogiczny materiatu, w ktérym obok nielintowych wyrazéw opisujacych
spresystosé i tarcie wewnetrzne (a, & i a, ¢¥) wprowadzono wyrazy mieszane
(as e® i ag 28%). Trzy ostatnie wyrazy (2.1) mozna potraktowac jako «nieliniowy
wspdlezynnik» tarcia wewnetrznego:

(6.1) (@82 +asee+age™)e;

5
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ktéry dodaje sie do wspéiczynnika a;. Ten «nieliniowy wspokczynnik» jest jak widaé
forma kwadratowa, kiéra jest zawsze dodatnia, gdy a,>01 ai<4a, ag, lub zawsze
ujemna, gdy e, <0 1 aZ<da, ae. Jezeli as>4a, as, to w zaleznodci od znakow a,
1ag ten «mehmowy wspélezynniky jest dla malych odksztalceri ¢ i dla matych predko-
§ci odksztalcenn & albo dodatni, albo ujemny.

W modelu reologicznym (2.1) uwzgledniono tylko nieparzyste potegi i & Do-
danie w (3.1), wyrazéw typu %, &, &2, &2, &%, &%, &, &, ¢ £ nie zmienitoby uzyska-
nych dalej wynikéw, gdyz catka (2.3) z wyrazow tego typu przyjmuje warto§¢ zera
i nie weszlyby one do wyrazed na F, i Fl.

W pracy zanalizowano istnienie i stateczno§é drgaf samowzbudnych wata (3.1)
w zaleznodci od wartoéci poszezegSlnych wspdlezynnikéw w (2.1) oraz w zaleznosci
od wartoéci wspélczynnika thumienia zewngtrznego i predkodci obrotowej wahu.
Znaleziono kilkadziesigt postaci zaleznodci migdzy amplitudg drgan samowzbudnych
a predkoécia obrotowa waltu oraz kilkanascie postac,l zaleznoscl miedzy czgstodeia
precesji a predkoscia obrotows wahn.

Otrzymane wyniki mogg postuzyé do weryfikacji poprawnosci przyjetego mo-
delu reologicznego, a takze do odtworzenia wiasciwej postaci charakterystyki ma-
teriafowej (2.1) na podstawie do§wiadczalnych pomiaréw amplitud i czestodei
drgati samowzbudnych konkretnych wirnikéw i tym samym przyczyni¢ si¢ do
wyjasnienia mechanizmu dziafania tarcia wewngtrznego.
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PezomMme

AHAJIN3 CAMOBO3IBYXIATONXCS KOJIEBAHUN POTOPA
C JABYMS CTENEHAMM CBOBOIDLI

B paboTe HCCHEIOBAHL! YCTAHOBHMBMIMECE KPYTOBHIE CaMOBOI0YRAATONIHECH roNeOanus po-
Topa ¢ FBYMA CTEOCHAMA CBOZOGHI, BOSHEKAIOLIME BCUENCTBHE ACHCTBAS BBYTPEHHEIO TREHHI
B MaTepyane Baja. [IPHEATo, 4TO XapaKTepRCTHRM YUDYTOCTH H BUYTPEHHETO TPEHH HE/AHEHHEL
¥ WMEIOT BUI NPEACTAEIeHHBHi 3apmchMocTsio (2.1). MocmepopaHpl CymECTBOBAHME H YCTOIYR-
BOCTH YCTAHOBHBIEMXCH caMondaﬁy;melmwc xoneHaAHHH Bana B SABMCHMOCTE OT BMEA XapaKTCpHC-
THEY (2.1), BHEMuero TPEHAS H CKOPOCTH Bpamenust Bana, TIomyYen e pesyapTaThl MOTYT HOCHY-
WYTE A IPOBEPKY HPABMILHOCTH PAHATON PEOIOrHeCKOi MOJEIH | I KaueCTBEHHOH HOEHTH-
duranuy xapaKTePHCTHKY BRYTPEHHEEIO TPEHHA MaTepuana. '
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SUMMARY

ANALYSIS OF SELF-EXCITED VIBRATIONS OF A ROTOR WITH TWO DEGREES OF
FREEDOM

In the paper stationary, self-excited vibrations of rotor with two degrees of freedom, excited by
the action of internal friction within the material of the rotor are analyied. The characteristics of
elasticity and internal friction are assumed to be non-linear and given by Eqgs. (2.1). Existence and
stability of stationary self-excited vibrations are analyzed as functions of the characteristics (2.1},
of internal friction and of the rotational velocity of the rotor. The resulis obiained may serve to
decide whether the rheological model assumed is correct, and to qualitative identification of the
internal friction characteristics.

POLSKA AFADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
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