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STATECZNOSC NIEJEDNORODNEJ, GRUBOSCIENNES RURY
PODDANEJ SKONCZONYM ODKSZTALCENIOM

KAZIMIERZ REGINS K1 (WARSZAWA)

WsTEP

Zagadnienia statecznodci elementéw sprezystych, poddanych duzym odksztatce-
niom, byly juz przedmiotem licznych prac. Pierwsze sciste rozwigzanie takiego za~
gadnienia podal w r. 1955 WiLKES w pracy [1], gdzie przedyskntowal warunki utraty
statecznosci rury $ciskanej osiowo. W r. 1959 GRrEeN i SPENCER W pracy [2] rozwig-
zali zagadnienie statecznogci walca kolowego, poddanego osiowemu éciskaniu
iskrecanin, W latach nastepnych powstaje wicle prac (por. 3,41 5], ktérych auto-
rzy analizuja warunki uiraty statecznoéei elementdw o symetrii osiowej dla réino-
rodnych klas materialéw. Uwzgledniane sa réwniez rozne rodzaje warunkéw brze-
gowych.

Autorzy wyzej wymienionych prac opierali sie na teorii stworzoneJ przez (GREENA,
RIVLINA i SHIELDA [6], a nastgpnie rozwinigtej w pracach GREENA i ZERNY [7]-oraz
GUO ZHONG-FIENGA i URBANOWSKIEGO [8]. W $wietle tej teorii przez utrate statecz-
nogci rozumie si¢ osiagnigeie przez uktad takiego stanu, w ktérym problem brzegowy
dla matych dodatkowych deformacji natozonych na odksztalcenie skotficzone ma
rozwigzanie niezerowe, Powyzsze kryterium statecznosci bedziemy nazywaé kryterium
bifurkacyjnym. W przypadku gdy zagadnienie brzegowe dla malych dodatkowych
deformacji jest zagadnieniem samosprzgzonym, kryterium bifurkacyjne jest
réwnowazne bardziej ogélnemu kryterium inetycznemu. Kryterium kinetyczne
okresla stan ukladu jako stateczny, je§li amplituda dodatkowego ruchu wywo-
lanego zewnetrznym zaburzeniem jest mala, o ile. zaburzeme jest dostatecznie
male [9]. ;

Wszystkie znane dotychezas rozwigzania zagadnied statecznogci dotycza mate-
rialéw jednorodnych lub materiatéw o nigjednorodnosci skokowej [10]. Rozpatry-
wanie takich materialéw jest oczywidcie pewna idealizacia, gdyz w praktyce mamy
najezgdciej do czynienia z niejednorodnoéciami 01ag}ym1 Nalezy-pamigtaé, Ze roz-
wdéj teorii statecznodei przy duzych deformacjach jest w znacznej mierze umotywo-
wany poirzebg poznania wiasnoéci mechanicznych gumy i materialéw gumo-po-
dobnych. Niejednorodnosé tych materialéw moze byé celowo nzyskiwana w proce-
sic technologicznym, moze tez byé, co sig najezgiciej zdarza, wynikiem medoskona-
fodci procesu technologicznego.
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1. ROWNANIA ROWNOWAGI NIEIEDNORODNEGO CIALA O SYMETRII OSIOWE]

1.1. ZaloZenia

Rozwazaé bedziemy nicjednorodne ciato o symetrii osiowe]. O materiale zakla-
damy, Ze jest izotropowy, nie$cisliwy i sprezysty o zupelnie dowolnej charakterystyce
fizycznei, opisanej przez potencjal sprezysty W. Rodzaj niejedsnorodnosci materiatu
zostanie w przysziosci zdefiniowany przez okreslenie zaleznodei potencjatu sprezystego
W od wspotrzednych konwekcyjnych.

Rozpatrywaé bedziemy trzy stany odksztalcanego ciala. Stan poczatkowy (nie-
odksztalcony) oznaczaé bedziemy przez B. Ciato & poddajemy wydtuzeniu /. w kie-
runku osi symetrii (A>1 odpowiada rozciaganiu, A<1 §ciskaniu), Wydluzeniu A
towarzyszy pewna zmiana przekroju poprzecznego ciala (deformacja jest izocho-
ryczna). Odksztalcone w ten sposéb cialo oznaczad bedziemy przez B. Z kolei na
ciale B nakladamy pole matych przemieszezent sw (gdzie ¢ jest malym parametrem).
Tak odksztalcone ciato oznaczymy przez B’

Najblizszym naszym celem bedzie wyprowadzenie réwnan réwnowagi ciala B’

1.2. Wstepny stan deformacji

Wprowadzimy w B wspohzedne walcowe (67, 62, 6°)=(r, 9, 2), ktére bedziemy
uwazac za wspdtrzedne konwekcyine. Zwiazek tych wspdirzednych ze wspohrzedny-
mi prostokatnymi x;, x,, x; W ciele B i wspdlrzednymi prostokatnymi 3, ¥, ¥s
w ciele B definiuje odksztalcenie. Przyjmujemy nastgpujgce zwiazki:

Xy = /3_,’00319, x=/zrsin8, x3=z[4,
(1.1 1 ]/ ¥ 2=} 3=zf

yi=rcos$, y,=rsin g, ya=z.

Wprowadzimy teraz nastepujace oznaczenia: g,;, g oznaczaja odpowiednio
kowariantne i kontrawariantne wspéhrzedne tensora metrycznego w B; Gy;, GY
kowariantne i kontrawariantne wspdirzedne tensora metrycznego w B; I} euklide-
sowe symbole Christoffela w B.

Na podstawie (1.1) po prostych obliczeniach [7] otrzymujemy

[, 0 © A=t 0 0
gy=|0 w2 0|, gv=]0 itrz 0],
0 0 A2 0 0 A2
(1.2) o - ]
1 0 O 1 0 0
G, =10 r* 0], GY= 10 r=2 0y,
[0 0 1 [0 0 1
(1.3) g=detgu=r2, G:deEGiJ—=f‘z
oraz
(1.4) Fégzhﬁr; F%2=F§1=F’_1;

pozostale I, =0.
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Wykorzystujac wzory (1.2) i (1.3) obliczamy tensor odksztalcenia y;; 1 niezmien-
niki odksztatcenia I, 1, I5:

1
(1.5} ?r‘j:?(GiJ_gij)’

(1.6y Ii=g"G,;=20""42, L=g;G'I,=24+1"2, L=G/g=1.
Zatézmy, ze potencjal sprezysty W, opisujacy odksztitcane cialo, jest postaci
(17) W:W(IlsIbF):
gdzie

F=V r=]/xf+x§ ,
tzn. zaleZy jawnie od odlegtosci od osi symetrii ciata. W dalszych rozwazaniach
dla wygody bedziemy postugiwaé sie funkeia

(1.8) W, L, V=W, I, Vi),
Tensor naprezenia 7 jest zwiazany z tensorem y;; wzorem
(1.9) TU:I( i aW)+prf

2 ayij 5 ’

gdzie p jest funkcja wspdlrzednych konwekceyjnych, ktéra mozemy wyznaczyé
z rOwnan rownowagi i warunkéw brzegowych. Po obliczeniu pochodnych wystepu-
Jjacych we wzorze (1.9) otrzymujemy

(1.10) TV =gV L Wh 4 pGH
gdzie
i, é
D=2— W, I,,r), V=27—W{, 1.1,
(1.11) af, or,
bijzgijll—girgstrsa p:p(r’ 9’ Z)'-

Poszezegdlne sktadowe tensora t¥ wynoszy:
=" @+ (A+A")¥P4p,
=271 2 P (AL AT W2,
=2 P42+ p,
=0 gdy i#j.

(1.12)

Réwnania réwnowagi ciala w stanie B maja postaé [7]
(1.13) ff’§+F§,T’k+FIi‘r'ri’=0.
Po podstawieniu do powyzszych réwnar wartoei skladowych tensora 7' mozemy
réwnania te po prostych przeksztalceniach sprowadzié do ukladu
AP A (A" Y 4 p =0,

(i.14)
P,s=0, p,.=0.
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Uktad (1.14) bedzie spetniony wiedy i tylko wtedy, gdy
(L15) p=p()=—A" D= 1A Y+K,

gdzie K jest pewng stala, kiéra mozemy wyznaczy¢ z warunkow brzegowych. Ze
wzgledu na przyszle zastosowania wyznaczymy stala K w przypadku, gdy jednym
z warunkdw brzegowych jest znikanie obcigZenia na pewnej powierzchni S o réwna-
niu r=const. Oznaczajac przez n; wspolrzedne jednostkowego wektora normalnego
~do S, a przez G; kowariantne wektory bazy w B mozemy powyzszy warunck zapisa¢
w postact

(1.16) rG;=0 na s,
co po wykorzystanin (1.12) prowadzi do
(1.17) t11=0 na S.

Zeby spetnié warunek (1.17) musimy przyjaé K=0. Prowadzi to do nastgpujacych
réwnodci: _
B=(12 A" (A1 Y), il =22 12 23 131 (),

(1.18)
p:' "‘/’{ﬁl @_(}b+;u_2) W.

1.3. Mala dodatkowa deformacja

Nalézmy na cialo B pole malych przemieszczen ew (gdzie ¢ jest matym para-

metrem). Tak odksztalcone ciato oznaczmy przez B’. Przy przejéciu ze stanu B do B’
“wielkogci obliczone w poprzednim punkcie doznaja pewnych przyrostow. Liniowg
cze$é tych przyrostéw oznaczaé bedziemy odpowiednia lifers z «primems. Jezeli
przez w; oznaczymy kowariantne skladowe wektora w, to w B’ mamy nastgpujace
zwigzki:

G =) G,,

Gl =wl4wl,, G¥=-G"G"G), G'=GGYG;,

rs?

IixgrsG;sa I;=grsG'rsa I;=Grst;s:0,
@'=AI+FI,, W'=FI,+BI,,
(1.19) 1+ L :
2W 2w s W
A=2 s B=27pms P2

b'=(gHgr—gg?) Gy, |
T = B g B P pG T 4p GY
W powyzszych wzorach podwdjna pionowa kreska oznacza pochodng kowariantng

w ciele B wzgledem 6%,
Ciato B’ jest w réwnowadze, jesi [7]

(1.20) P E S ARy o RS SEE LT e S PN
» 1 Ir ir ir
gdzie
’ 1 I ’ ] 1 ,
(121) T =5 GGy, 4G5, ~C )5 G (G, i+ Gojy 1= G, s)

i i, s
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Zajmiemy si¢ obecnie obliczeniem wyraZen wystepujacych w réwnania (1.20).
W tym celu oznaczmy dla wygody przez u, v, w kowatiantne wspéirzedne wy, w,, W,

wektora w. (Pochodne czastkowe wzgledem 67, 6%, 0° oznaczmy odpowiednio
wskaznikami r, 9, ). Wykorzystujac wzory (1.19) po prostych obliczeniach otrzy-

mujemy
Gy =—G"=2u,, Gy=—-r’G®=otw,,

(1.22) Goy=—r*G?2=2(vy+rw), Gy=—G"=u-tw,,
Gyy=—G3=2w,, G=—-r*GP=utv,-2r1o;

r

f1_ 1 — 1_
F Hpp s Fzz*u“)&\ ¥ vatru.—u, F33—uz25

1 1
L L 8 _ 1 . - —
Fyi=t,, =ty Pt =t P *vr+ s

Fﬁ:ﬂ(ﬂrr*'“ﬁ?"“—?‘f’r)’ = 72 ('Uss+2rua‘|“’v —29),

(1.23) 1 1 {
i TR= (e Ti= s utm),
fz. 1 2 r3 '3
F12ﬂ“r_g 7)1'9_7‘09-4“"”1'_.” ) F11:wrr: F22=W99+F'W,.,
T3=wWe, Tp3=Wa, Ti5=We, Ti=wa=—wa
1
I 2[ ft —— (@a-tru)y 42 z],
{1.24) _
I,=-2 [lu,.—l—-;z—(ws'—i—m)%*i—i Wz] ;
' 1 '
(1.25) ) I =2[u,. Jrr—z (vs+m)+w,] =0
1 1 ' ) A 1
=24 TH,.+F(ws+ru)+l w,{—2F )i.u,'i-?(faa—l—m)-i‘?wz ,
(1.26) '
11 1 ) A i
=2F —A—u,-i-F(wa—}—m)—{—/l w,|—2B lur-i-?"(va—l—m) —i—? we |3
711 — 2)1' b-’12_ — 1 —_— 2
b BT (vg+r)+25w, , =T g g+, -r—w .
713 . b'ZZ-—— 2 I
(127) b =—/1(uz_l"wr): - "“_;E“ ?ur+;{wz s

2 ] , 1
b33 — —?(‘Z‘z%‘ws), b'33=2}i|7u,,+;‘2“(®9—|-i‘u)].
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1.4, Rowrania rézniczkowe zagadnienia utraty statecznosci

Podamy jawna postaé¢ réwnania {1.20). Rozpatrzymy oddzielnie dwa przypadki:
pierwszy, gdy dodatkowe male odksztalcenie jest osiowo-symetryczne i drugi, gdy
jest asymetryczne. W pierwszym przypadku rozwazania przeprowadzimy bez odwo-
lywania sig do konkretnej postaci potenciatu spreZystego W. W przypadku drugim
postugiwanie sig blizej niezdefiniowanym potencjalem W prowadzi niestety do
rozwlekiych 1 malo czytelnych wzoréw. Z tego wzgledu ograniczymy nasze rozwa-
zania do klasy tzw. materialéw Mooneya.

Zalézmy najpierw, ze dodatkowe male odkszialcenie jest osiowo-symeiryczne.
Oznacza to, Ze wspdlrzedna v i wszystkie pochodne czgstkowe po 3 53 réwne zeru.
Korzystajac z (1.22), (1.26) i (1.27) obliczamy skladowe 7'%/:

1 1
R [ LTI Yo I L

S IV I P e
! ‘
+(—l—3+1+za)p+w]+pf,

1 1 1
r21'22=2% [{;Aﬁ (%Jr iz) B+ﬁ,_3 F-p]+2ur [A_ZA_(7+ AZ)B—J—

1
I+

(1.28) --%3—13 F+11; W]Jrzwz[u ( 1)B+
+(—}}3—+1+13)F—|—H’}+p',
©=2 " [ — 22 B QA0 P AP 20, LA 20 B}
+(2—A3)F+/1‘P]+2Wz[/1414'—‘}B—I-(2/137-1)1’“30-}—{10',
B (W) (b, 7220,

Podstawmy teraz wielkosci (1.4), (1.18), (1.23) i (1.28) do rdéwnan réwnowagi
(1.20). Jedno z réwnan (dla j=2) jest spetnione tozsamosciowo. Pozostate dwa row-
nania przyjmuja postaé

1 1 1 i #, u
(1.29) 2[/12 ( + )B+1;F+7¢+(Iz—+l)¥’](u”+7 r—2)+

1 1
+2 [M (A4+ )BJr(———l-]—i—P)FJr——CDI—(MZ—E—A)W]W,Z—F

. L1 1 11
F A AP+ pi 42 [Tz Ar_(7+ ,12) Bty Fotoy sffr]—”—+

F
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!
(1.29) *2{/12 ( Hz)BJr FA— @Jr(/H- )'P,]u,—l—
\ 1o 1
ST l,u (14+7)Br+(—7;+14r23)ﬁ'+197]w2 0
| 7
oraz '

(1.30)  [244—4A2B4-2(2— A F4-3A¥P 4 A% @] (u.rrz + %)%"

2
+2 [A“A - TB_E_ RP-1F+217+ ,12(13] W

1 1 ; 1
g o) mt )T ot m) w0,
Réwnanie niescisliwoscl (1.25) redukuje sig do postaci
1
(1.31) u;l‘*; u+w, =0,

Roéwnania (1.29)-(1.31) tworza ukiad trzech tdwnan rézniczkowych czastkowych:
z trzema niewiadomymi funkcjami u, w, p'.

Zaléimy z kolei, ze dodatkowe male odksztalcenie jest asymetryczne. W tym
przypadku ograniczymy nasze rozwazaunia do pewnej, dosy¢ szerokiej klasy mate-
riatéw. Zalozmy mianowicie, Ze rozpatrywany material mozna opisaé potenciatem
sprezystym Mooneya

(1.32) . W=EK ()1 — HTEE(L-3),
gdzie
Ki(r)=m;-tm, l/—x—iJr x5=m,+m, VIF s

(1.33) _
K(ry=n+mn Vxi+txi=n-1n, Vi r;

my, Mo, Ay, B 53 stalymi materialowymi. Poniewaz W jest funkcja nieujemna,
przyjmujemy, ze w obszarze ciata K; (r)=0 1 K, (r) =0 [9]. W szczegdloym przy-
padku, gdy m,=n,=0, mamy do czynienia z materialem jednorodnym. Przyjmujac
postaé potengjatu (1.32) na podstawie (1.11), (1.18) i (1.19), mamy

B=20m,+m, Vir), P=2(n-n,Var),
- A=B=F=0, &'=¥'=0,

1.34) -
( p= =t u/m—z(ﬂ» +f) (-t V),

fig_ bflj+pG':j_| P Gi;
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Korzystajac z (1.2), (1.22) i (1.27) obliczamy skladowe 7'*/

“=4(n1+n2]/;{r)[ (vt i)+ Aw ]—1-4[— (m1+7n2 ]/‘r)—’l—

12 o2
-i—(JH-A—z) (nl—l-nz]/zr)]u,fp',
22 1 ry ! 11 ]/#
T :4r—2(n1+n2]/1 r)(ﬁurw}—lwz +4— —(ml—l—m2 AR)+
+(/H- —) (ny+mn, Va r)]('z)3+ru)—|"—5~p ,
— A 1 —
(39 =ttt nin [t e ) om0 1
1 - :
+ (fH- )TZ) (r21-+n, l/_ﬁ. r)] w-p’,
, 171 - - 2
z 1z=2;2—[—;{— (1, +m, ]/J.r)+/1(n1+n2 l/l r} u9+w,.“rw), _
1 1 —
T’ia=2[Y(m1+m2]/lr)+}iz‘(nl+n2'/ir)] (uz+wr)s
e 11 S
0322 = Onbm, VAP + 7 (b m VAN [ @t ).

Po podstawieniu wyrazef (1.4), (1.18), (1.23) i (1.35) do réwnafi réwnowagi (1.20)
otrzymujemy uklad trzech réwnan rézniczkowych czastkowych

-F

1
! ha ]/l ’72] .+

(-—n1+2"/j‘ nz) l:ﬂ,z 3 (‘Z)3+1’H)+;{.W ]+2(ﬂ1+n2 -l/;{") [;{'2 ( WZZT
- -{_;E'T),.‘g'_' j‘u+~ur)+ﬁ'wrz:|+2|:%mz ( +ﬂ.2)
+2 [— (my+ma VA !’H-(l‘i‘ ) (41, ]/A ”)] [Hﬁ“
pE ('U.g+]”):| ! [l (ml_'_mz I/A' F’)"i'“l (n1+n2 ]/1' r)] (U‘g‘g.'i"v,-a R
‘(1'36) —% ‘E)s)+ I:m1+m2 ]/Ir—i— (nl+112 }/ i F)]( Waz }"l uzz)
} —2*(’114“”2]/3-")( ”r‘!‘lw)_i_ Pr s
F_I; (—]/if m2+ ]/an) (u.‘}+ z’r—i‘v)+% l:_l— (mlw]L iy ]/IF)+

1 2
—E_ A(nl +n2 I/A r)]l: (u9+ k4 _——7))+ur9+'z}rr+ v _%wr]—l—
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1.36 1 e 1 171 .
(Ic,d‘]) +2 5 (At Vin (2.2 um+f’uwsz)+2 oy [T (my-my VIr)+

1 , — 1 —
+(,1 -1——2) (ry+n, I/A r)] ?).g\r{ﬂ'ug)Jr;E [(ml—l—m2 ]/,1 rn+

1,
(nl+n2 ]/l r)]( We A2 wzz)+~2-’_7p9=0,

1
[m1+ iy ]/l r+ (”1+”2 ]/l 7)] [ urz_!— Wy +—Ar—2 (DgztWag)t
JrL Az - L 2 I- ! + L + 1 -+
A (”z‘l‘wr)‘f_ ) wzz+urz ?)élz _‘ uz)] (]//T{‘ Mz
A

/ﬂa nz) (W) 42 (g my I/A r)lﬂuurz —z(sterz)]‘F

-+ 2[** (i -Hmy ]/}L r) Jr-(l+ )(nlJrnz l/l i")]1r1)227L 5 pz 0.

Powyzsze réwnania wraz z réwnaniem niedeisliwosci (1.25) stanowia uktad czterech
réwnaf rozniczkowych z czterema niewiadomymi funkcjami u, v, w, p’.

2. SYMETRYCZNA POSTACG UTRATY STATECZNOSCI

2.1. Sformudowanie zagadnienia brzegowego

Opierajac si¢ na wyprowadzonych réwnaniach rozpatrzymy zagadnienie sta-
tecznoéci niejednorodnej rory poddanej skoriczonemu odksztalceniu. Zatézmy mia-
nowicie, ze ciato w stanie & jest rura o $rednicy wewnetrznej a,, $rednicy zewnetrznej
a, i wysokoéci §. W stanie B wymiary rury wynosza odpowiednio a,, a,, . Wymiary
w stanach B i B sa zwiazane zaleZnoéciami (1.1). ZaloZenia dotyczace materialu
i wstepnego stanu odksztalcenia rury sg identyczne jak w p. 1 ninigjszej pracy.
Ponadto przyjmujemy, ze dodatkowe male odksztalcenie natozone na odksztalcenie
skonczone jest osiowo-symetryczne.

Zaléimy, ze w stanie B rufa obciazona jest w ten sposdb, Ze na powierzchniach
z=0 i z=/ obcigzenie ma tylko skladowa normalng, a powierzchnie r=a, i r=a,
sa wolne od obcigzen. W p. 1.2 wykazaliémy, Ze drugi z wymienionych warunkow
prowadzi do zwigzkéw (1.18). Pierwszy warunek jest wowczas spelniony tozsamo-
fciowo, Zalézmy dalei, Ze przy przejéciu ze stanu B do B’

1) powierzchnie z=0, I pozostajg plaskle nieruchome 1 obcigione tylko napre-
Zeniem normalnym,

2) powierzchnie r=a,, a, sa wolne od obciazef. . &

Rozpatrzmy najpierw warunck 1. Oznaczmy przez n i n--en’ jednostkowe wekto-
v normalne do powierzchni 0¥=const odpowiednio w stanic B i B’. Wektory te
mozna przedstawié w postaci

k G* Kook, GG
(2.1) .n—l/@;, n-én —W’
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gdzie G*, G*-¢G’* sg kontrawarianinymi wektorami bazy odpowiednio w stanie B
i B’. Odpowiednie wektory kowariantne bedziemy w przyszloéci oznaczaé G,
G,+¢G,. Powierzchnia z=0 jest obcigZzona tylko sktadowa normalna, a wiec dla
stanu B’ mamy

2.2) (T 4-er9) (1aem) (G406 =g (en)
k

. i k k, “ . . . , f - k ’ .
gdzie n;, m;--en; s3 kowariantnymi wspotrzednymi wektoréw m i n-l-en’, a g jest
funkcja skalarng, okreslajaca rozklad napr¢Zenia normalnego na z=0. Mnozac
skalarnie obie strony réwnania (2.2) przez Gy +eG, otrzymujemy

2.3) (@ ex't) (e (Gp+eGl) =0  dla k3.

Porzadkujac powyzsze rownanie wzgledem ¢ i wykorzystu;acc (1.18), (1.22) 1 (1.28)
otrzymujemy

(2.4) ‘ u,+w,=0 dla z=0.
Powierzchnia z=0 pozostaje plaska i nieruchoma, a wiec dla stanu B’ mamy
(2.5) w=0 dla z=0.

PoniewaZ analogiczne rozwazania mozemy przeprowadzié w przypadku powierzchni

z=1I, to warunki brzegowe 1 zapisujemy w postaci
w=0 dla z=0,/,
(2.6)
u,+w,=0 dla z=0,1.

Warunki brzegowe 2 oznaczaja, 2e w stanie B’ zachodza zwigzki
. o b i, ‘
2.7 (T ter) (mten) (Gi+eG)=0  dla  r=ay,a,.

. . . r 1 . lf
Wykorzystujac réwnodci (2.1) obliczamy wspolrzedne »; 1 »;:

28 ) 1 1 1, 1 Gt

2.8) m—(%i 0, 0) ni—(——z— iy ,0,0).

Poniewaz 7'=0, mozemy wiec po uwzglednieniu (2.8) zredukowaé réwnosé (2.7)
do postaci

(2'9) T’1j=0 H j: Ia 2: 3 dIa F=ds, d; .

Po podstawieniu do powyzszych réwnosci wyrazen (1.28) zapisujemy warunki
brzegowe 2 w postaci

1 1
7454-— )(u +wo=0 dla r=ay,a,,

>0 2—’{1 JEpA P, + vl | a4 ) B L
e R e ] e e vak
1 11

‘!‘—l'@LF(/?,'{‘A_Z) ]+2WZ[ZA (A4+T)B+

1
+(f13~+1+3,3) F—[—l‘l’]—i—p’:ﬂ dla r=a,,a,.
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Réwnania rozniczkowe (1.29)—(1.31) wraz z warunkami brzegowymi (2.6) 1 (2.10)
tworza jednorodne zagadnienie brzegowe. Mozna pokazaé, ze zagadnienie to jest
samosprzezone.
Na podstawie wynikéw zawartych w {8] warunek samosprzezonoéci mozemy
wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

{2.11) f [w, (2" e WPl TP e ]| ) — s (ST e Pl 2wl ) 1, S =0,
Jd 2t 1 1 152 2 2

gdzie S jest powierzchnia ciala, w, i w, dowolnymi polami przemieszczefi, spehiiajg-
1 2

cymi warunki brzegowe (2.6} i (2.10), a ™ i 7" polami naprezefi wywolanymi
odpowiednio przez Ws iw,, ! 2
2

Obliczenie catki we wzorze (2.11) nie nastrecza wigkszych trudnosci. Po Iatwych
rachunkach stwierdzamy, ze warunek (2.11) jest spelniony tozsamosciowo. W zwigz-
ku z tym mozZemy zastosowal bifurkacyjne kryterium utraty statecznodei: utrata
statecznosei nastepuje, gdy zagadnienie brzegowe (1.29)—(1.31), (2.6) i (2.10) oprécz
rozwigzania zerowego ma réwniez rozwigzanie niezerowe. Celem dalszych rozwazan
bedzie znalezienie warunkéw, przy ktérych wyzej wymienione zagadnienie brzegowe
ma rozwiazanie niezerowe.

2.2, Rozdzielenie zmiennych i redukcja do jednego réwnania

Poszukujemy rozwigzafi sformulowanego wy?zej zagadnienia brzegowego meto-
da Touriera przedstawiajac funkcje w, w, p’ w postaci

w=g,(F)cosvz, w=g,,(r)sinvz, p'=g,[F)cosvz,
{2.12) B nw

p=—

7 n=0,1,2, ...

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy we wzorach (2.12) n=0. Wdwczas

(2.13) . U=¢10(r),  w=0, p'=g;50(r).

Podstawiajgc wyrazenia (2.13) do réwnan (1.29)—(1.31) otrzymujemy nkiad réwnan
rézniczkowych zwyczajnych:

dp1e (1 ) . dypso
(2.14) 2 T 1 D+ AT, .T—O‘,
dpio 1
(2.15) df" +_";—$10=0.

Calkujac réwnanie (2.15) otrzymujemy

<,

(2.16) P10 = P




518 KAZIMIERZ BEGINSKT

gdzie C jest stalg calkowania. Po podstawieniu (2.16) do (2.14) i scatkowaniu
ofrzymanego rownania mamy

1/1
@.17) ps0=2C, [ ;;(7 @H%) aCy,

gdzie C, jest staly calkowania.
Podstawmy znalezione funkcje u i p” do warunkéw brzegowych. Warunki (2.6}
sg spetnione tozsamosciowo. Warunki (2.10) prowadza do réwnaf

dpio
dr

Oznaczmy przez f(r) catke wystepujaca we wzorze (2.17). Korzystajqc z (2.16)
i (2.17) uktad (2.18) mozemy teraz przepisa¢ w posiaci

(2.18) 2

1
(7 @+/1!P')'—i-qo30=0 dla r=a1, ds .

ol-%(7 @(a1)+wf(al))+2f(a1)]+cz—

2.19) o
o~ (@) 2r@]| 0.

2
Uklad (2.19) ma rozwigzania niezerowe, jezeli jego wyznacznik (bgdqcy funkcja Ay
jest réwny zeru.
Rozpatrzmy teraz przypadek ns0. Po podstawieniv wyrazefi (2.12) do réwnan
(1.29)-(1.31) i prostych przekszta%ceniach otrzymujemy

2200 2| bae (a2 B+ F+ o+ ,H p| (L) L Bown
(2.20) 2,2 (ﬂ, ) A3 dr? Foodr

1 1
I%")_I_ZVPA (,14.+ )B‘!'( +1~|—/13)F‘|’31—Q5+

+I ( ) ] d@z;: _l" d§93n )'1, /1 w 1 [1 A
/'Lz +2j' dl’ d ( CD-'— )V @1;,""2 2.2

( +/12)B+ 5 Bt ?’]wlu+2[1 (7+2,2)B,+:1§“Fr+7@r+
1 dpy, 1 1 1
*"(“1‘5)”] B saaa (Mﬂ“(}?““) r“‘*”]"’“ >

: dpy, 1
(2.21) —_;u[2AA—4/123+2(2—_A3)F+BA*P+AZ cb]( 5: +— mn)—

1 1
—2y? [l‘*A - %B+(2&371)E+21Y’+32(15] Pan T (7 @ +l_2 97) %

A, 1 dwz,.) '(1 1 )(d;oz,l )
X( dr? +T dr _'Vgﬂ?;,:, _I_T@r—;—zﬁ"yfr dr V§91,, .0,

dfpln 1

2 o ~0.
(2.22) p + PP =0
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Korzystajac z rédwnan (2.21), (2.22) mozemy funkeje ¢, @z, wyrazi¢ przez
funkcje ,,. 7 kolei podstawiajac ¢., @3, do réwnania (2.20) otrzymujemy

" 142 2 |
— 4 a1 ~ L .
2.23) U+ E)L wl,,+2|(z l) (A-I— T Ft 3)4
1 /{1 1 /1
—I——(F%—z)(ﬂb@—l-'f’)]ﬂ qol,,Mv?l(lcb—;—&V)gam—-VT(T@r—]-
d3¢’in 3 dzfoin 3 dfplu 3 ) ( 1 1
Jrﬂz EF,,)( v &* 2 odr 3 P + TG ek
+ 2 dfpln | ’ 2 4 5 2
R o5 T204—41)+B, ——+2/1 )t
2 2’ d@ln 1
+F, st ar-s b )t v -t e, ) -
dr r
1 1 d P1r i d@ " 1
_V( i QS + Wr'r) »? @111% dzl +T d: 1"—2 ¢1n)=0s
gdzie
df1 d
2 = -
(2.24) L= [ - (r.)].

W ten sposdb sprowadziliémy uklad réwnan (2.20)-(2.22) do jednego réwnania
czwartego rzedu,

Podstawmy wyrazenia (2.12) do warunkéw brzegowych (2.6) i (2.10). Warunki
(2.6) sg spelnione toZsamodciowo. Warunki (2.10) prowadzq do nastepujacych
zwigzkdow:

(2:25) (213 p,,=0 dla r=ay,a,,
(2.26) i{rLz ] )l_2v2 [(;[2 _) w+£+ 1] i('@ )-§—
dr in 1 Fran 3 g VP
D+ Y ID+P, :
2 2 2
+2v AL T (4L p,,=0 dla r=ag,a,.
o+ ¥ -

Réwnanie rézniczkowe (2.23) wraz z warunkami brzegowyml (2.25), (2.26) tworzy
jednorodne zagadnienie brzegowe dla funkcii ¢,,.

2.3. Warunki utraty statecznoSci (numeryczna analiza zagadnienia brzegowego)

Zalézmy, Ze rozpatrywana rura zbudowana jest z materialu Mooneya zdefinio-
wanego wzorem (1.32). Mozemy teraz zanalizowaé problem istnienia rozwiazah
sformulowanego zagadnienia brzegowego. W przypadku n=0 obliczamy kolejno

D) =2(m; tm; Vir), #()= 2(n1—}—n21/,1r)
2.27) &,.(¢)=2m, VA, ¥,=2m, VA, A=B=F=0,

f(r)_f L ( Q5+,1Yf1)dr—~ —_::-(]/17 m2+l/3~ fﬁz)s'
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Korzystajge z powyZszych wzordw mozemy ukdad (2.19) przepisaé w postaci

1 {1 2 — 1 2 —
—401 { (GZ m1+a mz]/ll)_f—/l( 2n1+a nzl/;‘l):l_i_Cz:O,
1 1

A \a] a4
@28) 11 2 /7 1 2
—4C, [7 (‘T; mﬁ‘afz My} /1)+Jl ((T%n_l +Z nzﬂ)]wl-Cz:O.

Warunkiem koniécznym i wystarczajgcym istnienia niezerowych rozwigzan ukiadu
(2.28) jest znikanie jego wyznacznika. Warunek ten mozemy po prostych przeksztal-

ceniach zapisa¢ w postaci
1 i 1 — 1 1 —
@2 [ml (?f a_2)+ 2, ]/A,]+A [nl (Z F a2)+2}12 1/,1] =0.

Pokazemy, 7¢ warunek (2.29) jest spefniony tylke wéwczas, gdy W=0. Poniewaz
K (M=201i K,(N=0 dla a <r<a, (por. p. 1.4), wicc zachodzg nierdwnodci

2.30) my—+hy 1/10120, ml'i‘mzl/th;()a
(2.31) nitn, Via 20,  m4nVia»0.

Dzielgc obustronnie pierwsza z nieréwnoéci (2.30) przez a,, druga przez a, i dodajac
je nasigpnie stronami otrzymujemy

11 -
(2.32) my (—+—)+2m2 Vi=o0.
a 4
Analogiczny rachunek zastosowany do nierdwnodci (2.31) daje wynik
11 -
{2.33) nl(_—+—)+2n2 1//120.
aq a;

Tak wigc w réwnaniu (2.29) wspdlezynniki stojace przy A i 1/4 sg nieujemne. Row-
nanie (2.29) bedzie wige spehione tylko wtedy, gdy

1 1 — 11 —
{2.34) my (——I——~)+2m2 Vi=0 i =, (——I———)+2n2 Va=0.

a]_ az ! a 1 a
Latwo sprawdzié, ze uklad réwnan (2.34) wraz z warunkami (2.30) i (2.31) wyznacza
Jjednoznacznie wartoSci m,, m,, #, 1 ny:

{2.35) my=my=n;=n,=0.

Z réwnodci (2.35) wynika, ze W=0. PoniewaZ ostatni wniosek jest sprzeczny
z zatoieniem o sprezystosci materialu, przeto stwierdzamy, ze w przypadku n=0
nie wystgpuje utrata statecznoéci przy Zadnej wartoéci A.
- Rozpatrzmy przypadek n#£0. Po podstawieniu (2.27) do réwnania réwnowagi
{2.23) otrzymujemy

d4 Pin 2 ]/IS m; +l/'j‘wn2 dsﬁpm
dar* T2 ’

2.36 e -
) F A{my+m, ]/ﬁ. B PR l/}.r dr

_]_
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3 FE /7 2
(2.36) +[—~~——v (1429 + P ey A, ]d B
ed] F l(’”l +m, l/}b F)yt+a4n, ]/)bf dr
+13 2 (11 27y (3'1 b Ay 4t 2) WAL
vV —— T Ay v = =
N Caan r r R(m1+m2'l/);r)+f11+n2 l/}Lr
3 m Vi d 3
—(Tﬂu-w) 2} ﬁ] ‘0“‘+[——4+
¥ ]v(m1+mz‘/}vr)+”1'§‘”2]/}vf' dr F
1 3L iyl VA
}v2 (1443 ~*+v4i{3—(—~—+ ) — ——
e 2 LAy Vi) fabn, Var
3 7 i3y /A
‘ “(—'T_lu d - - ) Tz_zl ]golnzo'
P r LA b m VAR Vi

Podobnie po podstawieniu (2.27) do warunkéw brzegowych (2.25), (2.26) mbiemy
warunki te zapisaé w postaci

dzwln 1 d(ﬂl,, 3 1
(237) a2 +T dr + 1y HFT @1,=0 dla F=di, 0,5,
d P1n d Pin ll 2( ’13) ] d@lu
@238) r— 2t )

my+m, VAr£ 32 (ny -+, V Ir)]
faln

)3 1
ool L R
’ 2 Myt 1, l/j-_"flr— (ny+n,y ]/}v r)

' dla F=a;,d, .

Réwnanie (2.36) wraz z warunkami brzegowymi (2.37) i (2.38) tworzy jednorodne
zagadnienie brzegowe. Problem istnienia niezerowych rozwigzaf tego zagadnienia
zostal rozwigzany metodami analizy numerycznej. Nie wdajac si¢ w szczegdty tech-
niczne obliczen oméwimy teraz krétko algorytm zastosowanej metody numerycznej.
Pierwszym krokiem jest sprowadzenie zagadnienia brzegowego do ukiadu czterech
rownan rozmiczkowych liniowych z czterema liniowymi warunkami brzegowymi.
Osigga sie to przez podstawienie

da@ln d @1 dfa_ln
(2.39) yl(f')=?, yz I) d 2 :‘ yj(])’_u r 2 . y4(r)=¢1n'

Podstawienie (2.39) sprowadza réwnanie (2.36) do ukladu

y1(#) bi(r) by(r) ba(") ba(r) @)

il DAY U B S B PYC
(2.40) dr { s ()] 0 -1 ] 0 yz(f’) ’
e (F) 0 0 -1 -0 Ya(r)

Rozprawy Inzynierskie —11
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gdzie b, (r) sa funkcjami parametréw materialowych i geometrycznych ciata B
(m.in. 1). Warunki brzegowe (2.37) i (2.38) mo#na przy uzyciu zmiennych (2.39)
zapisaé w postaci

& . 4
24l MMy (=0 da r=a,a; D @@p()=0 dar=aa,,
i=1 i=1

gdzie «; (), « () sa funkcjami parametréw materialowych i geometrycznych ciata
B (m.in. ). '
Catkujac numerycznie uklad (2.40) przy warunkach poczatkowych

(2.42) Va)=3  ki=l,..4,

gdzie & numeruje wektory-funkcje rozwigzania, i numeruje skiadowe wektor-
funkeji rozwigzania, otrzymujemy cztery liniowo niezaleZne rozwigzania 7).
Dowolne rozwigzanie ukladu (2.40) moze by¢ wiec przedstawione w postaci

4
(2.43) o= Z Coyi(ry, i=1,..,4,
k=1

gdzie C, sa pewnymi stalymi. Po podstawieniu (2.43) do warunkow brzegowych
(2.41) otrzymujemy jednorodny uktad czterech réwnan algebraicznych z niewiado-
mymi Cy i wspétczynnikami ay, zaleznymi od parametrdw geometrycznych i mate-

riatowych:
4

@44 D) Ceay=0, j=1,...4,

gdzie

4 a4
alk=2 0511 (a)yi(aL), dap= 2 a’?(ai)yri[(al)a
— i=1

(2.45) "“i ; k=1,..,4.

4
y 1
=D al (@) (@),  am= ) 4 (@)@,
i=1 t=1

Zagadnienie brzegowe (2.40), (2.41) ma rozwigzanie niezerowe wtedy 1 tylko
wtedy, gdy :

(2.46) . dot @0 .

Jedli w zagadnieniu brzegowym ustalimy wartosci wszystkich parametrow oprocz
jednego, to wyznacznik det a;, bedzie funkejg tego wybranego parametru. Funkcje
te mozemy znalezé obliczajac det a;, dla pewnych, odpowiednio wybranych wartosci
Zmiennego parametru i dokonujac nastepnie interpolacii migdzy znalezionymi war-
tosciami, (Wymaga to oczywiicie wielokrotnego calkowania ukladu (2.40)). Miejsca
zerowe otrzymanej funkcji sa poszukiwanymi warto$ciami krytycznymi parametru,
tzn. takimi warto§ciami parametru, przy kidrych nastgpuje utrata statecznosci.
W szczegblnodel ustalajac wszystkie warloéci parametréw oprécz A mozemy zna-
leZ¢ krytyczna warto§é wydtuzenia A, przy ktdérej nasigpuje utrata statecznosci.
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W przypadku, gdy przy ustalonych wartodciach parametréw istnieje wigcej niz
jedna wartos¢ Ay, interesowa¢ nas beda 1y, najblizsze jednodci, gdy? odpowiadaja
one stanowi rary «najblizszemu» B, .

- Obliczenia numeryczne zostaly wykonane wedtug opisanego wyZej schematu na
maszynie cyfrowej ODRA-1204. Program obliczeni pozwalal sporzadzaé wykresy
“zaleznosel Ay, od réznych parametréw. Do catkowania ukladu (2.40) zastosowano
w programie procedurg typu Rungego-Kutty, opisana w pracy [12], (por. takze {13]).

2.4. Wyniki obliczeri numerycznych

Giéwnym celem obliczenn numerycznych byla analiza zaleznoéei odkszialcenia
krytycznego Ay, od stopnia niejednorodnosci materiahi. Qbliczenia zostaly przepro-
wadzone dla materiatéw Mooneya zdefintowanych wzorem (1.32). Przyjeto wariosé
lorazu K, (r)/K, (r) réwna 10. Wartos¢ ta jest typowa dla gumy i materiatéw gumo-
podobnych [11]. ,

Wyniki obliczefi odnoszace si¢ do przypadku $ciskania (i< 1) zostaly przedsta-
wione na wykresach (rys. '1, 2, 3). Rysunki 11 2 zawierajg rodzing wykreséw przedsta-
wiajacych zaleznod¢ Ay, od wysokoéci rury dla réznych niejednorodnoéci przy usta-
lonej $rednicy wewnegtrznej i zewnetrznej. Rysunek 3 zawiera rodzine wykresow
przedstawiajgcych zaleznosé A, od §rednicy wewnetrznej rury dla réznych niejedno-
rodno$ci przy ustalonej srednicy zewngtrznej i wysokosei rury. Na osiach odcietych
wykreséw zostaly odlozone wielkodci bezwymiarowe. Latwo sprawdzi¢, ze warto$¢
Ay mie zmieni sig, jezeli w réwnaniach problemu brzegowego (2.36)—(2.38) wszystkie
wiclkosci majace wymiar dhugosel pomnozymy przez pewien wspolezynnik k, na-
tomiast m, i n, podzielimy przez k. Pozwala to na interpretowanie otrzymanych
wynikéw w dowaolnym ukdadzie jednostek.

Aerd  Odkseldcenie symetryczne
e ©on=T, 41 4,=7

my b omy | ony Ny
ai i | 4 i a
bitag | 20 % 2
ci#i |-20 il 4

as[-

as -

g4

Rys, 1

Oprocz obliczen, ktdrych wyniki zostaly przedstawione na wykresach, wykonano
obliczenia dla materiatéw okreSlonych przez stale m; =100, —10<<{m, <10, 1, =
=10, —1<n, < 1 (przy d,=2). Nigjednorodnoéci odpowiadajace tym stalym bedzie-
my umownie nazywaé matymi. Obliczenia wykazaly, Ze dla malych niejednorodnosci
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wartosci Ay, nie r6Znig sie w sposob istotny od odpowiednich wartosci dla materiatéw
jednorodnych (réznice sg mniejsze niz 0,01). Materialom jednorodnym odpowiadaja
krzywe oznaczone a. Wykonane zostaly réwniez obliczenia dotyczace przypadkn
rozciggania rury (1> 1). W wyniku tych obliczen nie stwierdzono utraty statecznosci
w przedziale 1< A2 (zakres zmiennodel parameiréw materistowych i geometrycz-
nych jest identyczny z przedstawionym na rys. 11 2). '

P | Odfsziafeenie symetryozne
- n=1, d;=1, G,=2

My img | Ny |

B 4 al7ag| o 11 0
* d 0|40 110 1 4

. e [100 [-40 1 10 _{-4
e eo i1 | 6

a6+

g4
L 1 1 | | ! I 1 1 |t
5 407
Rys. 2
Odksetafeenie symelryczng
Ak n=1, &;=2, [=1
na k. my (e i | m
’ alfe| 8 || o
S o d 00|40 {10 | 4

qs

- e lwg|-an |10 |4
Rt a

geF

Ruys. 3

Oméwione dotychczas wyniki obliczen dotycza rur o malej wysokosci (<10,
d,=2). Dla rury wysokiej (f =20, d, =1, d,=2) otrzymano nastgpujace wartodci Ay, :

my iy Hy ) flkr

100 -0 10 0 0,21
100 20 10 2 0,22
100 —20 10 —2 0,20

Na podstawie rys. 3 mozemy znale?¢ przyblizone wartoéci krytycznego od-
ksztalcenia dla niejednorodnego walca. Okre§lamy mianowicie odksztalcenie kry-
tyczne walca jako granicg odksztalcen krytycznych rury, gdy jei $rednica wewngtrzna
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dazy do zera. Takie podejécie do zagadnienia bylo juz stosowane w wielu pracach
(m.in. w [ 1 14]). Ekstrapolujac do zera krzywe na rys. 3 otrzymujemy nastepujace
warto§ci odksztaleenn krytycznych walca (4,=2, /=1):

iy Hiz Hy i3] Ar

100 0 10 0 © 0,63
100 40 10 4 0,41
100 —40 10 —4 0,76

Wrykresy przedstawione na rysunkach [-3 dotycza postaci utraty statecznosci
okreslonej przez n=1 (w p. 2.3 wykazaliémy, Ze dla n=0 nie ma utraty statecznosci).
Nie zmmiejsza to w niczym ogdélnosci wynikéw, gdyz za pomoca prostej zamiany
ziniennych mozna odczytaé z tych wykreséw wartosei Ay, dla dowolnego n. Wystar-
czy zauwazy¢, ze warto§¢ n wehodzi do réwnan i warunkéw brzegowych wylacznie
przezy (v=nxn/A). Tak wiec wartosé A, dla n=n, i [ =], jest taka sama jak dla n=1
i J=1,/n,. Pozwala to na sporzadzenic wykreséw zaleznoSci Ay, od n przy ustalonych
parametrach geometrycznych i materialowych (por. rys. 4). Postugnjac sie takim
wykresem moZemy znaleszé warto$é n odpowiadajgca najwigkszej wartosci ..

Agr 8 Odkszlatcente symetryczne
&=1, &,=2, =1,
a8 - X my=100, my=0, =10, ny=0
x
i X
b3
06 - x
X
- * X
04
x
1 1 I 1 { ] ] ) | -
3 0

Rys. 4

Oznaczmy najwicksza warto$¢ Ay, przez A, a odpowiadajacy jej wartoéé n przez
Bmax- W zakresie odkszialcenn A> A, rura jest stateczna. Przy A=1,,. nasiepuje
ufrata statecznodci, a postaé uiraty statecznosci jest okreslona przez ny,,. W przykla-
dzie przedstawionym na rys. 4 np =4, Anx=0,79. Analiznjac wykresy 1 i 2 latwo
zauwazy¢, e dla /<3 utrata statecznosci bedzie nastepowad przy =1, natomiast
dla /=4 przy n>1.

3. ASYMETRYCZNA POSTAC UTRATY STATECZNOSCI

3.1. Sformutowanie zagadnienia brzegowego

Zajmiemy si¢ analizq warunkéw wystapienia asymetrycznej postaci utraty sta-
tecznoscl, Z matematycznego punktu widzenia oznacza to, Ze rozpatrujemy przypa-
dek, gdy dodatkowe mate odksztalcenie nalozone na odksztalcenie skoficzone jest
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asymetryczne. Zatozenia dotyczace materiatu i wstepnego stanu odksztalcenia s
takie same jak w poprzednich rozdziatach. Przyimujemy, ze material mozna opisac
potencjalem sprezystym Mooney’a zdefiniowanym wzorem (1.32). Z powyiszych
' zatozenh wynika, Ze stan rury B’ jest opisany przez réwnania rownowagi (1.36)—(1.38)
oraz réwnanie niescisliwodei (1.25). Zaldzmy dalej, ze warunki brzegowe sg takie
same jak te, ktére sformudowali$my w p. 2.1. W celu matematycznego sformulowania
tych warunkdéw wystarczy powtérzyé z niewielkimi zmianami rozwazania zawarte
w p. 2.1 (nalezy uwzglednié nows postaé funkeji G|, 7,,). Spelnienie warunkdéw
brzegowj(ch w stanie B jest réwnowazne przyjecin zwigzkow (1.18). Warunek 1
prowadzi do zwiazku (2.3), z kitdrego po wykorzystaniu (1.18), (1.22) i (1.35) otrzy-
mujemy
w,+w,=0 dla z=0,1,

(3.1)
v,+wy=0 dla z=0,].

Ponadto 7z warunku 1 otrzymujemy

(3.2) w=0 dla z=0,1.

Warunek 2 prowadzi do réwnodci (2.9), skad po podstawieniu {1.35) mamy

— 1 1 -
4 (n,-+n, ]//’L ) [W ('vs—l—m)—l—lwz]—}—dl [-)T (nyFma Var)+

i -
(3.3) %—(ﬂ +1’*_) (nl—z—nzl/k r)] u,+p' =0 dla r=a;,a,;
2 7(’711+mz] AP A(n —4m, ¥ A ) 3 1r9+7),——r—z=)=0 dia r=a,a,;

1 — 1 _
2{7 {m,+m, ]/zl "H_;Tz (nlJrnzl//l r)] (u,+w,)=0 dla r=a,,a,.

Réwnania réimiczkowe (1.36) 1 (1.25) wraz z warunkami brzegowymi (3.1),
(3.2) 1 (3.3) tworza jednorodne zagadnienie brzegowe. Wykorzystujae warunek (2.11)
mozna latwo sprawdzié, ze zagadnienie to jest samosprzezone. Tak wiec, podobnie
jak w p. 2 mozemy stosowaé bifurkacyjne kryterium utraty stateczno$ci.

Przedmiotem dalszych rozwazan bedzie poszukiwanie warunkéw, przy ktorych
sformutowane zagadnienie brzegowe ma rozwigzanie niezerowe. Poszukujemy
rozwigzan metoda Fouriera w postaci

U= 01 (I} COSVZ CO8 1},

(34) U= Paum (I‘) Ccosvz Sinzu*g B

' W= Pam (F) 5i0VZ cOs i3,

P’ = QP (F) COSVZ COS 13,

gdzie v=nnafl, n=0,1,2,..., 4=0,1,2, ...
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Podstawiajac (3.4) do rdwnan (1.36} 1 (1.25) otrzymujemy uklad réwnan

1 — 1
(3.5)  cosvzcospd {2 (— K4,V ) [W (g2 +re,)+ qu93} +

1 dp, 1 1 d¢1)+ d] dp,

+2Kz l 3 nufﬂl FEN A dr 12 253 v dr - Z—EW X

|~ Fwos;
. 1 d? 1 d
e b
dps, 1 dp, 2
- (ﬂ{”z‘l‘f 991)]4 d4+ ( K- ﬂ.Kg)( 20, )—I—
p P P

1
2
1 dyp 1 1 dp,
(K1+ - )( 2 )Ey2 @1) 2K, (Az ~L +v,1¢3)}=0,

dar

_ 1{1 /7 dp, 2
6.6)  cosvzsinud oz [ me i VA ) | —ppib 2 =T o)

dqﬂz_g%) l( dp  d*¢2 | 2
dr i

1 1
+( Kl“Kz)[ ( Hpu T g T T

2 dp, i 1 drpl 2 i 1
R +2K, T\ THE — Auves pr- TKHL /’{_J_;{T K|~

: 1 1 1
% (U @yt rue) — 57 u§04+ (K1+ Kz)( o Hvps— Aty qo;,)}= 0,

1 dp, 1 d¢5 1

. 1
(3.7)  sinvzcospd {(Kl +7K2) [—vl 7 "3“7 Ry g1 py)—

1 ( dgo?,)—%_(,qu 1 )( . do, 1 i )]+
VT g G NTE PTG T e VP T Y
des 1 1 do, 4
+(—Wp1 +?) (— iy _5‘1/?112)‘]“2[(2 {—AV?—F—Z(VMQJ2+}J}'¢1) -

]/}L
1 1
—2[ K1+(l+ )Kz]’*’ @3 _2“3’{94}=0=

d 1
(3.8) COS vz cos 1l [—;‘1"‘}7 (#%‘H’V’l)‘ﬂ%] =0.

W powyZszych rownaniach zastosowaliSmy oznaczenie

gokgfpfrmu(r), kﬂl, ,4

7 kolei podstawiajac (3.4) do warunkdw brzegowych stwierdzamy, 2e warunki (3.1),
(3.2) sy spehione toisamodciowo, natomiast (3.3) przyjmuje postaé '

— 1
(3.9 €08 vz cos yd {4 (i +m¥ain IW (ups-t-rp)+ives + .

dep 1 — _dy
‘|“(A+ )drl] 4.7(m1—|—m2]/ﬁ.?‘)?1+§04}:0 dla r=agas;
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1 — —
(3.10)  cosvzsinud [_;'L— (m,+m, ]/A F)-4-A(n, +n, ]/)L r)] X

1 {dp, 2
x;jz“ ar "Mh“‘““}j‘ p.1=0 dla r=a,,a,;

1 — 1 —
(3.11) sinvzcos ,thl:T (g +m, ]/A r)+F (ni+n, l/l r)] %

d
x (—vgol-i—mc%i):O dla r=ay,a,.
W dalszych rozwazaniach zakltadac bedziemy, Ze v50 i u70, (u=0 oznacza sy-
metryczng postaé utraty statecznodel, v=0 oznacza, e pole dodatkowej deformacii
iest niezaleZzne od z). Mozemy wéwezas w uktadzie réwnan (3.5)—(3.8) i warunkach
brzegowych (3.9)-(3.11) pominaé funkecje trygonometryczue.
Problem brzegowy (3.5)-(3.11) wygodnie bedzie przedstawi¢ w réwnowaZnej
postaci ukladu réwnan liniowych pierwszego rzedu z liniowymnd warunkami brzego-
wymi., W tym celu dokonajmy podstawienia

yi(=p:(),  yaB)=02(r), Ya(r)=g; (),

(3.12) dovr ‘o,
va®=p. (), ys()= wdr()’ yﬁ(r)=_i;ﬁ(_r)’

Uktad réwnan (3.5)-(3.8) przyjmuje teraz postad

‘J’l ) a1 (1) a2(r) ... ai6(r) -Jf'l ()
d . .
3.13 _ : e : ,
(3.13) ol B .
Vs (f) a5 (1) ez (7) ... ags(r) Ye(r)

gdzie a;; (r) sg funkcjami parameirédw materialowych i geometrycznych ciala B

(m.in. 1). Z kolei podstawiajac (3.12) do (3.9)-(3.11) otrzymujemy

ﬁil‘(")yi(")=0 dla r=ay,a,,

6
i=1
6
(3.14) D BEOn(=0 da r=a,a,
i=1
3
2 By (r)=0 dla r=a,4a,,
i=1
gdzie B (r), B2(r) 1 B3 (r) s funkcjami parametréw geometrycznych i materiatowych

ciala B. Uklad réwnan (3.13) wraz z warunkami brzegowymi (3.14) tworzy jednorodne
zagadnienie brzegowe,
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3.2. Obliczenia numeryczne

Problem istnienia niezerowych rozwigzan zagadnienia brzegowego (3.13) i (3.14)
zostat rozwigzany metodami analizy numerycznej. Algorytm zastosowanej metody
numerycznej jest analogiczny do tego, ktSry opisalismy w p. 2.3; istotne réznice
dotycza tylko iloSci wystepujacych zmiennych. Obliczenia numeryczne zostaly
wykonane na maszynie cyfrowej] ODRA-1204. Program obliczenn pozwalal sporza-~
dzac wykvesy zaleznodci A, od réinych parametréw.

Podobnie jak w p. 2.4 gléwnym celem obliczefi numerycznych byla analiza
zaleznodci odksztalcenia krytycznego 4y, od nieiednorodnodci materiatu. Zalozenia
dotyczace rodzaju materiatu i ukladu ]ednostek sg takie same jak w p. 2. 4 i nie be-
dziemy ich tu powtarzaé.

Aer b Odksziafcente asymetryczne
T =t 0=t d,=1 F,=2

a8

G6

ol solig | &

<n
-

F_o‘r

Rys. 5

. | Unksziateenie asymelryczne
Ak § =1, n=1, 8;=7, It
gal- ;

my{me | |
a Wl & |10
- diq0 |48 |1
00 (40 ) 10 |4

By -

m

a5

o /- __[‘/_‘

aar

o=

Rys. 6

Wyniki obliczen odnoszace si¢ do przypadku $ciskania (A< 1) zostaly przedsia-
wione na wykresach (rys. 5 i 6). Rysunek 5 zawiera rodzine wykreséw przedstawia-
jacych zaleznoéé Ay, od wysokodci rury dla réznych nicjednorodnodel przy ustalonej
Srednicy wewnetrznej i zewnetrznej. Rysunek 6 zawiera rodzine wykreséw przedsta-
wiajacych zalezno§é Ay, od érednicy wewngtrznej rury dla réznych niejednorodnosei
przy ustalonej $rednicy zewngtrznej i wysokoéci rury.
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Opréez obliczed, ktdrych wyniki zostaly przedstawione na wykresach, wykonano
obliczenia dla materialdw okreslonych przez stale m;=100, —10<m,=<10,
n,=10, —1<n, <1, przy d,=2 (mafe niejednorodnodci). Stwierdzono, 7e dla
matych niejednorodnosci wartosei A, nie réznia sig w sposob istotny od odpowied-
nich warto$ci dla materialéw jednorodnych (réznice sa mniejsze niz 0,01). Materia-
fom jednorodnym odpowiadaja krzywe oznaczone a. Wykonane zostaly réwniez
obliczenia dotyczace przypadku rozciggania rury (A>1). W wyniku tych obliczen
nie siwierdzono utraty stateczno$ci w zakresie 1<CA<(2 (zakres zmiennosci para-
metréw materiatowych i geometrycznych jest identyczny z przedstawionym na rys. 5),

Podobnis jak w p. 2.4 przeprowadzono obliczenia dla rury wysokiej (=20,
dy=1, d,=2), Wyniki obliczeri zawiera ponizsza tablica:

y i, ny Hay Age

100 0 10 4] 0,98
100 20 10 2 0,96
100 --20 10 —2 0,96
100 40 10 4 0,96
100 —40 10 —4 0,98
100 60 10 6 0,96

Na podstawie rys. 6 mozemy znaleZé przyblizone wartosci krytycznego odksztal-
cenia dla niejednorodnego walca (por. p. 2.4). Dokonujac odpowiedniego przejécia
granicznego otrzymujemy wartosei krytycznych odksztalcen walca przedstawione
W poniZszej tablicy

my nia iy 7, Are

100 0 10 4] 0,34
100 40 10 4 0,46
100 ~— 4 10 —4 0,52

Wykresy przedstawione na rys. 5i 6 dotycza postaci utraty statecznosci okreélonej
przez p=1, n=1. Przypadek g=1 odpowiada rozwiazaniu problemu Eulera w kla-
sycznej teorii sprezystosci, dlatego tel przeanalizowanie tego przypadku wydaje sie
najbardziej celowe. Przyjecie wartoéci n=1 nie zmniejsza ogdlnosci rozwazati, gdyz

A B
' UdksHafcenie asymeiryczne
X : =1, G=1, dp=2, I=10
25 =100, 1my=0, 1,=10, iy =0
x
| x
x
s x
X
_ b %
x x
a4
] t 1 ! I 1 t | L ]
g 0 on
Rys, 7
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identycznie z tym, co pokazaliSmy w-p. 2.4 mozemy za pomocg zamiany zmiennych
znalezé krytyczne odksztalcenia odpowiadajace innym wartodciom »n. Przykladowy
wykres zaleznodcl A, od n przy ustalonych parametrach geometrycznych i materia-
lowych zawiera rys. 7. Funkcja Ay, (1) jest malejgca, a wigc maksymalna wartosé
Age jest réwna A, (1). Inaczei mowiac w zakresie odksztalced A> Ay, (1) rura jest
stateczna. Latwo zauwazy¢ analizuigc wykresy na rys. 5, ze podobny charalkter beda
mialy funkeje A (n) dla innych wartosci parametréw geometrycznych i materiato-
wych. Wynika stad, ze w przypadku asymetryczngj postaci utraty statecznosci naj-
wigksze] wartodci - krytyczne] odksztalcenia odpowiada n=1.

4. ZAKONCZENIE

Zestawiajac wyniki uzyskane w niniejszej pracy mozemy sformulowaé naste-
pujace wnioski: ‘

1) dla malych niejednorodnodei (w sensie okrelonym w p. 2.4} wartodei krytyce-
nego odksztalcenia rury nie réznig si¢ w sposdb istotny. od odpowiednich wartosci
dla materialéw jednorodnych;

2) nie stwierdzono utraty statecznodcl w przypadku rozeiggania rury w zakresie
1<A<2;

3) rura wysoka ([/d,>5) traci statecznoéé blisko stanu nieodksztalconego
(0,9 <Ay, < 1);

4} w przypadku symetrycznej postaci uiraty statecznofci rury wartodcl g,
najblizszej | moga odpowiadad rdzne wartoscl n zalesnie od wartoéci parametréw
materiatowych 1 geometrycznych; dla =0 nie ma utraty statecznosci;

5) w przypadku asymetryczne} postaci utraty statecznosci rury warto§ei g,
najblizszej 1 odpowiada warto$é n=1.

Powyzsze wnioski dotycza materialéw nigjednorodnych okreSlonych wzorem
(1.32). Wobec braku jakichkolwiek wynikéw dotyczacych statecznosci materialéw
z nigjednorodnoscia ciagly rozpatrzenie nicjednorodnoéci okreslonej przez funkcje
limiowa wydawato si¢ najbardziej celowe. Przyjecie lunkcji W w postaci (1.32) znacz-
nie upraszcza obliczenia, a ponadto moze byé traktowane jako pierwsze (liniowe)
przyblizenie bardziej skomplikowanych niejednorodnoéci. Niemniej nalezy stwier-
dzié, ze dla uzyskania petniejszego obrazu zachowania sic materiatéw niejednorod-
nych konieczne jest rozpatizenie innych rodzajéw niejednorodnodci, a takze
uwzglednienie szerszego zakresu zmiennodci parametrdéw geometrycznych, Metoda
poszukiwania odksztaleefi kryt,ycznych przedstawiona w niniejszej pracy rokuje
tu pewne nadzwje gdyz (przynajmnlej teoretycznie) nie stawia zadnych ograniczen
dla postaci potencjalu sprezystego.
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Pe3ome

YCTOUYMBOCTh HEOAHOPOIHOM TOJICTOCTEHHOM TPYERI, ITOJIBEPKEHHO L
KOHEYHBIM TEGOPMALAM

Pemmena samaua of ycTOMYEBOCTE TONCTOCTEHHOH HeOAHOPOAHON TpYOH, DOABEpMKEHHOM
KOHEUHEIM JiepopmaumsM, Ha OCHOBC KHWHETHYECKOTO KDHTEPUs IOTEPH YCTOHYMBOCTH BHIBO-
AATCSl ¥paBHEHHA PABHOBECHS HEQAHOPOHHOTO TEJA ¢ OCeBOH cmmmerpucii, [{amee, samaza o
KPETHYECKHX Ne(OpPMAlAIX CBOMATCA K THHSHHOM CAMOCOIIPMKSHAOH KpacBoil 3axadqe, KoTopas
PeImACTCH MHCIEHHEIM FyTeM. BHOIONHEH avanu3 YCIOBHl MOTepH YCTONYHBOCTH B BABHCHMOCTH
OT PA3THYNBIX TEOMETPHUECKUX ¥ MATEPHANBHBEIX TAPAMETPOB.

SUMMARY

STABILITY OF A NONHOMOGENEOUS, THICK-WALLED TUBE SUBJECT TO FINITE.
DEFORMATION

On the basis of the kinetic criterion of instability, the equation of equilibrium of a nonhomo-
geieous, axially symmetric body has been derived, The problem of determination of the critical
strains is then reduced to a linear, self-adjoint boundary value problem which is solved numerically.
The conditions of stability loss are analyzed, depending on various geometric and material
parameters of the body.
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