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FUNKCIE NAPREZEN W TEORII POWLOK SIATKOWYCH
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WYKAZ OZNACZEN

kartezjaniski uktad wspolrzednych prostokatnych parametryzuiacy
przestrzed, w ktorej znajduje sig powloka,

uklad wspélrzednych krzywoliniowych parametryzujacy powierzchnig
podstawowa n powloki,

skladowe welktora wodzacego punktéw powierzehni m,

skfadowe wektora jednostkowego, normalnego do =,

sktadowe pierwszego tensora podstawowego powierzchni x,
skladowe drugiego tensora podstawowego powierzchni =,

skladowe dwuwektora Ricciego powierzchni =,

symbole Christoffela drugiego rodzaju powierzchni =,

symbole Ricciego,

‘symbole Kroneckera.

przebiegaja ciag 1,2, 3, wskasniki K, L, M, N, ... ciag

1,2. Pochoc_inq czastkowa oznaczono przecinkiem, pochodng kowariantng pionowa
kreska. Stosowana jest konwencja sumacyjna.

WSTEP

Czesto w przypadkach, w ktdrych diwigary powierzchniowe obciaZone sa
tylko wzdhuz brzegdw, warto jako podstawowe niewiadome przyja¢ nie skladowe
stanu przemieszezenia lecz Tunkcje naprezen. '

- W tej pracy oméwiono funkeje naprezen w teorii dZzwigaréw siatkowych, ktérych

modelem obliczeniowym jest dwuwymiarowy widknisty oérodek Cosseratow.
Przedstawione zwiazki moga byé wykorzystywane przy rozwiazywaniu zagadnien
statyki siatkowych ustrojéw noénych,

1. FUNKCJE NAPREZEI(I

Jednorodne: réwnania réwnowagt, rozpatrywanych w tej pracy powlok siatko-

wych, maja postaé [2]
PMle— by p* =0,

(L1)

PK[;{+bKL prE=0,
mKNIK"_bg mE eV p¥=0

?

| g +bgr mE+egy pF=0,
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gdzie p*¥ i p¥ 53 skladowymi tensora i wektora naprezenia, a m*Y i m® skladowymi
tensora 1 wektora napreZenia momentowego.
Réwnania (1.1) przeksztalcimy tak, aby mozna bylo fatwo wprowadzi¢ funkcje
naprezen, '
" Biorgc pod uwage, ze
{M } (]/E)K

=—— a=deta
» KL »
MK i/a
Nk ok ol
eLi V=", ';\"/l,L Wk, €L W NTE Y wr o,

oraz korzystajac ze wzoréw Weingartena-Gaussa, otrzymujemy nastepujgce rowna-
nia réwnowagi:

(1.2) ek~ 9"1((.1.2_0,

eKL (SIV‘(, L+Ek[m Q}g WI,L) =0 »
gdzie
(1.3) Q’;‘; =e g '™ Wk,M+eMKPM v,

k.. LM ok M k-
Sy=erg M W' yeyg T VEL

Nalezy zaznaczyé, ze wielkoscl g% 1 s% nie s3 sktadowymi tensoréw napreZzenia
i naprezenia momentowego Pioli-Kirchhoffa, poniewaz w réwnaniach (1.2) nie
wystepuja dywergencie tych wielkodci. Sg to skiadowe pewnych obiekiéw napreze-
nia i hipernaprezenia przyjetych po to, aby mozna bylo tatwo wprowadzi¢ funkcje
naprezed, ‘

Istotnie, jezeli wyrazimy wielkosci g% 1 5§ przez sze$¢ dowolnych funkcji % i r*
W nastepujacy sposob:

4x=1"x,

4 i t
S[(:rk,K—I_s Im m W,K,

(L.4)

to tatwo sprawdzié, e réwnania (1.2) beda spetnione tozsamoéciowo. Zatem funkcie
t* i r* mozna nazwa¢ funkcjami naprgzen.

Podstawiajgc wyrazenia (1.4) do (1.3) 1 wykonujac odpowiednic przeksztalcenia
otrzymujemy

KL _ KN ML K ]
=™ gt oy 1w W s

P
k 1
PK=€KN5kxf NV,
KN L k 4 I
mkl=e a™ 5“(." ,N+5 mn " V/m, N) YoM

mK:eKN 6kl (]‘k’ N+3kmn P Wm’ N) ])I i

(1.5)

Wzory (1.5) sa zwigzkami miedzy dwunastoma skladowymi stanu napreZenia
a szefcioma funkejami naprezef.

Jak wynika z (1.3) i (1.4) funkcje #* 1 r* sg sktadowymi, w ukladzie {z*}, dwéch
funkeji wektorowych, Dokonujac rozkladow tych funkeji w bazie okreslonej wekto-
rami o sktadowych w* ,,y* ,,v* otrzymamy réZne uklady funkcji vaprezer.
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Przyimujac na przykiad
tF= g% y* o+,
PR Y
i podstawiajac do (1.5), otrzymujemy
pEE=e N (o" [y —bL 1),
o= (gl bw 9",
il =" (A y— by pt+e"y 1),

) mK =gk (ly+boy Ai-Feyy, -y,

(1.6)

Wzory podobne do tego szczegdlnego przypadku otrzymano na innej drodze, wy-
korzystujac analogi¢ statyczno-geometryczng, w pracy [9].

Funkeje ¢%, A%, »,  maja to samo znaczenie, co funkcje naprezed w klasycznej
teorii powlok Kirchhoffa-Love’a, wprowadzone w pracach [5 i 6] oraz omawiane
migdzy innymi w pracach [7 i 8].

Inny ukiad funkcji napr¢zen otrzymamy przyimujac

th=a"" Bl ¥
r"=aKLoclL Wk,K+#vfr R

W tym przypadku zwigzki migdzy skladowymi stanu naprezenia a funkcjami napre-
7efl maja postad
PEE=e"N (@™ By — bim,
pr=e™ (’ﬂN‘f‘b%I Blar) s

mRT = KN (LM

(1.7)
oy — 1%‘#+GLN 1,

mE =N (uly-F ¥ ol +ex™ Bly).

Mamy teraz tylko cztery funkcje naprezen o, f, #, . 'Dysponujacc wzorami (1.5)
nietrudno wyprowadzi¢ szereg innych zwigzkéw miedzy sldadowymi stanu napre-
zenia a funkcjami naprezen. Na przyklad przyjmujac

=B Bl e b,
#* = FJEL &!L WR,K+ﬂvk

(gdzie E*L i H*- g3 skladowymi dowolnych tensoréw powierzchni 7), ofrzymamy
roZne zwiazki dla rézoych E** i HEL,

Rozwazmy z kolei postaé zwiazkéw (L. 7) dla teorii asymptotycznych powlok
siatkowych.
W teorii niepolarnej zachodza réwnosdci

(1.8) mc=0.
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Réwnania (1.8) pozwalaig wyrazié funkcie f, przez funkcje o 1 g, co prowad21 do
WZOrow
prh=etN M (=02l )] e By

(1.9) P KN gl oY e b (DR aly) s
KL = gkl (aLM ttlagn — by ey ).

A zatem w teorii niepolarne] moZna dzlesn:c skladowych stanu naprgzenia wyrazié
przez trzy funkcje naprezen.

Druga teorig asymptotyczng jest teoria skrgpowanych obrotow, dla ktorej
poprawne pozostaja zwiazki (1.7). W teorii wykorzystujacej zaréwno zaloZenia
teorii niepolarnej, jak i teorii skrgpowanych obrotdw, poprawne sa zwiazki (1.9).

2. NIEKTORE PRZYPADKI SZCZEGOLNE

Szczegélnymi przypadkami i)ow}ok siatkowych sg, migdzy innymi, kratownice
powierzchniowe, dla ktérych jednorodne réwnania réwnowagi sprowadzaja sig do
postaci

@.1) PENe=0, b, pFE=0,

W tym przypadku
pE=0.

Zatem zakladajac, ze krzywizna Gaussa K powierzchni n jest rézna od zera, mozna,
korzystajac z (1.9),, wyrazié samy puly -+ o|y przez funkcje #ls, co prowadzi do
wzorlu

(2.2) PRE= N ebM (K1 &P by p niln)lw— e by 7

Tak wigc cztery skladowe stanu naprezenia p¥* mozna w.tym przypadku wyrazic
przez jedng funkcje naprezen #.

Tensor sztywnoéci spregystej kratownic powierzchniowych jest symetryczny
wzgledem wszystkich wskaznikéw, skad tez zachodzi rowno$¢

2.3) : exr pPFE=0.
Podstawiajac (2.2) do (2.3) otrzynlﬁjemy jedno réwnanie rownowazne ukladowi (2.1)
(@4 ¢t MY (K= by 7110w = =0

Réwnanie podobne do (2.4) zostaio przedstawmne W pracy [7] dla bionowej teorii
powlok. :

Inne szezegdlne przypadlq uzyskamy, gdy dzw1gar siatkowy o wezltach sztywnych
ksztaltowany bedzie na plaszczyznie. Mozna wiedy rozpatrywaé oddzielnie dwa
zagadnienia: tarczowe oraz plytowe. Dla zagadnienia tarczowego na podstaw;e (1.6)
otrzymujemy I

2.5) pEE=e"N ptiy, mE=e ¥ (ply+eny, ¢™) .
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Rugujge z (2.5), funkcje ¢ i podstawiajac do (2.5), znajdujemy
(26) ‘ pKL__'_eKM et #iNM__eKM mL|M

W prostokatnym kartezjaniskim ulladzie wspoirzgdnych zwigzeld (2.6) ma postad

KM LN

KL__ L
P & e — &M mb

Ten szczegdlny przypadek  zostal szeroko omdwiony w -monografii [2].
Przyjmujac
mi =5t &y,
otrzymujemy

KL __ KM LN KM SLN .
prl=g"M MV o — ™M O L

Zagadnienia tarczowe rozwazanyeh diwigaréw sa rownowaizne zagadnieniom
plaskiego stanu naprezenia w teoril niesymetrycznej sprezystodci, stad tez w tym
przypadku funkcje ¢ i € wykazuja pelng analogie do funkeji naprezen wprowadzo-
nych w pracach [3 1 4] i omawianych takZe w monografii [11. Dla zagadnienia plyto-
wego na podstawie (1.6) otrzymujemy

@n pr=eMyly,  mE=et AMy+att g

Wzory (2.7) moga byé uzyteczne przy rozwigzywaniu zagadnien plyt siatkowych
obciazonych tytko wzdluz krawedzi
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PesmomMe
OVHKIWW HAIIPAXEHWNT B TEOPUM CETYATHIX OBOJIOYEK

B paboTe paccMOTPCHEI QYHKIHY HAMPSKEHHd B TCOPHH CETYATHIX HECYMIEX 0OonOvex, fmt
KOTOPBIX PACcueTHOH MOENEIO ABAAETCH JBYMEpHAsS BONOKUHCTAS cpefa Koccepa. B wacTHOCTH,
PACCMOTPEHE! Y HKITHY HAIDMKSHMH [T HENONAPHON Teopys 060I0UeK, AT JABYXMEPHEIX (epM,
4 TAKKe [ CETUATHIX IUIHT M III&CTHH.

TIpecTaBACHHBES COOTHODICHHES MOTYT HaMTH OpRAMEHEHWE IpO pPellleHKH 33734 CTATHKH Io-
BEPXHOCTHBIX CETUATHIX HECYIERX COODYIKEHMH,
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SUMMARY
STRESS FUNCTIONS IN THE THEORY OF LATTICE SHELLS__

In the paper are considered the stress functions used in the theory of surface lattice sirnctures:
which may be modelled by a two-dimensional, fibrous Cosserat medium. Stress functions of the
non-polar shell theory are discussed in particular, i.e., in the theory of surface trusses and lattice
p]ates The relations derived may be used in solving the problems (formulated in stresses) of statics.
of Tattice surface structure.

POLTTECHNIKA SLASKA W GLIWICACH
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