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PRZEPLYW GAZU ROZRZEDZONEGO
MIEDZY ROWNOLEGEYMI SCIANKAMI

MARIAN GRUDNICKI (WARSZAWA)

WYKAZ OZNACZEN

f funkcja rozitadu melckud,
F*, /= funkcja rozkladu molekul dla predkosei posiadajacych skladowa £,
odpowiednio dodatnia lub ujemna, :

732
4 3

)
foo  =row (RO exp {—1/0Q% &2}, rozklad absolutnie maxwellowski,

@ funkcia zaburzajaca, rozkiad absclutnie maxweliowski,

S =leo(l+0),

predkosé molekularna,

L
Jfo =i exp {—E(ﬁfv)z}, rozktad lokalnie maxwellowski,

¢ =E/Q, predkoéc molekularna bezwymiarowa,
n  gestosé liczhowa molekul,

no Srednia gestodc liczbowa molekul,

M masa motekularna,

T temperatura gazu,

7 gestodé gazu,

v predkosé srednia gazu,
Py tensor naprezen,

g; sfrumien ciepla,

P cisnienie,

Ty, T» temperatura odpowiednio gornej i dolnej Scianki,

To =32(1+73) temper;atura $rednia,

0 =y,

Q0 = 3KTojm,
Q. = V%1 gm,
0, =)/2%T.m,

14 =V/QU
v o=nfmg—1,
T =T/Ts—1,

w2 predkosé écianki (w oznacza wzgledna predkosc Scianki),

Wy =wiid,,
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d odlegltoéé migdzy Sciankami,
x;  =xfd wspohrzgdna prostopadla do $cianck,
Kn Tliczba Knudsena,

Ang d
- o
A Srednia droga swobodna,

2

A stata réwnania BGK,
%k stala Boltzmanna, )
K(E,, E) Tunkecia 6]121raktcryzujzgca wlasnofci  §cianki | wyrazajaca Drawo
oddzialywania molekut ze $ciankg.

1. Wstgp

Zagadnienie przeplywu gazu rozrzedzonego migdzy réwnoleglymi $ciankami
byle niejednokrotnie rozwazane w literaturze. Niezwykle prosty uktad geomelrycz-
ny pozwala uniknaé wielu trudnos$ci matematycznych, poniewaZ zadanie jest jedno-
wymiarowe. Jednakze ten ukiad geometryczny wprowadza takze pewne osobliwosci,
na skutek czego niektdre mefody, majace zastosowanie w innych zagadnieniach,
84 tutaj nieprzydatne.

Jak pokazemy nizej, w przeplywie swobodnie molekutarnym funkcja rozkladu
czgstek jest na ogdt nieciagla wzgledem predkosci molekularne], podezas gdy z roz-
" wazai jakosciowych wynika, ze dla dowolnej skoficzonej liczby Knudsena funkcja
ta powinna byé ciggta [1]. Fakt ten jest konsekwencja przyjetego uldadu geometrycz-
nego i na ogdt nie wystgpuje w innych zagadnieniach [1]. Przejicie od funkeji cigglej
do nieciaglej, gdy liczba Knudsena dazy do nieskoniczonodcl, daje podstawy do
przypuszezenia, e funkcja rozkladu dla duzych liczb Knudsena szybko sig zmienia
na malych odleglosciach (w przestrzeni predkosdei molekularnych), co bardzo utrud-
nia aproksymacje.

Druga ujemna cechia takiego uktadu geometrycznego jest niemozliwodé stoso-
wania tzw. iteracji Knudsena lub, co jest réwnowazne, rozwijania funkeji rozkiadu
W szereg wzgledem poleg Knfe, (gdzie Kn jest liczbg Knudsena, a o, skladows
predkosel molekularnej, prostopadia do $cianek). Rozwinigcie takie prowadzi do
wystgpienia rozbieznych calek przy wyznaczanit wyzszych przyblized niz pierwsze
[1115].

Prawie wszystkie prace dotyczace omawianego przeptywu wykorzystujg teorie
liniowa, Ponadto zaklada sig stacjonarno§¢ oraz brak sil masowych,

Istniejy dwa zasadnicze kierunki badania problemu: jeden oparty na zlineary-
zowanym réwnaniu Boltzmanna [1, 6, 7, 8, 9, 101 13] oraz drugi oparty na zlineary-
zowanych rdéwnaniach modelowych [1, 5, 14, 15,20, 21,22 i 26].

Dla rozwiazywania liniowego réwnania Boltzmanna stosowano metody mo- -
mentéw [6, 7, 8 i 9] oraz metode wariacyjng {13], przy czym rozwazano molekuly
maxwellowskie i molekuty, ktorych modelem sy sztywne kule.
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7 réwnan modefowych stosowano przede wszystkim model BGK [1, 5, 14, 15
i 22] oraz sporadycznie model elipsoidalny [34]. Ze wzgledu na duzo prostsze réw-
nania rozwinieto fu wiecej metod rozwiazan: metodg momentdw {1, 14 i 25], wa-
riacyjng [18 i 19], ¢rozwiazan elementarnych» {5 1 22], iteracji réwnania catkowego
[1 i 15], rozkiadu na szeregi potggowe wzgledem poteg liczby Knudsena [1 1 15]
oraz metode dyskretnych wspohrzednych [34],

Poniewz rownanie Boltzmanna, zardwno w przypadku liniowym jak i ogolnym,
jest réwnaniem rézniczkowo-catkowym, prezeto nalezy sformulowad warunki po-
czatkowe i brzegowe, W przypadku zagadnien stacjonarnych wystarczg oczywiscie
tylko warunki brzegowe.

We wszystkich omawianych pracach przyjmowano warunki brzegowe Maxwella
polegajace na tym, Ze czgs¢ molekul odbitych od Scianki ma rozklad Maxwella
z temperatura scianki (odbicie dyfuzyine), a ¢7g$¢ odbija si¢ w sposdb zwierciadiany.
Sy to warunki mikroskopowe (na funkcje rozktadu). W zwiazlku z tym, ze w rozkia-
dzie Maxwella wystepuja nieznane parémetr_y, potrzebne sg jeszeze dodatkowe
warunki, Zazwyczaj naklada sie je na wielkodei hydrodynamiczne (warunki makro-
skopowe). W omawianych pracach przyimowana, Ze érednia predkod¢ gazu na
Sciance w kierunku normalnym jest réwna zeru oraz Zc dana jest $rednia pestodé
liczbowa. Jezeli zagadnienie opisane jest zlinearyzowanym réwnaniem BGK z wa-
runkami dyfuzyjnymi, to mozZna pokazac {np. metody iteracji [15]), Ze istnigje
jednoznaczne rozwigzanie, :

Zagadnieniem istnienia i jednoznacznoSci rozwiazania liniowego rdéwnania
Boltzmanna w danym przypadku zajmowal sie GuiraUD [2 i 33]. Przyjmujac dy-
fuzyjne warunki brzegowe udowodnil on, Z¢ istnieje jednoznaczne rozwigzanie
problemu. Jednakze dowdd ten jest o wiele bardziej skomplikowany niz w przypadku
réwnania BGK i nie bedziemy go przytaczaé.

Przypadek nieliniowy i niestacjonarny jest dotychezas malo zbadany. Brak jest
zaréwno dowoddw istnienia i jednoznacznodci rozwigzania nieliniowego réwnania,
jak tez efektywnych przyblizonych metod rozwigzania. Stosowano tu jedynie metody
momentowe [1 i 257 oraz metody numeryczne [1 1 3]. Przypadek niestacjonarny
rozwazany byl tylko metoda Monte Carlo [4].

Ponizej zajmowaé sie bedziemy tylko przeplywem stacjonarnym w ujeciu li-
niowym.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Przyjmuijemy nastepujace zatozenia: 1) gaz rozrzedzony znajduje sig miedzy
réwnolegtymi nieskonczonymi $ciankami, 2) na gaz nic oddziatlywuja zewngtrzne
sily masowe, 3) liczba molekut gazu przypadajaca na jednostke pola powierzchni
écianki jest stala, 4) scianki sa nieprzenikliwe, jednorodne i maja staly temperaturg:

L
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odpowiednio gérna 7, a dolna 75, 5) obieramy uktad wspéhzednych (rys. D
w taki sposéb, aby $cianki poruszaly si¢ w przeciwnych kierunkach ze staltymi
predkosciami: gérna w/2, a dolna —w/2, 6) odle-

djEf E{é’_ gloéé mi@dlzy nimi wynosi .
0§ x jest skierowana prostopadle do Scianek,
L__, 0% z réwnolegle do ich ruchu. Skiadowe predkosei
A ) z molekularnej § w kierunkach osi y, x, z oznaczamy
odpowiednio przez &, ¢, &, Réwnania plaszczyzn
" idealizujgeych $cianke gérng i dolng s nastgpujace:
Rys, 1 x=df2, x=—df2. Zakladamy réwniez, 7e prawoc od-

bicia molekut od §cianki nie zalezy od czasu.
Przy powyzszych zaloZeniach mamy do czynienia z zagadnieniem jednowymia-
rowym stacjonaraym.
Ogdlnie przeptyw opisany jest za pomocy funkcji /=1 (x, §) rozktadu predkosci
czasteczek, spetniajace] réwnanie Boltzmanna [T1i35]:

aF ,
@.1) bego= [ U= Fulebab dsd,

oraz warunki brzegowe
g 4
ey rrFgazeca)= [ oprlE Son ke,
"o

gdzie £, /15 f', f1 oznaczajy funkcje rozkladu molekul o predkodciach €, 8, ; £/, E;
odpowiednio przed i po zderzeniv, g=[€—§,|, b, ¢ parametry geometryczne zde-
rzenia molekul, X (£, &) fun'kch okreslajaca wlasnosci écianek i wyraZajgcyg prawo
oddzialywania molekut ze $ciankg oraz f*, f~ funkcje rozkladu molekut ze sktadows
&, predkosci molekularnej odpowiednio dodatnig i ujemna.

Ze wzgledu na duzg ztozonosé prawej czedei réwnania (2.1) czesto zastepuje sie
j& réwnaniem modelowym, w ktérym, mimo wystepowania o wiele silniejszych
nieliniowodéci, struktura prawej strony jest duzo prostsza. Réwnanie modelowe
BGK [1], opisuiace nasze zagadnienie, ma postad

af
(2.3) & gy =Anto—1),

gdzie n oznacza gestodd liczbowa, f, funkcje lokalnie maxwellowska oraz A stata.
Warunki brzegowe dla réwnania modelowego sa takie same jak dla réwnania
Bolizmanna, tzn. sg okreslone wzorem (2.2).
Wielkosci hydrodynamiczne wyraZaja si¢ za pomocq funkeji rozkladu naste-
pujaco [l, str, 32]:
(2.4) gestosc

p=mn=m fde ,
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{2.4) predkosé Srednia
[e.d.]

1 .
=, | ere,
tensor naprezefi

| Pij=mf C,C, fdE,
strumieni ciepla :

i)
=5 [ craura,
ciénienie
1
p z?(Pn‘["Pzz‘l‘Paa),

temperatura

2 fmC’* y
3k ) 2 fg’.

gdzie C=§-—v, C=[C|, m oznacza masg molekularnq, n= f FdE oznacza gestosé
liczbowg molekut oraz k& stala Bollzmanna.

Zatozenie nieprzenikliwo$ci Scianek oznacza, Ze skltadowa v, predkosel srednigj
jest na Sciankach réwna zeru, a wigc zgodnie ze wzorami (2.4) mozna je przedstawic
nastepujaco:

@.5) f@d?ijyb=f@4¥ijya
E<0 2 © g0 2
Srednia gestosé liczbowa molekut
| o
(2.6) no=— fn(x)dx.
—d,'2

Warunek (2.2) jest bardzo ogélny i w konkretnych zagadnieniach nalezy go
dokladniej sprecyzowac. Zwykle osiaga si¢ to przez przyjecie takiej postaci K &, &),
aby otrzymaé funkcje /= (Td/2, &, &, £,), gdzie £,50, zalezng od pewnej ilosci
parametréw. Parametry te wyznacza sic z tzw. warunkow makroskopowych tzn,
naktadanych na wielkoéci hydrodynamiczne.

W omawianych pracach przyjmowane byly warunki brzegowe Maxwella [, str.
82]. W tym. zaloZeniu

o 1= 2
@7 .majha—mame@—u@mrgﬁimﬂfzaﬁigﬁ}@m,

gdzie w/2 oznacza wektor predkosel géraej Scianki, ¢ delte Diraca, n wektor normal-
ny do $cianki, Q_ =]/2kT1/m oraz £, = VZkT,_/m .

Rozprawy Inzynierskie — 5
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Wstawiaiac (2.7) do (2.2) otrzymujemy
d d
(28) fi ¢7;€x5(§y:éz :(i_“t)fq: $._2_9—£xa§y,€z +

732 { 1 wi?
+ - I _ .
+urn (ﬂ_Qi)a exp -Qj: (g i 2 ) }9 5}:7& 0-

Jak widaé czgéd w liczbie o, molekut odbija sig dyfuzyjnie, a pozostata czedé (1 —e,)
W sposob zwierciadlany. Symbol nt oznacza parametry wystepujace w rozkladzie
absolutnie maxwellowskim i odpowiadajace podwojonej gestosci liczbowej molekut
odbitych odpowiednio od dolnej i gérnej Scianki.

W dalszych rozwazaniach niekiedy wygodniej bedzie w rownanie Boltzmanna
wprowadzi¢ zmienne bezwymiarowe.

Przyjmijmy

1, :
TOZE(T1+T2) 5
niech ¢ oznacza dlugosé charakterystycznag, QonZkT;E charakterystyczna pred-
kosé oraz ny/Q* charakierystyczng wartoéé funkeji rozkladu. Pozostale wielkosci

charakterystyczne nie sa wprowadzane w sposéb wyrazny, ale moZzemy okresli¢
Je tak, jak sic to robi w ogdlnej teorii [l,str. 88]. Calka

1 N
G=- [ E—Eulf/; dEdEs

oznacza charakterysiyczna predko$é wzgledna, a R charakterystyczny wymiar
zderzenia molekut, Wielko$ci bezwymiarowe sg nastepujace:

X ¢ /no
e . T o v
Xt =, ¢ o, fE=f Q2
b g £
& = oo
_b e &7 gr=

Wprowadimy jeszcze dwie wielkoéci: $rednig droge swobodng
20
T mR%n, G

oraz liczbe Knudsena
2 A

Ko = onGd 4

W zmiennych bezwymiarowych réwnanie (2.1) moZna napisa¢ w postaci

2.9) & ors __Lf(fr*f’*_f*f*) #hE Jb* de¥ dﬁ*
. “Kn 1 1 g 12

* dx*
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a réwnanie (2.3) w postaci

L OFF .
(2.10) é; Jx* :O(n*(fg_f*)s
gdzie .
MAnod n
o = a, n —Z.

Jak wida¢ liczba o jest odwrotnie proporcjonalna do liczby Knudsena.

3. PRZEPLYW SWOBODNIE MOLEKULARNY

Jezeli liczba Knudsena dazy do nieskoniczonosei, to mozna pominaé w réwnaniu
Boltzmanna wyraz opisujacy zderzenia czasteczek migdzy soba, tzn. mozna przyjaé,
Ze prawa strona jest zerem. Roéwnanie Boltzmanna ma woéwczas postac

ar
(3.1) 5o=0,

czyli funkcja rozkiadu jest stala w calym przeplywie (nie zalezy od wspdlrzedrdych
przestrzennych). Korzystajac z warunkdw (2.8) i réwnania (3.1) dostajemy wzdr na f:

[ —e, w32 T 1 w2
(32) f+ (x g §x< O)M 7 o, (R'Qq:)s s X p{ ‘Q'zr {éi+f§+(€z ?E“) ]}“Jr‘
1 w3pt

W 2
+ 2"'051: (R'Q:I:)a EXp {éx+éy ‘E‘(éz i ?) }

Rownanie (2.5) daje w tym przypadku zwigzek

(3.3) nmQ2_=nt8,.
Wstawiajac (3.2) do (2.4) otrzymujemy [1]
1
n=y (n*t4+n),

w n-—nt w ]/171—1/?2

TR e T Yy T
— mw? VT.1,
VILT, + 5 VT, +VT,)
(3.4)
B 20, mw . .
P = 2= H/";;n Q,., Pu=P,=P,=0,
o, fi s Uy ]/Tz I/Ti
= = [t Q2 (2% -0+ R
q 2—a, 2]/TI [n + I )| 2—_0% l/ I/Tz ; ]/—-

q,=0,
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Ze wzoréw (3.3) i (3.4) wynika, ze n*=2n_}Q_+,) i wszystkie wyraZenia,
gdzie wystepuje ¥, mozemy przedstawié za pomocg n lub #,, gdyz w przypadku
swobodnie molekularnym #g=r.

Ze wzoru (3.2) wynika, ze lim f= lim f wtedy, gdy «,=0lub gdy T, =7, oraz

w20 X0t

w=0, tzn. gdy molekuly odbijajq sig i’v sposdb dyfuzyjny lub w przypadku stanu
‘réwnowagi, Oznacza to, Ze na ogol funkcja rozldadu nie jest ciagla wzgledem pred-
kosci molekularnej.

Podobnie z (3.4), ; wnioskujemy, Ze temperatura i predkosé gazu przy Sclance
sa W ogélnym przypadku rézne od predkosci temperatury fcianki oraz Ze zadna
z wielkoSci hydrodynamicznych nie zalezy od odleglosci migdzy $ciankami.

4, LINEARYZACIA ROWNAR (2.1) 1 (2.3)

Poniezj bedziemy przyjmowaé, ze funkcja rozkiadu f ma postad
4.1) J=foo (1+e),

adzie fy, jest funkcja absolutnie maxwellowskq:
1
7
of
Joo =nom e )

3/2 - £2

a ¢ bezwymiarowa funkcja zaburzajaca. ‘
Rozwazmy najpierw réwnanie (2.1) [} 1 5]. Zatézmy, Ze ¢ jest male w stosunku

do jednosci w sensie normy w przestrzeni Hilberta z nastgpujgeym iloczynem ska-

larnym:

4.2) (F, )= [ foo FGAE.

Wéwezas wstawiajac (4.1) do réwnania (2.1) 1 uwzgledniajac, Zze funkeja foo spetnia

réwnanie Boltzmanna oraz pomijajgc wyrazy, w ktérych ¢ wystepuje w drugie]

potedze, otrzymamy [1 i 5§: :

g ,
“.3) 5= @0 =0 0) foor gbdbdedE, .

Poniewaz n, i T, sa odpowiednio ggstoscia liczbowa i temperaturg odpowiadajaca
funkcii fo, Wiee gestosé liczbowa i temperaturg gazu moZna przedstawié naste-
pujgco:

(44) n=Hg (I+V) 3 T= TO (1 ‘I“T) ]

gdzie
1 | 2 omE
@ ve=7 [fopds, = g [ 5 foo0dZ-v().

Srednia predkosé w kierunku z wynosi

1
(4.6) 0= o f oo & pdE..
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Linearyzacj¢ réwnania (2.3) przeprowadzano w sposéb nastepujacy [1 i 14]:
Zakladamy, Z¢ |p[<1. Wynika stad (przy wykorzystaniu wzordw (4.5) i (4.6)),
ze v (x), T (x) oraz u,=v,/Q, sg duzo mniejsze od jednosci. (W pracy [5] przeprowa-
dzono rozwazania, ktdre pokazuja, Ze wielkosci te muszg by¢ duzo mniejsze od
jednoéci takze w przypadku, gdy ¢ jest mafe w sensie normy w przestrzeni Hilberta,
okreSlongj wyzej).

Wygodniej jest tu przej$¢ do zmiennych bezwymiarowych. Przyjmijmy oznaczenia

E*=C=Qi0’ x¥=x, =%;~,
Jezeli funkcje lokalnie maxwellowska f;; roziozymy w szereg wzgledem poteg v, T, u,
i wstawimy do réwnania (2.10), a nastepnie odrzucimy wszystkie wyrazy zawierajace
potegi wyZsze niz pierwsza lub iloczyn wielkosci v, 7, u,, ¢, to otrzymamy

o 29

3
(4.7 % ox, o PHvR2eut (cz——?_“) T.

Dila obu réwnan (4.3) i (4.7) przyjmiemy takie same warunki brzegowé\, okregione
wzorem (2.8). Mozemy przeprowadzi¢ linearyzacje warunkéw podobnie jak lineary-
zacje réwnania (2.3). Otrzymamy wéwcezas w zmiennych bezwymiarowych wyrazZenie

1
(48) {01 ($ ?5 Cx 2 0, Cys Cz)=m; [vi F Wy et (62_%) Ti]+

1
“5‘(1—0{:){9;(? 37 T Cxs Gy c,),

gdzie analogicznie do wzordw (4.4)
nt=n(14v), T,=T,(1+1%),

Ty=To(1+77), W1=Ewo“.

Uwagt krytyczne. Analizujac powyisze postgpowanie mosemy zauwazyé kilka
faktéw, kidre na ogdt nie sa w omawianych pracach podkreslane, Z matematycznego
punktu widzenia linearyzacja réwnania Bolizmanna i réwnan modelowych rézni sie
do§¢ istotnie. W réwnaniu Boltzmanna pomijamy wyrazy zawicrajace w wyzszych niz
pierwsza potegach funkcje zaburzajgca p. Poniewaz wyrazy takie wystgpuja jedynie
po prawej stronie réwnania, wigc sg calkami z funkcja wagowa e—<*. W zwigzku
z tym dla poprawnosci linearyzacji wystarczy, aby te catki byly mniejsze od jednoéci-,
podezas gdy sama funkcja ¢ moze przyjmowad wartosdel dowolne, Takie same uwagi
stosuja si¢ do warunkéw brzegowych, gdyz dla x=+1/2 funkcja ¢ przechodz1
w funkcje opisujaca te warunki,

W réwnanin BGK sytuacja jest odmienna, gdyz tutaj wystepuje linearyzacia
funkeji wykladuiczej, mnoZonej przez funkejg wymierng. Taka linearyzacja nie moze
by¢ poprawna w calym zakresie predkosci molekularnych. Rzeczywidcie, rozézmy
funkcje

m 3/2 m
9 Jo=r(1+1) anTO(l—[—r)] eXp{zcho(1+¢) (5_”2)}
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wzgledem poteg v, 7, 4,:
3
@.10) fo=foo [1+v+2uz cz+(c2— 7) (b Ui ]

i rozwaimy np. wyrazy zawierajace kolejne potegi u,, tzn. wyrazy 2u, ¢, i(14e®) ul.
Tloraz u, (1-+¢?){2u, ¢, dazy niejednostajnie wzgledem ¢, do zera, gdy u,~ 0. Zatem
dla duzych wartodci ¢, wyrazy, kiére pomijamy, moga byé wigksze od tych, ktore
zostaja.

Widzimy wiec, ze dla modelu BGK linearyzacja matematycznic nie bedzie
poprawna, nawet jezeli zalozymy, ze-|p|<1.

Linearyzacje taka mozna uzasadni¢ jedynie w ten sposob, Ze przy obhczamu
wielkofci hydrodynamicznych rozpatruje si¢ caiki z funkcii ¢ mnozonej przez e”
Przy tak usrednionych wielkogéciach wyrazy zawierajace wyzsze NiZ pierwsza pot@gl
v, 7, 4, mozna pomingé. Zauwazmy jeszcze, ie warnunki (4.8) spelniaja zaloZenie
o<1, jezeli tylko v¥, wy, 7* sa dostatecznie male wzgledem jednodct i |j |j oznacza
norme w przestrzeni Hilberta, wyznaczona przez iloczyn skalarny, okre§lony przez

~ (4.2); jednakze nie spetniajg one zalozenia |p| <1, ktére przyjmowali$my przy linea-
ryzacii réwnania (2.3).

Widaé¢ stad, ze funkcja rozkladu obliczona ze zlinearyzowanego réwnania
Bolizmanna dobrze przybliza funkcj¢ rozkladu, podczas gdy dla zlinearyzowa-
nego réwnania BGK nie mozna tego matematycznie yzasadnié. Mimo to ze
Zlinearyzowanego réwnania BGK moina ofrzymac wielkogei hydrodynamiczne
poprawne na tyle, na ile poprawny jest sam model.

5. Przepryw COUETTE'A 1 WYMIANA CIEPLA

Liniowe réwnanie, opisujace przeptyw migdzy réwnoleglymi éciankami, mozna
rozlozyé na dwa niezalezne réwnania, opisujace dwa szczegolne przypadki:

a) temperatura gazu i gestosé liczbowa molekut jest stata w catym przeplywie
{przeptyw Couette’a);
b) srednia predko$é gazu w kierunku osi z Jest réwna zeru (wymiana

ciepla).
Pierwszy przypadek otrzymujemy, gdy zalozymy, Ze temperatura na Sciankach
jest jednakowa, a drugi, gdy przyjmiemy, Ze $cianki sg nieruchome. :
Funkcje ¢, opisujaca przeptyw przy ogéinych warunkach brzegowych (tzn.
gdy wystepuje ruch cianek i réznica ich temperatury), otrzymujemy jako sumeg
funkcji opisujacych dwa wyze] wspomniane, szczegolne przypadki.
Przytoczymy krétko dowdd podany w {5] dla réwnania {4.7).
Rozwazmy przestrzet Hilberta fuskeji ¥ (cy, ;) z iloczynem skalarnym

o [ea)

(.1) (F, G)= f f e=%=% Fle,, ¢,) G{cy, ¢5) dey, de, .

— o K
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Zmienne x i ¢, trakiujemy jako parametry. Wektor ¥ (x, ¢) w przestrzeni Hilberta
H mozemy roztozy¢ na dwa wektory: réwnolegly do funkeji (wektora) ¥=¢, oraz
prostopadly do ¥. Otrzymamy wdwczas

3.2) Y(x,0)=c, ¥ (x, c)+Yo(x, ) -
7z warunkiem
(53) (cz’ ¥ (x, C))EO .

Przyjmijmy w (5.2) Y (x, ¢)=¢ (x,, ¢) i wstawmy do réwnania (4.7). Otrzymamy

&6 dpilrie) | e 9pa(oine) _
- _

G4 ox, o ox, = = 01 (X0, €)= @p (X, €} F

+n_3/2 f e—ci-czl 1 (x_l: Cxi) dcl_;_ﬂ-ﬁiilz fre—"-'f P2 (x17 Cl)dc; -}

+2r=32¢, f e~ el pi(xy, chqdde, 2732, f e~ tezy pa(xy, €) dey -+

2 3 3
_I‘? (02“‘?) a3 fczl (C;ll "E) e~ gy (304, €x1) doy+

2 3\ o3y
+§- (c"'“?) w32 f (6’21"““"2_) e~ g, (x4, €1) dey .

Rozklad na wektory réwnolegle i prostopadte do ¥ w przestrzeni H wektora
tozsamodciowo réwnego zeru jest jednoznaczny i daje zerowe wspolezynniki rozkla-
du. Wspdlczymnik przy e, jest funkcja x, i ¢,. Zatem z réwnosci (5.4) przy wykorzysta-
nin (5.3) otrzymujemy

d¢ P
(5‘5) LEJL M: — @ (xl'.l Cx) ﬁ}-n_ilz f e % ?q (xln cxl) dcxl
v dx;

v

oraz

¢ 9pa(xy, €)
66 T 0 [ e, dey

3x1
2 3 3
+~3~—- (02 ﬁ?) n‘sfzf (c:f —7) e~ p,y (x4, € ) dey

e P9, (%1, ¢y)

lub, co jest réwnowaine,

(57) . ? T: — @ (xl, Cx)+2uz(xl)
oraz
¢ gy (%1, €) 3
58 — _;37"_: — 5 (s, OV (x)+ (62“7) T(xy) .

“"Réwnanie (5.5) opisuje przeptyw Couette’a, a réwnanie (5.6) wymiang ciepla.
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6. METODA ITERACH ROWNANIA CAEKOWEGO

Przeglad metod stosowanych do rozwiazania zagadnienia zaczniemy od metody
pozwalajgcej nie tylko w prosty sposdb skonstruowaé rozwigzanie, lecz takze uza-
sadniajacej jego istnienie i jednoznacznosé. Jest to metoda iteracji réwnania catko-
wego (metoda kolejnych przyblizer). W omawianym zagadnieniu stosowana byla
jedynie dla modelu BGK, a &cislej mdwiac do réwnania (5.5) lub (5.7) [1, 15].

Przyjmujemy warunki brzegowe (4.8) z dodatkowymi zatozeniami «,=1 {odbi-
cie dyfuzyine), v+ =1~ =y* =y~ =0, tzn, przyjmijmy

_ 1 —
(6.1) @ (+5 20)=+w1,‘

Réwnanie (5.7) rozwigzujemy formalnie jak réwnanie rézniczkowe zwyczajne
z warnnkami (6.1) (przy zaloZeniu, Ze . jest funkcja x) i otrzymujemy w ten sposéb
réwnanie catkowe

o i
(6-2) ‘Pil: (xg, Cx§0)=¥w1 exp{__c_(xli?)}_i_

X

X1

20 o
+—C— f 1, (5) exp{—"—c‘:(xl—s)}ds.

* F 12

Sth dostajemy réwnanie na u, [15] (catkujac wzgledem ¢ (6.2) pomnoione przez

2]/1:
1/2

| "
63) ey ACEAR I ACERTAOL S

_cz

edzie

e [l ]l

© 2
—c
e

' oo . o o
H,(x, x, s)—]/;-of - {exp[~—c—(x—s)]-exp[——g(qus)]}dc

i mozemy napisaé ogdlny wzdr iteracyjny:

12

69 @PE=He T [ X1, 940 (5) s

Ciag kolejnych przyblized zbudowanych wedtug (6.4) jest zbiezny dla kaZdego «
[15], co wystarcza, zgodnie z teoria réwnan catkowych, do stwierdzenia, ¢ rownanie
(6.3) ma jednoznaczne rozwiazanie, a zatem problem (5.5), (6.1) takze ma jednoznacz-
ne rozwiazanie. Co
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Zupehnie analogicznie me2na, rozwigzac metodq iteracji réwnanie (5.6), przy tym, -
jezeli ehcemy wzig¢ jako warunki zlinearyzowane odbicie dyfuzyjne, to nalezy
przyjaé

(65) ‘ . 603: 1 *.s szoac s Cz zvi “}“ C'?"“‘_" Ti.
2 Y 2

Jezeli cheielibyémy zastosowaé iteracje do réwnania (5.5) bez przechodzenia
do réwnania catkowego, przyjmujac jako zerowe przyblizenic ¢ wartosci swo-
bodnie molekularne’ (iteracja Knudsena), to otrzymamy w pierwszym przyblizeniu

+(1} 7 * L |
@7 ‘=w1 li?;" xliz .
W nastepnych przybiizeniach otrzymuje sie juz rozbieine calki, w zwiazku

z czym metody tej nie mozna uzyé w tym przypadku chociaz mozZe by¢ stosowana
w innych zagadnieniach [1].

7. METODA MOMENTOW

Jedna z najwezesniej stosowanych i najbardziej uniwersalnych metod rozwiazy-
wania réwnania Boltzmanna (lub réwnah modelowych) jest metoda momentéw
[1]. Polega ona na zastapieniu réwnania Boltzmanna vkladem réwnah rézniczko-
wych, w ktorych wystepuja tylko funkcje zaleine od poloZenia i czasu.

Ogding zasadg metody mozna przedstawié nasigpujaco: Przyjmuojemy, ze funkcja
¢ zalezy od pewnej liczby funkcji polozenia i czasu oraz e postaé zaleznosci od
predkosci molekularnej jest znana. Pozwala to wykonaé catkowanie obydwu stron
réwnania Boltzmanna (ewentualnie mnozonych przez znang funkcje predkosci
molekularnej) wzgledem predkosdct molekularnej i otrzymaé w ten sposéb potrzebne
zaleznodci (réwnania momentowe) dla wyznaczenia mezuanych funkcji potozenia
1 czasu, ktére wystgpuja w funkcji zaburzajacej .

Najezeéeie] przyjmuje si¢, Zze funkcja ¢ jest wielomianem (lub nieskoriczonym
szeregiem) wzgledem predkosci molekularngj o wspdlezynnikach zaleznych od
polozenia. Inng postaé przyjmowano tylko w pracy [25], jednakze wowezas kompli-
kuja sig réwnania momentowe i fracimy zasadnicze uproszezenie, jakie wnosi ta
metoda. : _ _

Moment rzedu N funkcji F w przestrzeni of 0kr_es’;lamy w 'nastfgpujqcy sposob:

N
(7.1) M® o= [ ][y tooFix, 0 de,
o k=1

gdzie i, przyimuje wartoécl x, v, z, a A jest calg przestrzenia predkosci molekularnej,
ewentualnie pdtprzestrzenia e, >0 lub ¢, << 0. Jezeli ¢ jest wielomianem (lub szeregient)
wzgledem predkodei molekularnej, to wspdlczynniki zalezne od poloZzenia wyrazajg
si¢ stosunkowo prosto przez momenty funkeji- g, przy czym réwrnania pozwalajgce
znalezé te zaleZnofci (réwnania momentowe) otrzymujemy ze zlinearyzowanego
réwnania Boltzmanna lub réwnania modelowego.
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W ogélnym przypadku zlinearyzowane rownanie -Boltzmanna (réwnanie mo-
delowe) jest réwnowazne nieskofczonemu ukladowi réwnafd momentowych,
gdyz funkcja ¢ moze byé dokladnie przedstawiona za pomocyg szeregu, a nie wiclo-
mianu wzgledem predkosci molekularnej. Dlatego tez wielomian moze ja jedynie
aproksymowac,

W przepltywie migdzy réwnoleglymi Sciankami metoda momentéw stosowana
byla zaréwno dla zlinearyzowanego réwnania Boltzmanna (4.3} [7, 8,9, 10, 121 25,
jak tez dla zlinearyzowanego réwnania BGK (4.7) {1, 14 i 16]. Réznice migdzy pra-
cami poszezegdlnych autoréw polegaja na wyborze roznych funkeji aproksymujacych
oraz sposobie obliczania momentéw catki zderzefi. Rozwazano momenty w calej
przestrzeni predkosci [7, 8, 9 i 10] oraz w polprzestrzeniach ¢, >0, ¢,<0 [7,8 1 9].

Gldéwna trudno$é napisania w jawnej postaci réwnan momentowych, opieraja-
cych si¢ na zlinearyzowanym réwnaniu Boltzmanna, polega na obliczeniu momentéw
catki zderzen (prawej strony réwnania (4.3)). Metody ich analitycznego wyznaczania
dla dowolnego modelu oddziatywah miedzyczasteczkowych podane sa w pracy

. [12]. Dia sztywnych kul prosisza procedure pokazano w pracach {10 i 11]. Wyniki

dotyczace sztywnych kul i molekul Maxwella podajg takie w swoich pracach Gross
i ZIERING [7, 8 i 9]. Rezultaty wyliczen w {10 1 7] nie sq zgodne, przy czym autorzy
[10] twierdza, ze w pracy [7] sa bledy rachunkowe.
Dla réwnania (4.7) sytuacja jest o wiele prostsza, gdyz prawa strona ma mniej
zlozong strukture.
" Dlaprzeplywu Couetie’a przyjmowano funkcje aproksymujace postaci

p* (x, )=ar (x)e, [117],

(7.2)
(Di (xl: c):a(:)b (xl) cz+ait (xl.) €0y [81 95 10 1 14] *

Dla zagadnien wymiany ciepla przyjmowano aproksymacie

9% (o, )=ag (x)+aj (x)c* 1. _

o (xq, ) =af (x)+af (x)extat (x) A Faf (x)e,c? [81 9L

Zpaki + odpowiadaja dodatniej i ujemnej skladowej ¢, predkosci molekularne;.
Warunki brzegowe okreslane byly za pomoca wzoru (4.8) (przy czym dla

przeptywu Couette’a przyjmowano vE=1*=0, a dla wymiany ciepta w,;=0). Dla

przyktadu podajemy rozwigzanie réwnania (4.3) w przypadku przeptywu Couetie’a

z czysto ‘dyfuzyjnym odhbiciem na $ciance (x,=1) I najprostsza aproksymacjg [1]:

(7.3)

1.4) p* (x1, ©)=aF (x))e,
oraz

, | J
(7.5) o ($ G 20)n¢czwi.

Rozwazmy momenty w calej przestrzeni, tzn. funkeji ¢ (x, E):

(1.6) MP o= [ fooli, o & 0dE
A
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oraz liniowej catki zderzed J(x,%):

o I [ ook, v EIE.
oA

We wzorach tych J (x, E) oznacza prawg strong réwnania (4.3), i, moga przyjmowaé
wartofci x, y, z oraz s oznacza caly przestrzen predkosei molekularnych.

Catkujgc réwnanie (4.3) pomnozone odpowiednio przez fop, foo & Joo &
oraz wykorzystujac wiasnosci catki zderzen [1] otrzymujemy

vy=const=0, P, .=const, P, =const, P, =consl, g,=const

Podstawiajaic funkcje = (x,, ¢), okreslong wzorem (7.4), we wzory (2.4) otrzymu-
jemy tozsamoéciowe spelnienie réwnan:

9,=P,,=g,=0, P,.=const=p,
oraz warnnek
1 P
7.8) 3 I/TI (af —a5)=C=P,,,

gdzie C, oznacza stalg oraz p0=kT0 1y cisnienie. _

Widzimy, Ze do okreSlenia wspofczynnikéw al (x,) i ag (x;) potrzebne jest
jeszeze jedno réwnanie momentéw. Moze to byé dowolne réwnanie nie spetnione
tozsamosciowo przez funkeje (7.4). Stosunkowo proste réwnanie spelniajace ten
warunek otrzymamy np. mnozgc (4.3) przez fo, &, &, i catkujge wzgledem £ W tym
przypadku moment calki zderzen nie wyznacza si¢ tak fatwo jak poprzednio, gdyz
nie mamy juz do czynienia z niezmiennikami zderzen, jednakze dla maxwellowskich
molekul daje si¢ obliczyé [1]. Otrzymujemy

79 o [ rot2epas=-L2p
() mdx f—00x2¢ G_ 1 xz1

gdzie u jest wspdlczynnikiem lepkodci; siad

[ foo&2lpdE= — p 2 pxtC,
lub

Ho 25

(7.10) g 4 )-Hag (D)=

Wprowadza_}ac oznaczenie o, =pg dff2, p1 1 korzystajac z Warunkow brzegowych
ai (F1/2y=Fw, dla wyznaczenia stalych C, i C,, otrzymujemy (w zmiennych
bezwymiarowych)

20y x4 F ]/;

7.11 (xy, Q=c,w —
(7.11) 9= (x1, ©) Y
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Zauwazmy jeszcze [1], ze dla modelun BGK p=£kT,/4, a poniewai po=ng kT,, wicc
oy =Any d/f2y =0, tzn. «; w linlowym réwnaniu Boltzmanna jest tg wielkosdcia,
ktéra odpowiada « w zlinearyzowanym réwnaniu BGK,

Rozkladajac funkcie p na szereg wzgledem poteg predkosci molekularnej i sto-
sujac metode momentéw [6 i 30], znaleziono ogding postaé rozwigzania zagadnienia
opisywanego zlinearyzowanym rdéwnaniem Boltzmanna zaréwno dla przeplywu
Couette’a jak i dla wymiany ciepta. W obu przypadkach wspélezynniki przy pote-
gach predkodci € sg sumag wyrazu Hiniowego oraz nieskoticzonej iloci wyrazéw
wyktadniczych wzgledem x.

Podobna posta¢ rozwigzania otrzymano [14] dla zlinearyzowanego réwnania
BGK (5.5) opisujacego przepltyw Couette’a. W tym przypadku zaleznoéé. od predko-
éci molekularnej jest jednak prostsza, gdyz ¢ jest szeregiem potegowym wzgledem
skladowej predkosci ¢, mnozonym przez c,:

(7.12) Pt =c, ZB?:(x)ci,
' i=0
gdzie
BE ()=EX+Df x4 D) AP¥ens,
R

a EE,DE, ADE posa to wielkodel stale.

W cytowanych poprzednio pracach [8,9 i 10] rozwigzanie dla aproksymacji
w postaci skoriczonych wielomiandw (7.2) i (7.4) takZe ma takg postaé; np. w przeply-
wie Couette’a

ot =(A4F ;AT ey o)t AT e x (AT e+ AT e ) (A F e, AF e e ) e
dla sztywnych kul [2] 1 molekut maxwellowskich [8]; '

ot =(df e, AF cpe) AT e x+H (A e, AT e e e P
dla sztywnych kul [10].
Podobnie dla zagadnienia wymiany ciepla
pE=(df+4F et AF 2 AF P )+ (BB P x+
HCFHCE e -CE 4 C e e) e M L (DELDF e+ DE 24 DF 2 c) ¥4
F(EFHEL o L EX P LEF P ee ¥ (FEHFE oo+ FE 2 +FE 2 )el=*
dla sztywnych kul [7] i molekul Maxwella [8].

W rozwiazaniach tych 4,, B, C;, P;, E;, Fi, §; sa stalymi zalesnymi jedynie
od sredniej drogi swobodnej i prawa oddziaiywaﬁ migdzyczasteczkowych. W posz-
czegblnych pracach wielkosci tych nie wylicza si¢ na poziomie funkcji rozkladu,
a dopiero gdy wystepuja w jakichs wielkodciach hydrodynamicznth. Do ich wyzna-
czania trzeba wyliczyé numerycznie momenty calki zderzef oraz wykorzystad

warunki brzegowe. Niektdre wyniki numeryczne przytaczamy na wykresach w dal-
szej czgéel pracy. '
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8. METODA WARIACYINA

W przypadku gdy nie zalezy nam na wyznaczeniu samej funkcji rozk?adu, a tyl-
ko na znalezieniu pewnych wielkodci hydrodynamicznych, ciekawe rezultaty moze
daé metoda wariacyjna. Zasada stosowania jej i pewne przyklady opisane sq w [5].
W zagadnieniu przeplywu gazu migdzy réwnoleglymi $ciankami, opisywanego linio-
wym réwnaniem Boltzmanna, stosowal ja Lovarka [13]; dla przeptywu opisy-
wanego liniowym réwnaniem BGK CERCIGNANI i PAGANI [5, 18 i 19].

Zasada wariacyjna opiera sig na fakeie [5], ze funkcjonat okre§lony w przestrzeni
Hilberta

®&1n . J(y=(h, LRY—2(S, I
przyjmuje warto§é stacjonarna dla h=h, gdzie / spelnia réwnanie
{8.2) Lh=S§,

L jest samosprzgzonym operatorem w przestrzeni Hilberta 7 iloczynem skalarnym
(f; ).
Przy zastosowaniu tej metody w przeplywie miedzy éciankami réwnoleglymi
postgpowanie jest nastepujace: _
Zapisujemy poszukiwang warto$é hydrodynamiczng za pomocg funkcii rozktadu,
Zlinearyzowane rownanie Boltzmanna lub zlinearyzowane réwnanie modelowe
sprowadzamy do postaci calkowej tak, aby otrzymaé réwnanie z samosprzgionym
operatorem liniowym w pewnej przestrzeni Hilberta. Iloczyn skalarny w tej prze-
strzeni okreslamy w taki sposob, aby poszukiwana wielkoéé hydrodynamiczna
wyrazala sig przez stacjonarna warto$¢ funkcjonatu J(A) i znane funkcje. [J (%)
okreslamy tak samo, jak we wzorze (8.1)] Przyjmujac nastgpnie postaé funkeji
prébnej A, zaleznej od pewnej ilosci stalych, znajdujemy w formic bezposrednie]
wzér na funkcjonat J (%) i obliczamy jego wartosé stacjonarna. Stale wystepujace
w funkgji prébnej wyznaczymy z warunku stacjonarnoéci funkcjonatu.
Wartoé¢ tej metody w powaznym stopniu ograniczona jest tym, Ze nie ma okreslo-
nego sposcbu znajdowania pewnych wyraZzefi, w zwigzku z czym dla kazdego no-
wego problemu trzeba je odgadywaé. Analiznjac zastosowanie metody wariacyjnej
'w naszym zagadnieniu stwierdzamy, Ze o ile dla zlinearyzowanego réwnania BGK
odpowiedni operator samosprzezony i iloczyn skalarny dajg sig dobraé dosé latwo,
to dobdr taki dla zlinearyzowanego réwnania Boltzmanna jest znacznie trudniejszy.
W cytowanych pracach [5, 13, 18 i 19] obliczano naprezenia styczne P,, i stru-
mien ciepla ¢, a przy dobieraniu odpowiedniego iloczynu skalarnego i operatora
liniowego wykorzystano fakt, Ze w stacjonarnym przeptywie wielkoéci P,, i g, sa
stale.
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Dla przykladu przytoczymy zastosowanie tej metody dla wyznaczenia napreze-
nia P, przy wykorzystaniu réwnania (5.5) z warunkami dyfuzyjnymi {6.1). Rownanie
(6.3) przepiszmy w nieco innej postaci

0 s b )

112

0|

[#4
= [ rapm-slwn©as,
gdzie funkeje Abramowitza i
(8.4) T,(x)= f = ==l oy,
0

Jezeli wprowadzimy oznaczenia {=ux,/«, 5, =s/«, to rownanie (8.3) moZemy napi-
sa¢ w postaci

af2
85 Lu,=u~ —— T (8—sDu,(5:)ds; =
= [ (¢ sl)u(s)sl

=1/—?[T° (%—g) -HTO(%*I" c)]

gdzie L jest operatorem wystepujacym w rdwnanin (8.2). _
Rozwazmy iloczyn skalarny w preestrzeni Hilberta, zdefiniowany jest naste-
pujaco:

af2
(8.6) (F.6)= [ F®GHdx.

—of2
Wida¢, ze L jest samosprzgzony wzgledem tego iloczynu i mozna do réwnania
(8.5) zastosowaé zasade wariacyina.

Funkcjonat
af2 1 alz of2
60 s@= [ m@a-— [ [ Tl Daen -
—/2 T i
wf2
Y (e
Ve . 7o (5o -mo {5 ol

przyjmuje dla #,—u, spelniajacego réwnanie (8.5) warto$é stacjonarng Jy. Jezeli
wypiszemy wzdr na P, to otrzymamy

R M2}
(3.8) PXZ:J—W—OJ’ el e de.

T

Podstawiajac ¢, dane wzorem (6.2) i wykorzystujac statoéé P,, w calym przeplywie,
otrzymujemy

' sz 1 1 —
(8.9) =t T @ Vi Jow), |

xzd
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gdzie Pyo=—w nymi2 /7 jest wartoscia naprezenia P, w przeplywie swobodunie
molekularnym. We wspomnianych wyzej pracach {5, 18 i 18] przyimowano jako
funkecje probne wyraZenia

f,=ax, #=ax+bx*,

gdzie @ i b sa dowolnymi stalymi. Wstawiajac te funkcje do (8.7) otrzymamy J (i)
jako prostq funkcje a i b (np. dla u, =ax funkcj¢ kwadratowa wzgledem a), dla ktérej
znalezienie wartodci stacjonarnej jest zagadnieniem elementarnym.

9. METODA ROZWIAZAN BLEMENTARNYCH

Cickawa metod¢ rozwiazania réwnania (5.5) podal CERCIGNANI {20,5,21 1 22].
Dokladny jej opis wraz ze wszystkimi twierdzeniami Zamieszezony jest w {51 22].
Metoda polega na znalezieniu zupehnego ukladu funkeji, bedacych rozwigzaniami
o zmiennych rozdzielonych rozpatrywanego rownania, a nastgpnie znalezieniu
wspdlezynnikéw superpozycji, pozwalajace] otrzymac rozwigzanie spelniajace dane
warunki brzegowe,

Rozwigzaniami o zmiennych rozdziclonych réwnania (5.5) sa funkcje postaci
e Nlg (), gdzie u jest parametrem oraz '

sl =t p@d—c),
©9.1) )
()= Vo (e“’z—2uf e‘zdt) .
o

Ogolne rozwigzanie réwnania (5.5) istnieje i jest okre§lone wzorem

©.2) 91 (X, &) =Aot Ay (i—e )+ [ A@)e g, () du,

o

gdzie 4, i 4, s3 stalymi. Calke wysiepujaca po prawej stronie wzoru (9.2) nalezy
rozumie w sensie wartosci gléwnej Cauchy’ego. Wspdtczynniki A4,, 4, i A (W)
wyznaczone sy jednoznacznie [5] przez warunki brzegowe.

Zastosowanie tej metody do zagadnienia Couette’a, tzn. do rozwigzania réwna-~
nia (5.5) przy warunkach (6.1), prowadzi do réwnania catkowego Fredholma,
okreslajacego wspdtczynniki 4 (v). Réwnanie to mozna rozwigzywaé za pomocy
zbieznych szeregdw [211. .

Zaréwno przy tej metodzie jak i w wickszodci innych, dotyczacych rozwigzywa-
nia zlinearyzowanego réwnania BGK, prayjmowano jako warunki brzegowe odbicie
dyfuzyjne. W pracy {27] pokazano, Ze jezeli dane sa rozwiagzania przy takich wa-
runkach, to moZna podaé analityczne wyraZenia na rozwiazania z waruokami
czgéciowo dyfuzyjnymi i czedciowo zwierciadlanymi. Oznacza to, Ze zaloZenie
calkowicie dyfuzyjnego odbicia od $cianki nie wprowadza istotnych ograniczeft
(jezeli pozostajemy przy warunkach Maxwella).
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10. POROWNANIE WYNIKOW

Przytoczony w poprzednich punktach przeglad metod stosowanych do rozwia-
zania zagadnienia zakonczymy krétkim poréwnaniem wynikéw, otrzymanych
w poszczegdinych pracach. Dos¢ obszerny przeglad, zwlaszcza dotyczacy metod
momentowych, przytoczony jest w pracy [26] a takze w [15-1 1]. W pracach tych
podane sg takze porédwnawcze wykresy i tablice. Niektdre z nich zamieszczamy po-
nizei, coE :

Przy rozwazaniu rozwiazad zagadnienia moina pordwnywad zardwno sama
funkeje rozkladu, jak tez wielkosci hydrodynamiczne, takie jak predkos¢ srednia
na &ciance, profil predkodci w przeptywie, naprgzenia styczne, strumient ciepla itd.

10.1. Funkeja roziladu

We wszystkich pracach przeprowadzano linearyzacie wokol funkeji absolutnie
maxwellowskiej f,o, tzn, przyjimowano nastgpujaca funkeje rozkiadu:

F=Foo (1)

Za pomoca metody momentéw znaleziono ogdlng postaé funkeji ¢ zardwno dla
przeplywu Couette’a jak i dla wymiany ciepla. Funkcia ta, przy ustalonej liczbie
Knudsena, jest suma zawierajaca skladnik zalezny tylko od predkosdci molekularnej,
sktadnik liniowy wzgledem zmienne] x i skladniki, w ktérych wystepuje iloczyn
funkcji zaleznej od predkosci molekularnej przez funkcje wykladnicza wzgledem x,
tzn,

(10.) g, 620, ¢, c)=AF (©F4F ©Oxit+ D) AF @,
. n=3
gdzie af sg stalymi, odwrotnie proporcjonalnymi do éredniej drogi swobodnej.

W dokladnym rozwigzaniu [6, 14 i 30] suma rozciaga sie od n=3 do nieskonczonosei.
W rozwiazaniach stosowanych do obliczen przyjmuje si¢ sumy skoiczone. W meto-
dach momentowych wynik taki otrzymano zaréwno dla zlinearyzowanego réwnania
Boltzmanna [6 i 30], jak i dla liniowego modelu BGK [14].

Przy rozwiazywaniu zlinearyzowanego réwnania BGK metods iteracji réwnania
catkowego [15] (dla przeplywu Couetie’a) otrzymano:

w zerowym przyblizenin (tzn. podstawiajac u,=0 swobodnie-molekularne)

. ) 1
(10.2) ot (x5, ¢ 20, ¢, €)=TFw c exp [.— . (xl i?)l ,

W nastepnym
. : . o 1 ‘
(10.3) ) @F (xy, ¢ 20, ¢;, ¢;)= ?_wl_cz =6Xp [_T (xl t 7)}+

x

X1

2 okt ool -Zeofel

Fij2
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a dla matych « aproksymujac funkcje Abramowitza [15] T, (x)=foe_“1‘7 "
4]

+ - ":T("i%) AN
(10.4) % (x;, 20,0, ¢)=Fw,c.e + B\ )T

[:4 1
(el
gdzie B=—1,12840 In «—0,1948x—0,63660> In .
Metoda rozwigzafi elementarnych, dla zlinearyzowanego réwnania BGK [do-
ktadniej, dla réwnania (5.5) przy warunkach (6.1)] otrzymano |5 i 21] nastgpujaca
postaé funkgji p:

A 1
(10.5) p=c, {A (e,—x)+ f ud () exp[(— —i;l—)oz]du"f-

U—C, 2|l

&2 Wue-«usz Xy I
et [ eem|(~ T e,

—an

przy czym w wyraZeniu stojacym po prawej'stronie wzory nalezy wziaé gléwna
warto$¢ catki w sensie Couchy’ego. 4 (x) jest funkcja spetniajgca pewne réwnanie
calkowe Fredholma drugiego rodzaju.

W tym przypadku widaé, ze gdy a«—oc, co odpowiada liczbie Knudsena réwnej
zeru, otrzymuje sig liniowg zalezno§¢ od x. Dila metod momentowych fakt ten nie
jest taki oczywisty, gdy rozpatrujemy wyzsze aproksymacje.

Widzimy, ze postacie funkeji ¢ dla poszezegdlnych metod sa na ogdt réZne (wy-
Iaczajac metody momentowe) i nie bardzo mozna je pordwnywaé. Jedyng wspding
cechg wszystkich rozwigzan jest istnienie sktadnika zaleznego liniowo od x. Pozosta-
e wyrazy dajg rozwigzanie w warstwie przysciennej (w odleglosci od brzegn rzedu
$redniej drogi swobodnej). Nalezy zauwazyé jeszcze, 7e rozwiazanie (10.3), w odréi-
nieniu od (10.1) i (10.5), nie zawiera skladnika liniowego wzgledem x i pojawia sie
on dopiero przy aproksymacji funkcji Abramowitza T, dla malych o.

10.2. Wiellosci hydrodymamiczne

Dia poréwnania wynikow otrzymanych réznymi metodami, dotyczacych wiel
kodei hydrodynamicznych, wygodnie jest postuzyé sie obliczeniami numerycznymi,
dla ktérych mozna oszacowaé blad. W taki sposSb rozwazano wyniki rozwigzaf
momentowych w [26]. Dla duzych liczb Knudsena otrzymano [26] numeryczne
wyniki (z blgdem nie przekraczajacym 0,2 %), wykorzystujge réwnanie catkowe (6.3).
Rozwigzanie to mozemy traktowaé jako rozwigzanic doktadne dla matych « (a<€ 1).

Dla malych liczb Knudsena (duzych «) jako rozwigzanie &cisle mozna przyjac
rozwigzanie, w ktérym jedna ze $cianek odsunieta jest do nieskoficzonodcl, lub uwa-
zac, ze nie wplywa ona na przeplyw w poblizu drugiej. Takie zagadnienie (przeptyw
Kramera) ma dokladrie rozwiazanie [5] (dla modelu BGK). Wyniki poszezegdinych
metod mozemy zatem poréwnywaé z dokladnym rozwiazaniem.

Predko$¢ érednia. Porownujac predkosci érednie, otrzymane rézaymi meto-
dami [26], dochodzimy do wniosku, ze metody momentowe nie daja dokladnej

Rozprawy InZynierskie — 6
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zaleznosci analitycznej predkosdei od polozema i Hezby Knudsena, poniewaz blad
roénie wraz ze wzrostem Kn (gdy maleje «). Zwigzane jest to z tym, Ze przy aproksy-
macii p=a¥ (x,) e, +at (x1) ¢; ¢ otrzymuje si¢ wymierna zalezno§¢ od «, wspol-
czynnika przy zmiennej x, podczas gdy juz w zerowym przyblizenin iteracji réwna-
nia catkowego zaleznosé predkosci érednie] od o« ma postaé oln«.

Dla zilustrowania powyzszego, podamy wykres predkosei $redniej w zaleznodci
od poloZenia 1 i 9]

L2y |

a5

43

az

1 1 I 1 i i b 1 P
4 ar az 43 g4 a5 66 a7 a8
24 /W

Rys. 2
doktadne rozwigzanie [15], — — metoda momentdéw dla aproksymaci tp=aoi (x)wy e, [1]
model BGK, — —-— mctoda momentéw {32] model BGK, ——--— zerowe przyblizenie
w iteracji réwnania calkowego [15, 5] model BGK, —-— metoda momentéw dla aproksymacji
p=aF (x1) wi chafE wy e e [9] sztywne kule

Naprezenia. Naprezenie styczne Py, dla rozpatrywanego zagadnienia (przepltyw
Couette’a) jest wielkoscig niezalezng od x i zmienia sig jedynie ze zmiana liczby
Knudsena. Réznice wynikéw otrzymywanych za pomoca poszezegdlnych metod
sq tu stosunkowo niewiclkie. Wyniki te przytaczamy na wykresie.

Wyniki ostatnich trzech autoréw réznia si¢ bardzo malo i na wykresie réZnicy
tej nie mozna zauwazyé. W zwigzku z tym podamy je jeszeze w tablicy 1.

Tabiica 1
o sz/P.le)
Willis ] Cercignani [ Lovalka
l molek. Max. | sztywne kule
0,1 0,9258 | 0,9258 0,9258 0,0223
1,0 0,6008 | 0,608 0,6008 0,6104
3,0 0,3539 | 0,3537 0,3537 0,3558
50 02526 | 02524 0,2524 0,2543
10,0 0,8474 | 0,1474 0,1474 0,1481
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} Qs /xo

e 1 -
cc 0z 4 f & ® o
Rys. 3 .. Rys. 4
metoda momemntdw (Zmrmic [§]) metoda momentéw (Ziering [8])
molekuly Maxwella, — - — metoda mo- molskuly Maxwella, — — - metada mo-
mentdw (Wance CHanc [6]) molekuly mentéw (WanG CuaNc [31]) molekuta
Maxwella, Maxwella,
metoda iteracii réwnania calkowego metoda wariacyjna (CERCIGNANI, Bassa-
(WirLrs [15]), model BGK, . NINT [19]), model BGK,
metoda wariacyjna (CerciGNaNT [5]), metoda wariacyjna (Lovarka [13]),
model BGK, : : moleluly Maxwella,
metoda wariacyjna (LOYALKA [1 3D, mo- metoda  wariacyjna  (Lovaiks [13}),
lekuty Maxwella 1 sztywne kule ’ sztywne kule,

Gx0 — wartos$¢ strumienia ciepla w prze-
plywie swobodnie molekulariym

Przy metodach momentowych biad roénie wraz ze zmniejszaniem sie (poczyna-
jac od «=2), jednakze nie przekracza 2%

Strumien ciepta. Obliczanie strumienia ciepta przeprowadzano w pracach
[7, 8, 13,19 1 31]. Wielko$¢ ta jest niezalezna od x, a jej zaleznosé od liczby Knudse-
na podajemy na wykresie.

11, WnNIOosSKI

Metody momentowe, dla ktérych funkcje ¢ przyjmuje sie w postaci wielomianu
od predkodei molekularnej, daja na ogdt zgodne wyniki, Wyjatek stanowi aproksy-
macja Leesa, ktéry przyjmuje, ze funkcja rozkladu w pewnych obszarach (konkret-
nie w polprzestrzeniach ¢, >0 1 ¢,<0) ma postaé funkeii lokalnie maxwellowskiej.
Blad dochodzi tu do 259 [15]. Metody te zwlaszcza dla malych liczb Knudsena
daja réwniez doé¢ dobra zgodnosé z wynikami innych metod. Jednakse nie pozwa-
laja one bezpoérednio oszacowaé bledu i dlatego wymagaja zawsze sprawdzenia
za pomocg innych metod lub poréwnywania wynikéw z wynikami otrzymanymi
W sposéh numeryczny metodami pozwalajacymi okreslié bad,
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W metodach iteracyjnych zbyt malo uwagi powigca si¢ wyjasnieniu mozliwoses
stosowania pewnych operacji matematyeznych, np. w réwnaniu (6.3) wystepuje
funkcja Abramowitza 7_, (x), kiéra jest formalnie zdefiniowana przez rozbieine
calki. Co prawda funkcja ta wystepuje pod znakiem calki i jezeli zastosujemy
0gblny wzoér na rézniczkowanie (catkowanie) funkcji Abramowitza, to otrzymamy
funkcje T (x), ktéra juz jest zdefiniowana za pomoca zbieinych calek. Ten fakt nie
jest jednak nigdzie wyjasniony.

Przeptyw miedzy éciankami réwnoleglymi stuzyt wieln autorom do sprawdzenia
nowych metod rozwigzywania réwnania Boltzmanna czy réwnan modelowych.
Zadna metoda nie daje jednak pelnego rozwigzania problemu. Znaleziono ogdlng
postaé rozwigzania, jednak nie mozna podaé analitycznych wzoréw na wszystkie
wystepujace tam funkcje i w konkretnych zagadnieniach brzegowych trzeba ogra-
niczaé si¢ do rozwiazan przyblizonych.

Zagadnienie przeplywu miedzy réwnoleglymi ciankami nie jest tylko zagadnie-
piem samym w sobie, chociaz mozna uwazaé je za bardzo wyidealizowany model
niektdrych spotykanych w przyrodzie ruchéw gazéw. Przede wszystkim stuzy jednak
do ilustrowania réinych metod rozwigzywania réwnania Boltzmanna i rownan
modelowych oraz mozliwodci stosowania ich w zagadnieniach bardziej zloZonych,
Dlatego tez dopdki nie bedziemy znali pelnego analitycznego rozwigzania, nie mozna
uwazaé, Ze jest ono rozwiazane. Przyblizone numeryczne rozwiazania nie pozwalaja
bowiem wyjasnié wszystkich osobliwosci, jakie moga tu wystgpowaé 1 nie dajg
wskazdwek jak mozna rozwigzywaé problemy bardziej ztoZone np. niestacjonarne.

Autor pragnie podzickowaé Panu Prof. dr W. FiszpoNow1 oraz Panu dr J. Lu-
BONSEIEMU za wnikliwe rozpatrzenie tei pracy i cemne uwagi.
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Pezome
TEUEHWE PA3PEXEHHOIO TA3ZA MEXOY MMAPATUTENRHBIMUA CTEHKAMK

B pabore gan 0630p METONOB PEINEHES 33JAIH O TeweRHA PA3POKEHHOTO rasa Mexpy Dec-
KOHEYBBIMHA DAPAINSILHBIME CTCHRAME. PaccMOTDeH nveeisEl cTammeomapHel coywai. 3agasa
' OIHCATA IIEHCAPHIOBAHHLM ypaBHeRHeM DBoNbBIMANHR H mmeaprzopannoi Mogensio BIK c
- ¥paeBRIME YCHOBMAMY Tuna Maxceemra. B xome NEHSApHIALMY YpasHeHHR ocoboe BHEMANHE
O0paiNeHo HA MAaTEMaTHICCKOS 0DOCHOBANHE NPORSBOEAMELX ynpomenuit, [loxasano, yro k-
Heapmianpa ypasnenust BIK sBRHETCA MATEMATHICCKH meoBGocroBannofl, OTHeRbHO paccMaTpH-
BANHCEH CJEyUali, KOTa TeMICPATYPEL CTCHOK ONEHAKOBEL (Teyenwe KysTTa), ¥ KOrpga CTEHKH HE-
HOOBYKHE] (TeRNOOOMEH), YTO CBA3AHO C MHHEHHOCTRIO YPABHEHHIL

Kpome o6IHETO OMHMCAHMA, B BCEX PACCMATPHBREMEBIX MeTONOB JAHBE B KaYeCTBE HINIIOCTDA-
TOEE IpocTHe TPEMEPET MPEMEHeHHH K JAHOH 3a1a4e. B 3axoYeHHEE JASTCH CPABHEHWE Pesylib-
TATOB, OMIYYCHHBIX PAIHYHEIME ABTOPAMH, JIDEYEM OTMeHAETCH TOT (aKT, YTO HE OJ{WH H3 pacc-
MOTPEHHBIX METOZ0B He JAeT HOJHOIO aHalETHYCCKOro pemenwa 3aJa4n,

SUMMARY
RAREFIED GAS FLOW BETWEEN PARALLEL WALLS

The paper presents a review of methods applied to solving the problems of rarefied gas flows
between infinite paraHel walls, The linear and stationaty case is considered. The problem is described
by means of the lincarized Boltzmann equations and the linearized BGK model with Maxwell
boundary conditions. In the procedure of the linearization, particular attention is paid to mathematic-
al cotrectness of the method: it is demonstrated that the linearization of the BGK equatibn s
mathematically incorrect. Owing to the linearity of equations, the case in which the walls are kept
at the same lemperatare (Couectte flow) and the case when the walls are immobile (heat exchange)
are considered separately. All the methods described are illustrated by simple examples, Finally,
results obtained by individual authors are compared and it is shown that none of the methods
feads to a complete analytic solution of the problem.
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