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IDENTYFIKACIA UKLADOW MECHANICZNYCH
O CZLONACH LEPKOSPREZYSTYCH

EUGENIUSZ KAMINSKT (WARSZAWA)

1. WstEP. METODY IDENTYFIKACII OGOLNEF I PELNE]

Termin «identyfikacja» ma znaczenic umowne. Wedtug najprostszej definicji,
podanej przez J. SEOLERA [29] w zastosowaniu do automatyki, identyfikacia nazywa
si¢ «okreflenie wlasnodci obiektu sterowanego na drodze doswiadczalnej». W me-
chanice identyfikacja sprowadza sig do rozwiazania tzw. drugiego zadania, polega-
jacego na okre$leniu sit dziatajacych na uklad na podstawie znajomosci ruchu ukladn,
tj. rozwigzania zadania odwrotnego. W réznych galeziach techniki inaczej sie jednak
rozumie zadanie «okreélenia wiasnoscl ukladu». W automatyce wystarcza np. na
0got wyznaczenie transmitancji wzglednie macierzy transmitancji lub funkcji regresiji
[1,6,7, 16,20, 32, 35,40 i 41]. Identyfikacja w tym przypadku nazywana bedzie
0go6lng. W mechanice, a takze i w innych dyscyplinach, bardzo czesto chodzi réwniez
0 wyznaczenie warto§ci parametrédw nastepujacych w réwnaniach rozniczkowych,
opisujacych ruch ukiadu [1-3, 5, 8, 11-15, 36, 42, 45 i 46]. Identyfikacja taka
(rozwazania na jej temat sy zasadniczym motywem niniejszej pracy) nazywana
bedzie identyfikacjy petng. Na koficu pracy zalgezone jest «zestawienie bardziej
znanych metod idenﬁyﬁkacji» (ss. 400—408).

Najdokiadniejsze wyniki identyfikacji ogdinej daje metoda czestoéciowa. Jezeli
mechaniczny uklad liniowy zostaje pobudzony na wejéciu za pomocg sygnalu ste-
Tujgcego u=u, sin @t, to odpowied? na wyjsciu, po
wygasnigciu procesu przej$ciowego, mie¢ bedzie pos-

. . it xft
ta: x=2x,sin(w?— ¢). Pokazano to schematycznie na Qw Ukiad _Q-
rys. 1. Zmieniajac warto$ei @ otrzymaé mozna dla
ukfadu liniowego trzy podstawowe rodzaje charak- Rys. 1

terystyk: amplitudowo-czgstosciowq A4 (w) = x,/uq (w),

fazowo-czgstosciows @ =g (w) oraz amplitudowo-fazowa A (p). W tej ostatniej w
pelni funkcje parametru. Dia uktadéw mechanicznych sygnalem sterujacym jest sita,
Up=Fy [N]; wspétrzedna stanu x [om] jest przemieszczeniem, wobec czego charak-
terystyka- amplitudowo-czestosciowa stanowi charakterystyke «podatnosci dyna-
micznej». Charakterystyka amplitudowo-fazowa odpowiada dokladnie transmi-
tancji widmowej

(L.1) G(jco)=§(cosgo—jsinqp):A(a))ef‘*’.

Rozprawy Inzynierskie — 2
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poréwnywane z widmami rzeczywistymi, wyznaczanymi bez wigkszych trudnosei
na drodze eksperymentalnej. Podstawowe znaczenie w badaniach identyfikacyjnych
ma fakt, ze dla losowych procesow stacjonarnych i ergodycznych obowiazuje ta
sama reguia na wyznaczenie transmitancii ukladu, jak dla procesow zdeterminowa-
nych. Jezeli u (¢) oznacza przypadkows funkeje na wejéciu ukltadu, a x () na wyjéciu,

" to transformata Fouriera transmitancji wyraza sie za pomoca transformat 4, (ja)
i A, (jo) funkcji na wejscin i wyjéeiu: '

T
) —jot
A1) » _‘L x (et dt

T

AH(JCU) T—>o0 J' ” (f) ev-jmt dt

(1.8) G (joo)=

-7
Obok tego podawane sg inne wzory okreslajace transmitancje. W. W. SoLopo-
wNIKOW [32] przyjmuje

Sux(jw)
Se(@)

gdzie S,y (jo) oznacza widmo gestodel mocy wzajemnej, a S, (@) widmo gestosel
mocy wiasnej. Stosowany rowniez bywa [16 i 32] wzor
Sy (@)

(1.10) GUA =

(L9) G (jo) =

Metody identyfikacji, oparte na wykorzystaniu procesow losowych, rozwijane
usilnie w ostatnich latach [12, 24, 27, 32, 37, 38, 39, 40 i 41], znajda niewatpliwie
_ zastosowanie praktyczne, poniewaz budowane sg coraz lepsze aparaty do Wyznacza-
nia widm ggstosci mocy (np. przez firme duniska Brilel i Kjaer) i funkeii korelacyj-
nych (ap. firmy dunskiej DISA), a takze rozwijane sg metody posrednie, nmozli-
wiajace wyznaczenie np. funkeji korelacyjnych za pomocyg komputeréw. Na razie
jednak dokladno$é tych metod nie jest zbyt duza [17}1 z tego wzgledu rozwijane sa
réwniez metody analizy regresyjnej lub czynnikowej, oparte na badaniu krétko-
trwatych standw ustalonych [16,20 i 21].

Celem identyfikacji pelnej jest wyznaczenie wartoscl wspdtczypnikow wystepu-
jacych w réwnaniach, opisujacych ruch ukiadu. W znanych autorowi pracach na
ten temat, np. [1,3, 5,13, 14, 17, 35, 36,42, 45 i 46}, zaklada sig, Ze znana jest struk-
tura zaréwno geometryczna, jak i fizyczna vkiadu. Znana jest wigc liczba mas i spo-
s6b ich wzajemnego powigzania, przy Czym clementy laczace wyraznie sig rozdziela
na czlony sprezyste i rozpraszajace energie, a wlasciwosci tych ostatnich opisuje
7a pomocq, thumikéw wiskotycznych, histerezowych lub mieszanych. W toku dal-
szych rozwazan zostanie wykazane, € ustalenie a priori modelu obliczeniowego
prowadzi¢ moze do istotnych nieporozumien 1 blgddw i Ze dla ich uniknigcia ko-
nieczne jest wykonanie wstgpnych pomiaréw, umozliwiajacych zbadanie struktury
fizycznej elementéw laczacych.

Niech wiec réwnania ruchu ukladu o » stopniach swobody maja np. postac

1.11) : AG+BG+Cq=P({1),
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Odwrotnosc impedancji nazywana jest admitancja A= i/I. Pojecié to jest coraz
szerzej wykorzystane w identyfikacji ze wzgledu na swa specjalng wlasnoéé [361 42].
Dla uktadu o jednym stopniu swobody, opisanego réwnaniem

(1.6) : .)?—f—2(53}+co§x=gsinwt,

wykres admitancji na plaszczyZnie zespolonej ma mianowicie ksztalt okr¢gn, kto-
rego Srednica jest odwrotnie proporcjonalna do wspélezynnika thumienia & (rys. 2),
Kazde odchylenie od prawidlowosci ksztaltu $wiadezy o odstepsiwie modelu rze-
czywistego od przyjetego do obliczen. Okolicznoéé ta .

Jest wykorzystywana przy identyfikacji ukladéw o kitku a4 A
stopniach swobody metoda badania gtéwnych postact

drgaf, co bedzie blizej opisane w dalszej czegsci pracy f(/:; w=w,
(Zestawienie, pozycja 11) [36 i 42]. LA

Ukfad mechaniczny moze byé réwniez scharak- % ReA

teryzowany przez wyznaczenie jego gtéwnych postaci

/

drgafi, Metody i warunki wyznaczania ich, oméwione s
szczegdtowo m.in. w pracy [1], beda jeszcze wyko- *
rzystane w dalszej czgici pracy (por. réwniez Zesta- Rys. 2

wienie, pozycja 3 i 4).

Pojecie transmitancji jest szersze od pojecia podatnosci, ale jej istotne ograni-
czenie polega na tym, 7e w zasadzie moze byé ona wyznaczona tylko dla ukladdw
liniowych. (W niekt6rych pracach dotyczacych teorii regulacji, np. w [16), wprowa-
dza sig pojecie transmitancji elementu nielintowego jako stosunku pierwszej har-
monicznej sygnatu wyjsciowego do sinusoidalnego sygnatu wejéciowego). Tymeza-
sem charakterystyke podatnosci wyznacza sig rowniez dla ukladdéw nighiniowych.
Odpowied? takich ukladéw zawiera réwniez skladowe o czgstosciach innych niz
czgstodC sily wymuszajacej, a ponadto zalezy od amplitudy sity . wymuszajace;j.

Obok wymuszenia harmonicznego do wyznaczania charakterystyk dynamicznych
stosuje si¢ rowniez wymuszenie za pomoca skoku jednostkowego Ilub impulsu
Jjednostkowego. Metody te sg prostsze w realizacji, ale obliczone na podstawie pro-
cesOw przej§ciowych charakterystyki obarczone sa znaczoymi bledami. Z fego
wzgledu metody te sa stosowane do ukladéw prostych, np. o jednym stopniu swo-
body i o malym thumieniu, poniewaz w tych warunkach biedy sa stosunkowo mate.
Odpowied? impulsowa g (¢) mozna vzyskaé réwniez nie na podstawie bezposrednich
pomiaréw, a na drodze posredniej przy wymuszeniu ukladu za pomocg sygnalu
przypadkowego, zwanego bialym sznmem. Jednostkows odpowiedz impulsowsg
przedstawia wtedy funkcja korelacji wzajemnej:

(L.7) | Ru()=g(d).

Wykorzystanie sygnalu w postaci szumu bialego stanowi przypadek szezegdlny
ogdlnej metody wyznacrania charakterystyk na podstawie obserwacii wyj$¢ pod
wptywem wymuszen losowych. Niezmiernie wygodnym narzgdziem badania pro-
cesow losowych sa przeksztalcenia Fouriera lub Laplace’a: umozliwiaja one przed-
stawienie rozpatrywanych funkeji za pomoca widm cigglych, ktére mogy byé z kolei
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z ktérych mozna wyznaczy¢ v nieznanych wektoréw wlasnych A, z dokdadnoscia
do stalego. mnoznika. Na podstawie réwnania (2.6) mozna wyznaczy¢ stosunki
amplitud przemigszezef poszezegblnych mas np. :

1
)"rv Mgy
@ o H==y s W~ :
v, . . L o iy

#JW
. Kazdy z wektoréw whasnych A, lub zbidr wspdlczynoikow i, (r=1, ..., n) okresla
v-tg postac drgan gléwnych, a wspdlczynniki g, nazywane sq wsp&lozynnikami
rozkladu gléwnych postaci drgan. o : |
Wspdlezynniki p,, sa liczbami 1zeczywistymi, co oznacza, e poszczegblue
masy ukladu drgajace zgodnie z v-ta postacia drgan przemieszczajg Sig w fazie lub
przeciwfazie wszystkie z czgstodcia wo,. Druga zasadnicza cecha wspdlezynnikow
rozkladu i wektoréw wiasnych jest to, Ze spehiaja one warunki ortogonalnosei

A AN =0 lub N auepn=0 dla vk,
@8) o .
ACh,=0 lub 2 ot fliy=0  dla vk,
e o

Ortogonalno$é wspdlezynnikéw rozktadu umozliwia obliczenie wspolczynnikow
rozkladu bez uprzedniego obliczania czgstoscl drgan wiasnych oraz zastgpienie
réwnania (2.1) przez n niezwigzanych ze sobg réwnan we wspolrzednych gléwnych
s (energia kinetyczna i potencjalna uktadu, wyrazona za pomoca tych wspotrzed-
nych; zawiera tylko kwadraty predkosci lub przemieszezeh nogdlnionych). Dokonuje
sig tego za pomoca transformacii '

@9 ‘  g=Ms,
gdzie M jest macierza wspdlezynnikéw rozkiadu:
N
210y S M) Bz Ban T
Hut - Han .

Macierz M7 M jest diagonalna, poniewaz wektory wiasne, odpowiadajace
rémym wartosciom wilasnym, sa parami ortogonalne; przeto ALA, =0 dla k#v.
Mnozac (2.1) przez M7 otrzymuje sig
@10 MTAMS+MTCMs=0,
przy czym macierze przy 8 i s sg diagonalne:
N N
e =M"AM= P}:AELV Iub = Z i Hew Hiv v=1,.., ),
\ ' : : Lo
@.12)

N AN . . :
[ k, ]:MTCM= pt Cu.y Iub k,= Z Cor bhry iy V=1, 000 1)
~ .

br
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gdzie 4, B i C przedstawiaja kwadratowe, symetryczne macierze wspdlczynnikéw
0 Wymiarze nxXn, a q, q, q i P () macierze kolumnowe o n wierszach, Rdéwnania
takie zawierajg 3n (n-+1)/2 nieznanych wspdlezynnikéw, zawartych w macierzach
A, B i C. Przy ukfadaniv réwnat w postaci «wprost» macierz A bedzie diagonalna;
réwniez w macierzach B i C moga byé z gory zonane elementy o wartoéciach zerowych,
ale nie zmienia to w istotny sposéb procedury postepowania. Celem identyfikacji
pelnej jest wlasnie wyznaczenie wartoei tych 3 (n+1)/2 wspélczynnikéw. Bardziej
znane metody rozwiazania tego zadania podane sa w Zestawieniu, pozycje 5-15.
Pelny opis tych metod podany jest w pracy [11]; tu rozwazania zostana ograniczone
do metod opartych na wyznaczaniu gléwnych postaci drgan.

2. IDENTYFIKACTA METODA WSPOLCZYNNIKOW ROZKEADU GEOWNYCH POSTACI DRGAN

2.1. Ukiady autonomiczne

Pojecie gldwnych postaci drgadi zostalo wprowadzone przy badaniu liniowych
ukladéw mechanicznych bez thumienia, kitérych ruch mozna opisa¢ za pomoca
réwnania macierzowego

@D A+ Cq=0,

edzie A i C sq to kwadratowe, symetryczne macierze, opisujace wlasnosci masowe
i sprezyste uktadu. Macierz A Jjest dodatnio okreslona, elementy g, i ¢;p Macierzy
A i C s stale. Wymiary macierzy wynosza nxn, gdzie n oznacza liczbe wspdirzed-
nych uogdlnionych, Przy ukladaniu réwnad ruchu metoda przemieszezenn latwo
doprowadzi¢ réwnanie (2.1) do postaci

(2.2) 1q+Cq=9,
gdzie 7 jest macierza jednostkowa. Rozwiazania (2.2) poszukuje sic w postaci
2.3) G =Ae’"

gdzie A jest kolumnowym welktorem nieznanych amplitud przemieszczes uogdinio-
niyeh kazdej z n mas. Po wstawieniu (2.3) do {2.2) otrzymuje sie réwnanie

2-4) [C—wiA=0,
ktére ma rozwiazanic na A nietrywialne, jezeli
(2.5) i[C~will=0,

Obliczone z réwnania charaktérystyczmego (2.5) wartodci wlasne i, (v=1, ..., n)

macierzy C wyznaczaja n czestosei drgan whasnych mg, ukladu. Po wstawienin Doy
do (2.4) otrzyma sie v réwnat:

2.6) [C~3, 1A, =0,
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Dla lepszej charakterystyki ukladéw o i masach wyznacza si¢ podatnos¢ dyna-
miczna dla kazdej z mas:

A o)=", " @=IG(Jo

~ przy czym sygnat u;, dziata ‘tylko na badang masg. Znajofnoéé transmitancji @; (jw)
jest konieczna, jak to zostame wykazane przy wyznaczanin wartoéci parametrdw

ukladu na podstawie charakterystyk amplitudowo-fazowych. Znacznie wigcej in-
formacji mozna uzyskaé po wyznaczeniu charakterystyk |G, (jw)l, otrzymanych
w ten sposdb, ze sygnal wymuszajacy przykladany jest do i-tej masy, a pomiaru
przemieszezen dokonuje sig dla kazdej masy m, (=1, 2, ..., n). Szkic i uwagi dotyczg-
ce tej metody podame sa w Zestawieniu, pozycja I.

Poczawszy od lat pieédziesiatych (wraz z rozwojem aparatury do pomiaru prze-
sunieé fazowych miedzy réznymi sygnatami) coraz czeSciej uklady mechaniczne
charakteryzuje si¢ za pomoca wykresdw zespolonej podatnosel G, ( Jw), zapoczatko-
wanych wg [1] przez KENNEDY’EGO i PANCU. Szkic i uwagi dotyczace tej metody
podane sa w Zestawieniu, pozycia 2.

W nowszych pracach [3] wysuwa si¢ tez koncepcj¢ wyznaczania macierzy tran-
smitancji (Zestawienie, pozycja 10). Wyrazy tej macierzy sa definiowane jako sto-
sunek transformat Laplace’a sygnalu wyjéciowego i-tej masy do wejsciowego,
przyktadanego do r-te] masy:

LIx ()]

(1‘2) H‘(Jw)_ L{u (t)]

Odwrotnoé podatnosei nazywa sig «modulem dynamicznym» lub «sztywnodcia
dynamiczng» E; (w): ‘
13 E L _
( ’ ) d(w) A( ) Xo :
Obok charakterystyk podatnodci coraz szersze zastosowanie znajduja charakte-
rystyki impedancji mechanicznej I, definiowanej jako stosunek sily sinusoidalnie
zmiennej, dzialajacej w pewnym punkceie uktadu do predkosci tego punktu, mierzo-
nej w kierunku dzialania sity (driving point impedance):

LIPO] _ Po
LIXO]  xow

(1.4) I( jw)= [cos ¢ —jsinp].

Jest ona miara oporu, jaki stawia uktad w danym punkcie przy przemieszczaniu

go z predkoscig x (7) [10). Zainteresowanie pojeciem impedancii wynika stad, ze
umozliwia ona latwe wyznaczenie impedancji ukladéw zlozonych I, za pomoca
impedancji ukfadéw prostych I, Przy pofaczeniu réwnoleglym mamy

(1.5) L= j I.

i=1
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Zamiast bada¢ uklad n réwnan z niewiadomymi, wynikajacych (2.1), mozna badaé
n rownan z jedng niewiadoma:

: ~ LN
(2.13) [ m, ]s+[ k, ]s:O.
\ N

Mozna wykazaé, 7e

" . ‘ .
k Z Cir Hev Hiy 2 Cir Hrw ,2,. Ciy Hyy
CV iLr r

2.14) w3, == = =
( o i, Z iy ﬂrv Hiy 2 Dir Upy .;}.J dyy
i, F r

r

Uktad swobodny bedzie drga¢ zgodnie z v-ta postacia drgas, jezeli kazdej z r mas
nada si¢ nastgpujace warunki poczatkowe:

(2.15) Grv (0)= 1, 1, (0)
oraz
{216) érv (0)=.urvq1v (0)

Do powyzszego przegladu warto dodad, ze pojecie gléwnych postaci drgan wprowa-
dzone jest réwmie?, zreszta przy wielu ograniczeniach, do nieliniowych ukladéw
niettumionych (por. up. [28, 33 i 34])."

W ukladach swobodnych (ale ttumionych) mozna wyodrebnié glowne postacie
drgan identyczne, jak dla ukiadu niettumionego tylko wtedy, gdy wyrazy flumigce
spelniaja okreslone warunki. T. K. CauGHEY [4] badat uktad opisany réwnaniem
.17 Aq-+Bg+Cq=0.

Warunkiem zastagpienia ukladu réwnan (2.17) przez réwnania we wspolrzednych
gtéwnych jest dokonanie takiej transformacii wspolrzednych, ktéra by doprowadzita
do jednoczesnej diagonalizacji macierzy 4, B i €. T. K. CAUGHEY stwierdza, Ze
moze tu byé wykorzystana jedynic ta sama transformacja (2.9), kidra stosuje sie
dla uktadu niethumionego, opisanego réwnaniem (2.1). Poprowadza ona do réwnania

A L
(2.18) [ m, :iS+MTBMS+[ k, ]s:O.
N N

Jezeli macierz M' BM jest diagonalna, to réwnanie (2.17) moze byé zastgpione
przez rownanie

™ AN Y
(2.19) l ", ]s—l—[ b, }s—!-[ k, ]s-:O.
. AN AN AN

Postacie drgan wilasnych, okre§lone przez wektory wlasne A, lub wspélezynniki
rozkladu ., bedg takie same jak dla réwnania (2.1). Zmieniaja si¢ natomiast
czgstodei drgan wlasnych; bedzie mianowicie

E'?)Ov =0y V - yi s
gdzie
8, h,

T = ) .
Dy va Woy
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T. K. CAUGHREY rozpatruje dalej réwnanic analogiczne do (2.2):
(2.20) Iq+-Bq-+Cq=0

i stwierdza, ze warunkiem wystarczajacym, chociaz nie koniecznym, zastgpienia
ukladu réwnafi (2.20) przez réwnania we wspdlrzednych gldwnych jest mozliwo§é
wyrazenia macierzy B jako liniowej kombinacji macierzy C w pewnej potedze:

w n—1
2.21) BE= Z Z 10 O,
d=1 ?:0
W najprostszym przypadku byloby
(2.22) - Bi=xC,

gdzie x,, 1 x sa wspblezynnikami proporcjonalnosei.
Z formalnego punktu widzenia warunki (2.21) Iub (2.22) majg bardzo duiq war-
t0§¢. Warunkéw tych nie mozna jednak wykorzystaé w badaniach identyfikacyinych,
" opartych na pomiarach rzeczywistych obiektow. Mechanizm rozpraszania energii
jest bardzo zlozony i jezeli nawet uda sig wyizolowaé i badaé gléwne postacie drgan,
to nigdy nie wystapi sytuacja, zeby tlumienie dla kazdej postaci drgafi bylo stale,
co §wiadezyloby, jak to zostanie pokazane, o thumieniu czysto «histerezowym» Tub
proporcjonalne do czgstodci wymuszed, co éwiadczyloby o tumieniu czysto wisko-
- tycznym itd. Nie ma wige mozliwoéci wiernego odtworzenia charakterystyk elemen-

- Qa(f)

(=0}
my

—-qu

pir=3

Rys. 3

téw tfumigeych 1 badania musza byé ograniczone do wykrycia dominujacego czyn-
nika. ttumigcego. W tej sytuacji wystarczajace jest wykrycie przyblizonych liniowych
zwigzkéw miedzy macierzami opisujacymi wiasnoéci ukladu masowe, tlumigce
i sprezyste.

Zbadajmy wladciwosci uktadéw mechanicznych, dajacych sig opisaé za pomocg
réwnaf ruchu we wspdtrzednych gidwnych.

Jezeli uklad opisany jest réwnaniem:

~
(2.23) [ A ]ii+Bé+quo,
AN
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to mozna otrzymac glowne postacie drgan swobodnych, jeZeli spelniony jest jeden
z podstawowych dwdéch warankow.
1. Wspdlczynniki thamienia sa proporqonalne do wspdlczynnikdw sprezystodei:

(2.24) B=x,C,

gdzie rc, jest staly rzeczywista liczbg. Strukture
geometryczng takiego ukladu pokazano na rys. 3

2. Wspdlezynniki tlumienia sg proporcjonalue
do mas: '

(2.25) B=r1c, A. Rys. 4

Strukture geometryczna takiego ukiadu pokazano na rys. 4. W plerwszym przypad-
ku, tj. dla (2.24), réwnanie (2.23) po wprowadzeniu wspdirzednych gidwnych przyj-
mie postad:

~ . N B
(2.26) [ n, ]S‘,Jﬂcl [ k, ]s;,+[ k., ]$v=0, v=1,..1n,
~ AN AN

a wigc wspolezynnik thumienia dla v-tej postaci drgan bedzie mial wartoéc

P ow k, 1 )
(2.27) 5‘,=7 m, = K10,
lnb

1 iy E Cir fpy 1 Ky ,}: Cir Hry
=0 =
! 2 E Dir My 2 2 Ayy
oraz
J, 1
= P 1 Woy .

W drugim przypadku, tj. dla (2.25), otrzyma sie
~ . ~ . ~
[ m, ]s,,Jrrcz{ m, ]Ser[ k., ]sv:O, v=1,..,1;
~ ~ hN

1 1 x,

028 J,=—1,=const oraz =— .
) v 2 yv 2 (Do‘,

Analogiczne wyniki mozna otrzymaé, jezeli rozpatrzy si¢ ukiad z thumieniem
histerezowym, ktéry mozna opisaé za pomoca réwnania

£

\ o
(2.29) [ A \]qff— -

q+Cq=0.
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Jezeli
(2.30) B*= ’CT c,
to
1 1,

(2.3D 5, = 5 K1Woy, BT T const
Jezeli
{2.32) B¥=x A,
fo

I x) 1w}
{2.33 : = ——
( ) (S\F 2 :CU()V '}h 2 wgv

Jezeli zatem podezas badan eksperymentalnych mozna wyodrebni¢ drgania gléwne
(swobodne), to na podstawie pomiaru dekrementu thumienia d, (w,,) mozna przyjac,
Ze macierz opisujaca thumienie spelnia jeden z czterech rozwazanych ‘warunkdw
{rys. 5). Na rys. 5 naniesiono réwniez linia przerywang spodziewany wykres d, (wo,)
dla dwoch rodzajéw vkladow z wyrazami lepkosprezystymi.

dy, dy="To 2ty

d=% ?‘51wﬂzv

&,= 1% x, =const

I | wprzypadiu wystepowanta
| wyrazdw lepkospr

&=% x;/mm,

Wgy

Warto dodaé, Ze spelnienie zwigzku (2.24) lub (2.30) jest wystarczajgce, ale nie
zawsze konieczne dia opisania uktadu za pomoca nie zwigzanych z soba réwnan
we wspotrzednych gldwnych. W szezegélnodei nie jest to konieczne dla ukladéw
symetrycznych, to jest takich, w ktérych wspolezynniki rozkladu p,., przyjmuja
jedynie wartesé £ 1 oraz 0. W uktadach takich moga by¢ usuniete te thumiki, ktére
nie naruszajg symetrii ukladu {11].

Z przeprowadzonych dotychczas rozwazafi wynika, ze¢ w ukladzie mechanicz-
nym swobodnym da sig wyodrebnié gléwne postacie drgaf przy kazdym rodzaju
thimienia, jezeli mozna wyrazié je w postaci réwnowaznego ttumienia wiskotycz-
nego lub histerezowego o wspélczynnikach spetniajacych jeden z warunkéw (2.24),
(2.25), (2.30) lub (2.32). W pracy autora [11] wykazano, Ze jest to niemozliwe
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w przypadku tarcia suchego, ttumienia konstrukcyjnego, a takZe tlumienia materia-
lowego, jezeli energia rozproszona nie jest wprost proporcjonalna do kwadratu
wzglednego przemieszczenia mas. : -
W powyZszych rozwaZzaniach pod pojeciem gléwnej postaci drgan rozumiano
takq postaé, przy ktorej wszystkie masy drgaja w fazie lub przeciwfazie z czestodcig
@y, lub gy, ale stosunki chwilowych przemieszezens mas sa rowne wspdlezynnikom
rozkladu u,,, wyznaczonym na podstawie badania ukiadu swobodnego pozbawio-
nego wyrazow tlumiacych, Takie okre§lenie nie
moze by¢ zastosowane do wszystkich rzeczywistych
ukiaddéw, a w szezegélnosei do ukfadéw, w ktérych
sprzezenie drgaft nastepuje wylgcznie wskutek
wystgpowania elementéw tlumiacych oraz ukla-
ddéw zawierajacych wyrazy lepkosprezyste. W ta-
kich przypadkach wygodnie jest stosowa¢ zmody-
fikowane pojecie gldwnej postaci jako -postaci Rys. 6
drgann swobodnych, przy ktdérej wszystkie masy
drgaja w fazie lub przeciwfazie z ta sama czestoscia drgan @,,. Wartoéci @y, oraz
wspolezynnikéw rozkladu moga zalere¢ od wszystkich wyrazéw tworzacych -uklad.

N

R

Pierwszy przyldad nie wymieniany w znanych autorowi publikacjach dotyczy
uktadu, ktérego ruch mozna opisa¢ za pomocqg identycznego réwnania 7 (2.23):

'\\\ - + .
[ A }q+;Bq+Cq=0,
~
ale w ktorym proporcjonalne sg macierze 4 1 C:
C=r;3 A,

co umozZliwia opisanie ruchu ukfadu za pomocg nie zwigzanych z sobg réwnan
we wspolrzednych giéwnych. Strukture geometryczng takiego zdegenerowanego
uktadu pokazano na rys. 6. Sprzezenie ruchu miedzy masami realizowane byloby
tylko przez thumiki i nie miatoby sensu twierdzenie o czgstoéei drgan wlasnych lub
gléwnej postaci drgaf ukladu niettumionego. Mozna wykazaé, ze w vkladzie tym
da sig wyodrgbni¢ drgania gléwne w sensie zmodyfikowanym, a ich postaé zalezy
od wartoécl wspolczynnikéw thumienia. Wynika to stad, ze mamy teraz nast@pujqce
warunki ortogonalnogci [zamiast (2.8)]:

Zaiiﬂt\{ﬂik:(} dla v#k,

(2.34)
Dl bty pip=0 dla v#£k.

Po transformacji wspdStrzednych wg (2.9) za pomocg macierzy wspolczynmkow
rozkladu, wyznaczonych wg (2 34), ofrzyma si¢ réwnanie

: ~ o ’ . N
(2.35) [ w1, ] Syt [ i ] 8y, [ ", ] 5,=0,
~ ~ ~
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a wiec

1 A,

(2.36) w3 =K, =const, J, Y .

Duzg grupe uktadéw, w badaniach ktdrych moze by¢ wykorzystane zmodyfiko-
wane pojecie gléwnych postaci drgan, stanowig uktady z wyrazami lepkosprezystymi
‘typu pokazanego na rys. 7. Zapis réwnan ruchn w postaci macierzowej nie przynosi
tu korzyéci; zapis klasyczny ma postac

<t p<1l
+ Z (bir%'_}‘cn q:-)—é_ Z ’?Pt qt+ 2 plp ‘II 2 ”ptém
p>1
(2.37) - 2 pl'péip:Qis i: 15 eary Pl
p>1

Ppi(épi“qp)kiuﬁpi(épt_qg:{):
i=1,..,n; p=0,1,..,n dla p<i.

W réwnaniach tych £,; oznacza przemieszczenie obudowy thumika, znajdujacego sig
miedzy masa (lub uktadem odniesienia) p, & masg i. Oczywiscie ¢,=0 dla p=0.

Wystepowanie wyrazéw lepkosprezystych podwyZsza rzad réwnan rézniczko-
wych, opisujacych ruch uktadu. Dla uktadu o » stopniach swobody, w ktérym wyrazy

\./\/\/‘\/\/\fh m? 42

y AR
3912 [*’?12

{p=0) ""['1 -

"‘(az (iPF*

N

%\

Rys, 7

lepkosprezyste wiaza wszystlie masy z soba i ukladem odniesienia, rzad réwnania
rézniczkowego miatby wartosé N=2n--(n+1) #/2, a nie jak zwykle 2n. Na przyklad
rownanie charakterystyczne dla uktadu o trzech stopniach swobody byloby 12-tego
stopnia. Jezeli rozwiazan ukladu (2.37) poszukiwaé si¢ bedzie w postaci

— et
ql‘.z;{'iewra épi_lm e,
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to spoéréd N pierwiastkéw réwnania charakterystycznego bedzie 2k pierwiastkow
sprzgzonych zespolonych typu ;= —d,+jwg (k=1,..,n) oraz N—2n pier-
wiastkow rzeczywistych, typu w,= —d, {s=2n-+1, ..., N). Warto tu zwrdcié¢ uwage,
e zaréwno &, jak i o, beda mialy wartodci wieksze niz w przypadku pominiecia
‘wyrazen Maxwella.

Uklad autonomiczny o # stopniach swobody mozna opisa¢ za pomoca réwnan
we wspolrzednych gidwnych (w sensie zmodyfikowanym), jezeli da sie wyodrebnié
kolejne k=1, ..., » postaci drgan, dajace sic dla kazdej z mas opisa¢ réwnaniem

N
{2.38) o= HMir [ Z A e fem % (o], coswy t+c), sinmg, t)] .
s=1
przy czym niekidre ze wspdteczynnikdw A,, moga byé réwne zeru; A, ¢;, 1 Ciy
odnosza si¢ do pierwszej masy, a uy oznacza wspdlczynnik rozkladu i ma byé
liczba rzeczywista,

Metoda poszukiwania warunkdw przejécia do opisu za pomoca wspdlczynnikéw
gtownych zostanie oparta na zastapieniu wyrazow typu Maxwella przez réwnowazne
modele Voigta o parametrach zaleznych od czgstoéci drgad wiasnych e, [9]. Dla
uktadu wg rys. 7 mofna wiec wyznaczyC zastepore wspdlczynniki sprezystoscl
Kyie () 1 thamienia %,,, (w) 1 traktowad uldad tak, jak z thumieniem wiskotycznym
w ukladzie Voigta. I tak, zgodnie z rozwazaniami poprzedniego vozdziaty, moina
uktad opisac za pomoca nie zwigzanych z sobg réwnan we wspétrzednych gldwnych,
gdy A,../k . =const, Dla ukladu wg rys. 7 pocigpa to za sobg konieczno$é spelnienia
warunkdéw

'(2-39)_ hpi=%rkpy  oi=Kukp, pu=rinky,

gdzie wy, 1oy | oryy 82 wspolezynnikami proporgjonalnodcl. Zastepeze wspdtezynniki
sprezystodci 1 thumienia beds mialy postaé:

2 2
(2.40) hyis = byt Py = (’f tx L)
. piz i~ T Hpi p§i+w§vﬂfzﬁ et I 1t ch’n—j—a)g‘,xf[
oraz
a2 2 2 2
D i oy Ky
@41 kyie=kpit P52 7=k '(I R A
( ) iz pl+p[)l Pﬁ;"l'w(zlv 1?1?;: o + . Kizll—i_c’)gvxi?]
Stosunek
2 2
(2.42) otz _ (i@, Klzl)—{_K”Kf”

=2 2 2 2 2
kpiz KT g, ey o @5, Ky

Jest dla danej czgstosel w,, staly dla wszystkich p, /. 'Naiezy zwrociC uwage, Ze przy
zachowaniu warunkow (2.39) nie zmieniajg si¢ postacie drgaf w stosunku do ukladu,
w ktérym pominigto by wyrazy lepko-sprezyste typu Maxwella, Wspolezynniki
rozktadu g, moga byé wyznaczone na podstawie réwnan (2.8), poniewaz wspol
czynniki w nawiasach (2.40) Iub (2.41) mogg by¢ wyniesione przez znak sumowania
w rownaniach (2.8). Zmieniaja si¢ natomiast dwa podstawowe parametry: wraz ze
wzrostem czgstosci rosng wspélezynnilki sprezystosel od k,, =k, dla we,=0 do
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kpu=kp (1+wp) dla we,~oc oraz maleja wspélezynniki lepkosci ' od A=
=y (krtay,) do A=k, ;. Wskutek tego czesioéel drgaf wlasnych g, beda
coraz wigcksze (w stosunku do ukfadu bez cziondéw Maxwella), a wartoéé wspoéiczyn-
nika 4, wg (2.27) bedzie coraz mniejsza dla coraz wyzszych postaci drgan, Uwzgled-
niajac, ze wspdélezynniki ¢, sa zaleive od k,;:

n
Cy = E

p#i
pozostale e, =k,, dla r#i, p=r, bedzie przy wykorzystaniu (2.12)

,'S'W

2 .
n K

. (243) 2(5 = IC[ I lf]] 2

i Cirz Mry #:v
) b ' (IC +r 4%“ ) @?
1 Iz av -
lII+wOvKII S“ Dir Py Hivy III+ w()v H .

Spodziewany wykres funkcji 4, (@q,) przedstawiono linig przerywana I na rys, 5.
Przy warunku (2.25), ktéry teraz przyialby postac

(2.44) b[rz =¥ iy,

ukiad musiatby ulec przeksztalceniu do pokazanego na xys. 8 a jego parametry
musialyby spelniaé warunki:

. ., .
(2'45). hoy=x'my, o =Kk""my,  por=xr""m.

Zastepeze wspdtczynnili sprezystodci i ttumienia beda-mialy wartosei: -

pz KIIIZ
. o
(2 46) h = .?LI i— = a2 5T T ICI—I—K”—
. Qiz Qi ’?01 2 i e 2 1123
p01+m0v?]{)1 Lo —i_':'o()v‘lc
. . 2. 2
: ’ wa"?Oi Woy K
(2.47) Ko =Togs 1-pos—r ot = e e
. Oiz 708 pOi 2 a 2 COf ?T'liK' Iyl 2 tia
Po;+ 0o, oy e g, ¥

Pozostate wartosci wspstezynnikoéw beda bez zmian: h,,=h, dla p#0. Stosunck

e

hoiz s K

(2.48) m, =y'+K PR
jest dla danej czgstosci mg, staly dla wszystkich 7.
Nalezy jednak zwrécié uwagg, Ze przy zachowanin
warunkow (2.44) postacie drgai beda inne niz w przy-
padku ukiadu z pominigciem wyrazow Maxwella.
_ Warunek ortogonalnosci (2.8) dla mas zostanie bez
Rys. 8  zmian, natomiast zmieni sig¢ warunek (2.8) dla sit
sprezystych, poniewaz wyrazy ko, wchodzace w skiad
Cizs zalezne beda od czgstosci zgodnie z (2.47), a pozostale wartodci ¢, dla i#r
nie bedg ulegaé zmianie. Warunek (2.8) dla sil sprezystych mozna napisa¢ w posiaci

n

S ~ S "y S
(2.49) Z{ 0,+m K ”'ZJFCOOVFC 2+‘ZJkpi}nuiv.uik+24kinurwuik:09 V%]C-

. p=1 . K
o i#r
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W odréznienin wige od przypadku poprzedniego wyraz
' i’ comrc

/r12
Jra)m, x"

m:‘

musi pozosta¢ w ukladzie réwnan (2.49), a tym samym wspdlezynniki rozkladu
zaleze¢ muszg od czestoscl wy,.
Wspdlczynnik tfumienia
2 bDiz }uizv .

2.50 2= =K
( ) ¥ B‘! aii ﬂ.'?v e +K ]Cf112+a)§"’€112

K:r:z

maleje wraz z czgstodcia wymuszen. Sp0d21ewany wykres przedstawiono linig prze-
rywana II na rys, 5.

Nalezy dodaé, ze koncepcja wyznaczania zastepezych wspolczynnikdw spre-
zystosci 1 thumienia ma jedynie wykaza¢ mozliwosci opisania ruchu uktadu we wspol-
rzednych gléwnych, ale nie moze byé np. wykorzystywana do badania proceséw
przejéciowych.

2.2. Ukiady nicautonomiczne

Uldad bez thumienia mozna pobudzi¢ do drgad wg zadanej postaci drgan gldw-
nych przy dowolnej czgstosei wymuszefi, jezeli zostana nadane takie warunki po-
czatkowe, zeby drgania wlasne nie ingerowaly w procesie drganiowym, oraz jezeli
na kazdg z mas dziata¢ bedzie si!la:

(2.51) =0, ,uh, sinat,

Stad wniosek, Ze siiy muszg by¢ przytozone do wszystkich mas (Q,=0 tylko wiedy,
gdy u,,=0) oraz musza mied zgodnq lub przeciwna fazg (wyznacza to znak wspél-
czynnika pu,.).

Mozna réwniez wykazad, 7e dowolng postac’ drgan gléwnych otrzyma sie za
pomocy jednej sily tub kiltku sit o dowolnej amplitudzie i stalej fazie, ale tylko wtedy,
gdy czgstoS¢ wymuszen jest réwna odpowiedniej czestosei drgaf wlasnych w,.
Podobny efekt otrzymugje sig, gdy Humienie iest bardzo male: skladowa s, wechodzaca
w skiad (2.9) bedzie wielokrotnie przewyzszaé inne sktadowe i dlatego uktad drgan
bedzie w przyblizeniu wg v-tej postaci. Na tej zasadzie opiera sie¢ wyszukiwanie
czgstodei drgan wlasnych ukladu w,, (przynajmniej dla nizszych postaci).

Uklad tlumiony réwniez mozina pobudzié do drgan wg zadanej postaci drgaf
gtownych przy dowolnej czestosel wymuszen, ale tylko wtedy, gdy uklad ten spehnia
warunki, umozliwiajace opisanie go za pomocy niezaleznych rownan we wspol-
rzgdnych gléwnych.

Rozpatrzmy ruch uklady, o ktorym zaklada sie, ze kazda z mas drga zgodnie
z v-tg postacig drganh:

N
(2.52) [ A ]E+B(§+Cq=Qsinwz,
™~
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pdzie Q jest macierza kolumnowa i przedstawia amplitudy sif, dziatajacych na
poszezegdlne masy. Jezeli spelniony jest jeden z warunkow przeksztalcenia, np.
B=x, C, to (0znaczajac elementy macierzy A przez hi, i=1, ..., #) réwnanie ruchu
masy pierwsze] mozna mapisaé w postaci

(2.53) my al‘i'él Ky Z iy v a1 Z i fy=015IN0,

r r

a mas pozostalych w postaci

- LS R 4 . .
(254) migi‘fn" i q: Z Ci:’ﬂrv+7 Z cir}ursziSIHwta i=2,..,7.

iy iv
r r

Przyjmijmy, #¢ poszczegdinym masom zostaly nadane takie warunki poczatko-
we, ze drgania wlasne nie ingeruja w procesie drganiowym. lub e drgania wlasne
wygasty pod wplywem tlumienia. Wtedy ruch masy pierwszej opisze réwnanie (ptzy
wykorzystaniu (2.14) i (2.27))

259 = — : —gin (cot— arctg _:E"(?ﬁ_) ,
my V(wgv4w2)2+4§3wz wm_wz

a ruch masy /-tej

2:36) 4= < : sin (a)t —arctg _?j)_) .
me VY (wh,— 0?)2+497 w? Wk —

Ma byé zachowany stosunek g;/g: = fiv; skad

m;
(2.57) Q=0 ﬂiv?n'l"-

Jest to taki sam zwiazek jak (2.51).

W podobny sposéb mozna wykazaé mozliwos¢ pobudzania do drgan wg zadanej
postaci drgan glownych kazdego ukladu, spelniajacego warunki przeksztalcenia
typu (2.21), oméwione w p. 2. Warto tylko zwrécié uwage, ze w przypadku ukladu
z wyrazami lepkosprezystymi wraz ze zmiang czgstoci wymuszef zimieniaé sig
beda wspdkezynniki sziywnodcl, w zwigzku z czym przy wyznaczaniu charakterystyk
amplitudowo-czestosciowych zgodnie z (2.55) i (2.56) uzyskano by krzywe analo-
giczne do pokazanych na rys. 21 w pracy [9].

R.E.D. Bisuor i G. M. L. GLapwgLL [1] wykazali, ze dowolng posta drgan
gléwnych mozna otrzymaé rowniez dla ukiadow tlumijonych, nie spetniajacych
warunkéw przeksztalcenia typu (2.21), ale tylko przy czgstose wymuszen odpowia-
dajacej ozestodci drgaft wiasnych wo,. Jest to zagadnienie rzutujace na dalszy tok
rozwazan i dlatego tu zostanie pokrétce powtdrzone.

Autorzy badaja uklad z tlumieniem histerezowym i wiskotycznym (dochodza
oczywibcie, do analogicznych rezultatéw). Przesledzimy dla przykiadu tok rozu-
mowania przy badaniu ukfadu opisanego réwnaniem macierzowym

D,
(2.58) Aq —%;quCq:Qsinwt.
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Zbadajmy warunki, jakie trzeba nalozyé na kolumnowa macierz Q. Zcby wszys-
tkie przemieszczenia ¢, (r=1, ..., n) byly w tej samej fazie, tzn. macierz przemieszczef
mjata postaé

259 q=hsin{wi—0).

Wstawiajac (2.59) do (2.58) otrzyma sic réwnanie macierzowe

(2.60) cos(C—w? A)A+sind Dh=Q
ordaz
(2.61)  —sinB(C—w A\ cos O.DA=0.

Jezeli zalozymy, 7e cos 0£0, to (2.61) moze byé napisane w postaci .
(2.62) [tg0(C—w?d)—D]a=0,

Warunkiem koniecznym i dostatecznym spelniania réwnania (2.62) jest, aby
(2.63) ltg 8 (C—w”A)-D|=0.

Jest to réwnanie algebraiczne stopnia # wzgledem tg 6. Dla kazdego tg 6, istnieje
wektor wlasny A; spelniajacy rownanie

(2.64) [tg 8, (C—w?4)—DIA,=0.

Znalezienie wartodci 8, i A; mozna podstawié do réwnania (2.60) i w ten sposdb
wyznaczy¢ kolumnowe macierze sit Q;:

2.65) €08 0;(C~w* AYA;+-sin6,Dh,;=0,. .
J 5=

Wida¢ z tego, Ze dobierajac odpowiednio sity dla dowolnego w mozna uzyskaé
stan, w ktorym wszystkie masy beda drgaly w zgodnej lub preeciwnej fazie, Jednak
otrzymane w ten sposob postacie okreslone przez wektory whasne A ; nie beda glow-
nymi postaciami drgad (bgda zaleze¢ od w). Tak bedzie dopiero wiedy, gdy w=uw,,.
Zauwazmy mianowicie, Ze jezeli cos 0=0, f=nr/2, to réwnanie (2.61) przyjmuje
postaé

(2.66) (C—a”AHA=0.
Zeby réwnanie na A miafo nietrywialne rozwigzanie, musi by¢ spelniony warunek
(2.67) [C—w2d4]=0,

a wiec czgstosé wymuszen musi odpowiadaé jednej z czgstodei drgan wiasnych g,
(ukladu nicttumionego). Zatem dla w=c,,

(2.68) 0:‘75/2: l,i:?\vs Q1=Qv'

R.E.D. Bisor i G. M. L. GLADWELL nie sa pewni, czy ich rezultat (2.68) moze
dotyczy¢ ukladéw o dowolnym rodzaju thumienia, ale wydaje sie na tle powyzszych
rozwazaf, e moze on by¢ rozciagniety na te rodzaje thumienia, ktérego dzialanie
moze by¢ opisane za pomoca réwnowaznego tlumienia wiskotycznego lub histere-

Rozprawy InZynierskie —3
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zowego. Poniewaz nie zachodzi przy tym koniecznosé zachowania jakichkolwiek
zwigzkow miedzy wspStezynnikami tlumicnia a sprezystodci, wigc wynik (2.68)
moze by rozciggniety na wszystkie rodzaje thumienia, omawiane w niniejszej pracy.

Dla wyznaczenia wartodei sit Q,, konieczaych dla uzyskania v-tej postaci drgas,
najwygodniej wykorzysta¢ tok rozumowania, przedstawiony za pomoca rownan
(2.53)-(2.54). Zakiadamy, Ze ruch kazdej masy uktadu, opisanego za pomoca (2. 52),

\ a a
[ A ]q+Bq+Cq=Qsinwmr,
~N

odbywa si¢ zgodnie z v-tg postacia. Wtedy réwnanie ruchu dla pierwszej masy
mozna napisaé w postaci

(269) HY alv_l—élv Z blr nurv+q1v 2 clr,urv:Q1vSin oyl

¥

a nastepnych w postact

(270) ny QL Z bu urv : i Cip oy = Qi Sill wﬂvt: 1223 ey 12
W odréznichiu od (2.55)-(2.56) kazdej z mas irzeba przypisa¢ inny wspdlczynnik
thumienia:

}__: blrﬂrv Z birﬂrv

(271) 25iv;_tﬁ~—"—- ’ 2§1vm
ity My [y

Wartosci amplitud ¢, 1 g; [patrz dla poréwnania (2.55) 1 (2.56)] beda nastepujace:
Q:lv in

2.72 = = :
( ) d1v 1, 281, @oy s m, 28,, oy

Ma byé zachowany stosunek ¢u/qiy= iy, WigC

; birﬂrv mi 5”
(2.73) in=‘Q1v1ﬁ—bl—T:Q1vﬂiv i

3. IDENTYFIKACIA UKLADOW MEBCHANICZNYCH NA PODSTAWIE FKSPERYMENTALNIE
WYZNACZONYCH WSPOLCZYNNIKOW ROZEKLADU

Jak mozna wynioskowa¢ z analizy przeprowadzonej w. poprzednim punkcie
zestaw aparatury, konieczny do realizacji eksperymentalnej czefol zadania, powinien
sktada¢ sig z kilku wzbudnikéw, umozliwiajacych wymuszenie drgafi z regulowang
amphtuda sity, czestodcig i faza oraz zestawu pomiarowo- rejestrujacego do pomiara
parametréw drganiowych: przemieszezen (predkosel, przyspieszef) mas Oraz przc-
sunied fazowych Spoéréd specjalistycznej aparatury tego typu na wymienienie
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zastuguje bardzo bogaty zestaw produkeji francuskiej PRODERA, opisany w pra-
cach [25, 36 1 42], Zestaw ten np. w zastosowaniu do badan kadlubéw samolotéw
Concorde obejmowal kilkadziesiat wzbudnikéw elektro-magnetycznych, kilkaset
elektro-dynamicznych czujnikéw predkosci, rozbudowany ukiad zasilajacy, ana-
liznjacy i pomiarowy oraz rejestrator X-Y, za

pomoca kidrego budowano wykresy admitancii - Cayjnike
dla kazdej postaci drgad gléwnych. Webudniki |_predkode]

ot . ————= Baduny uktad |—
Cecha szczegdlnie interesujgca aparatury =
PRODERA jest mozliwosé czedciowego niwelo- T_ﬁ J
wania sit tlumienia przez przykladanie do mas Rys. 9
dodatkowych sit, bedacych w fazie z predkoécia-
mi tych mas i do tych predkodci proporcjonalnych. Dla dokladnego zsyn-
chronizowania fazy i amplitudy tych sit przewidziana jest mozliwosé Sprze-
Zenia zwrotnego miedzy czujnikami predkosci a wzbudnikami, jak to pokarzano
schematycznie na rys. 9. Dzigki temu mozliwe jest wyodrgbnienie gléwnych postaci
drgan przy dowolnej czestoéci wymuszen réwniez w tych przypadkach, gdy wspot-
czynniki thumienia nie spelniaja warunkéw transformacji typu (2.24) lub (2.25).
Przyjmijmy, Ze aby w ukladzie mozna bylo wyodrebnié giéwne postacie drgan
w macierzy wg (2.18) M”" BMs lub w innym zapisie

(31) Z bir)uiv Lk ‘;'.'u v=1,..,n

i,k

muszg zniknaé wszystkie wyrazy dla k#v. Jezeli parametry ukladu nie spetniaja
warunkow typu (2.24) Inb (2.25), to realizacja tego zadania przez przykladanie
do mas dodatkowych sil w fazic z predkodcia jest mozliwa, ale stanowi zadanie
trudne. Widaé to chociazby z przykladu dla ukladu o dwdch sfopniach swobody.
Suma (3.1) w postaci rozwinigtej jest nastepujaca:

dla v=1

[b11+2b12 Ha1 D2z #21] S1+{b11+b12 (fa1Ft22)+b2z fay Has] Sz P
dla v=2

[B014b0a (a1 4 122)+ b2 Haz 21] :Yi o121y paa+bas i3,] -.5'2 s
gdzie 5, i $, sa kombinacjami liniowymi predkosci g, 1 ,. Zadanie polega na likwi-
dacji sit proporcjonalnych do s,, gdy v=1 i proporcjonalpych do §,, gdy v=2.

Inng cechy szezegdlna aparatury PRODERA jest mozliwosé stosowania tzw,
badan globalnych, polegajacych (ujmujac skrétowo) na tym, ze stosuje sig mozliwie
duza liczbg czujnikéw pomiarowych, a jako reprezentatywny sygnal bierze si¢ pod
uwage sume wektorows sygnatéw wszystkich czujnikdw [36 i 42].

Przedstawiona poniZej procedura wiasna jest odmienna od procedury typu
PRODERA i, jak si¢ wydaje, znacznie prostsza. Opiera sie ona na podstawowym
spostrzezeniu, Ze ruch mas drgajacych zgodnie z jedna z postaci drgan gldwnych
da si¢ opisa¢ za pomocg réwnania (2.70). Dla wyznaczenia wszystkich parametréw
ukladu wystarczajace jest uzyskanie gtéwnych postaci drgan przy czgstoscm.ch

réwnych czgstosciom drgan wlasnych wo,.
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Proces identyfikacji moZna podzielic na dwa etapy. Pierwszy z mich polega na
wykryciu podstawowych cech ukfadu i zbudowaniu modelu obliczeniowego, drugi
na wyznaczeniu wartosci wspolezynnikdw, wystgpujacych w tym modelu. Za podsta-
wowe cechy ukladu nalezy uwazaé: liniowos¢ lub nieliniowosc, spelnienie warunkéw
wyodrebniania gldwnych postaci drgari, wystgpowanie wyrazow leplko-spreZystych,

dominujgey rodzaj thumienia a takZe liczbg mas.

Uwaza sie na ogdl, ze nieliniowo$é najlatwiej jest wykryé przez pobudzenie
uktadu dla drgan za pomocg sit o réznych amplitudach. Jezeli wartoéc przemieszezen
mas nic sg wprost proporcjonalne do amplitudy sit, to si¢ uwaza, ze uklad ma wyrazy
o charakterystykach nieliniowych. Warto jednak zwréciC uwage, ze jezeli w ukladzie
wystgpuje tarcie suche lub konstrukeyine, to odpowiadajace mu réwnowazne wspol-
czynniki tarcia wiskotycznego beda wraz ze wzrostem amplitudy odpowiednio male¢
lub rosnaé (rys. 5), a tym samym amplitudy zmienia¢ nieproporcjonalnie. Dlatego
badanie przy kilku amplitudach sit jest niezbedne dla wykrycia tego typu thumienia,
natomiast pewniejszym dowodem istnienia nieliniowosci jest wykrycie w ustaloneg
odpowiedzi ukiadu sktadowych o takich czgstoéciach, jakich nie ma w sile wymusza-
jacej. Wystarczy w tym celu dokonaé analizy harmonicznej sygnatu na wejsciu
i wyisciu z ukiadu. Jezeli stwierdzona nieliniowos¢ jest slaba, to na ogoét moze byd
ona pominigta. W czasie badan eksperymentalnych nalezy utrzymac przemieszozenie
mas w mozliwie matych granicach. Otrzymane w toku badaf wyniki bedg miarodajne
dla uvkladu w poblizu poloZenia réwnowagi.

Spelnianie przez ukiad warunkéw transformacii do wspdlrzednych gléwnych
mozna wykryé stosunkowo latwo. Po uzyskaniu jednej z gldwnych postaci drgan,
czego dowodem bedzie przemieszezanie sig wszystkich mas w fazie lub przeciwfazie
oraz zgodno§é faz sit wymuszajacych Q,, z predkosciami g,,, zmienia si¢ czgstosé
wymuszen bez zmiany amplitud sit. Jezeli masy przemieszczaja sie w dalszym ciagu
w fazie zgodnej lub przeciwnej, to uklad spelnia warunki transformacii; jezeli na-
tomiast nastepuje zmiana faz, to ich nie spehnia,

Stwierdzenie wystepowania wyrazéw lepko-sprezystych jest dosy¢ ztozone. W pra-
cach znanych autorowi na temat identyfikacji zagadnienie to jest pomijane. Cecha
szozegolna ukladu z takimi wyrazami jest to, Ze wraz z kaZda zmiang czgstodel
zmicnia si¢ sztywno$é ukladu. Nieuwzglednienie tego faktu moze prowadzié do
istotnych bledéw np. przy wyznaczaniu wspdtezynnikéw metodg mas dotaczonych.

Wydaje sig, ze stosunkowo najtatwie] jest stwierdzi¢ wystgpowanie tych wyrazow
przy okazji wyznaczania wartosci mas uktadu, jednak nie metoda jednokrotnego,
a wielokrotnego dolaczania do jednej z mas dodatkowych i wywolywania za kazdym
razem dwdch postaci drgai.

Tok postepowania jest nastgpujacy. Na poczatku wyznacza sig wszystkic glowne
postacie drgafi. Po dolaczeniu do masy my masy dodatkowej mg, zmaleje czgstosé
drgan whasnych wy,. Jezeli w ukladzie sa wyrazy lepko-spreZyste, to zmaleje réwniez
sztywnosé zastepoza, a wiec wplyw dotgczenia my, niejako sig¢ powigkszy, a obliczone
warto$ci mas beda mnigjsze od rzeczywistych. Wykonujac kilka razy podobne po-
miary, po dolgezeniu coraz to wigkszych mas (mgy <mg;...), bedzie mozna zbudowad
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krzywe (rys. 10) i na ich podstawie wyznaczyé wartosei m,. Do wyznaczenia mas
wykorzystuje sig warunki ortogonalnogei

"

(3.2) Z ay ey =0 dla  v#£Ek.

i=1
Poczgwszy od n=3 liczba réwnas jednorodnych jest réwna lub wieksza od liczby
niewiadomych a;;, co wskazuje, ze czeéé réwnan jest liniowo zalezna. 7 réwnah
tych moZna wyznaczy¢ stosunek mas. Po wymianie przynajmniej jednego réwnania

dmy
s i T FEECZYWISTE
_— _‘_.?«- _..? (3 g
T
|
.
|
i [ |
! | |
I | |
I | !
| i | for
gy tigy Way Way
Rys. 10 Ruys. il

na rownanie dodatkowe, w ktérym wystapia wspStezynniki rozktadu dla dwdch
postaci drgatt v i k, zmierzonych po dolaczeniu do jednej z mas np. a,; masy dodat-
kowej my, ukIad réwnan stanie si¢ nicjednorodny, wystapi po prawej stronie
wyraz —mg i, ity i to umozliwi obliczenie wartosci kazdej z mas m,=a,.

Przykiad. Niech bedzie ukiad wg rys. 11. Zalézmy, Ze zmierzono nastqpujqce
wspotczynniki:
la1=1, H3y=1,
Ha22=0, Haz=—1,
Haa=—1, pa3=1,
Warunek > a;; s, =0 (v#k) prowadzi do nastepujacych rownan:
dla v:lj k=2 (a;;=m,)
(@) mytmy poy paytmy pag sy =0, czyli my+m, 0—my=0;
dla v=1, k=3
(b) mytmy iy fras+ms plag pas=0, czyli my —my+nty=0;
dla v=2, k=3
(€) my+my piy poa-timy jss paz=0, czyli my-fm, 0—my=0.
Liniowo zalezne sg réwnania () i (¢). Z ukladu tego wida$, e m, =m,=m,
natomiast m,=2m. Po wymianie réwnania (a) na réwnanie dodatkowe

r 1 ? r _ I ! ’
MMy oy fag s iz Hag = — Mg fy1 Yas

mozna obliczy¢ konkretne wartoéci mas (g, 4, 0znaczaja wartodci wspdlezynnikow
rozkladu, wyznaczone po dolgczeniu masy m, do masy m,).
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Po dolaczeniu do masy m, dodatkowej masy my >mg, wykonaniu pomiaréw
Hins fhirs Obliczent itd. mozna zbudowa¢ krzywe wg Tys. 10 1 ustalié wartodci m;,
a takZe stwierdzié, czy w ukladzie sg wyrazy lepko-sprezysie. Jezeli punkty na krzy-
wej nic lezq na prostej réwnoleglej do osi odcigtych, to uklad zawiera takie wyrazy.

Whioski co do typu wyrazow lepko-sprezystych mozna wyciggnaé na podstawie

. wykresow zmian sziywnoSci i wspolczynnika thimienia w zaleznodci od czgstosei
wymuszet, Badanie zmian sztywnoscl najwygodniej jest przeprowadzi¢ droga
wywotywania drgaf gléwnych o tej samej postaci, ale o réznych czgstosciach. Mozna
tego dokonaé przez powickszenic kazdej z mas o jednakowy procent. Postaé drgan
si¢ nie zmieni, bo wprowadzenie stalego mnoznika nie zmieni warunku ortogonal-

nosci
Z ag iy =0

Jezeli wprowadzimy oznaczenie na skiadniki réwnan (2.69) i (2.70), odpo-
wiadajace

D Civ by
r

(3‘3) c = C,.,Ll v ci = ’
. L ;1 tr e ¥ Uiv

to zmieniajac czestodci drgan wlasnych (przy te] samej postaci) mozna ustali¢ ko-
lejne wartosci ¢;, (Woy) =My ©Fy Ciy (o) = (my --mg) &g, itd, jak to pokazano na
rys. 12,

Podobnie na podstawie (2.72) moina wyznaczy¢ wartodci wspotczynnikow thu-
mmienia:
Ql\' . in

3
1411 Doy G 1 Doy

(3.4 28,,=

i zbudowaé wykresy zmiennosci & (@oy). JeZeli tlumienie wystgpujace w poblizu
kazdej z mas jest jednorodne, to mozna oczekiwac, ze znalezione punkty uloza sig
wzdhiz jednej z krzywych przedstawionych na rys. 5. W przypadku wystgpowania
wyrazow lepkosprezystych, co potwierdzi¢

Giv g CV‘ musza réwniez wyniki otrzymane przy
wyznaczaniu mas i badaniu sztywnosci,
c ‘2/ punkty moga ukltadaé sig wzdhiz krzywej
I lub II. Przy znajomodci &, dla trzech

_ postaci drgaid mozna na podstawie (2.43)
i~ 1ub (2.50) wyznaczy¢ wartosci wspdlczyn-
L__’ nikéw &', %', &' lub iy, Kyp K, Weho-
) W @ G dzacych w skiad wyrazehd na sztywnodci

Rys. 12 i lepkodci zastgpoze (2.40)—(2.41) Iub

(2.46)—(2.47) (dotyczy to oczywiscie przy-

padku, gdy uldad spetnia warunki transformacji do wspdlrzednych glownych).
Wyznaczenie §,, dla kilku warto$ci amplitud sit @, stanowié¢ moie podstawg
(przy jednoczeénie wykonywanej analizie harmoniczne]) do wyciagania wnioskow

~
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na temat tarcia suchego i konstrukeyjnego. Stanowi to zarazem koniec pierwszego
etapu procesu identyfikacji.

Zebrane w pierwszym etapie dane daja podstawe do zbudowania modelu obli-
czeniowego, przy CZym znane sg jui wartodci mas. Sprawa si¢ upraszcza, gdy znana
jest struktura geometryczna uktadu, tzn. sposob powigzania mas, ale nie jest to
konieczne: mozna zalozy¢ istnienie rdznorodnych powiazan za pomocs lacznikéw
sprezystych i thumigeych, a nastgpnie sprawdzi¢ to zalozenie w toku obliczania
wartoéci parametréw modelu.

Wspdlczynniki sztywno$ci dla ukladu wyrazow lepkosprezystych c¢;, moZna
wyznaczyé na podstawie zaleznodei wynikajacych z (2.70):

(3.5) Z Cirﬂrv:#ivmiCOgv'

Liczba réwnat jest wystarczajqca nawet przy zatozeniu, ze kazda masa potgczona jest
z kazda, bo liczba nieznanych wspélezynnikow ¢;,, wystgpujacych w kazdym z row-
naf (3.5), jest réwna liczbie mas. Po wyznaczeniu ¢, tatwo jest juz obliczyé wartosci
wspolezynnikéw k;, wg rys. 3, bo ¢, =k;, dla i#r, natomiast warto§é ¢;; réwna sig
sumie wspdlczynnik 6w sprezyn, stykajacych si¢ zmasa i; np. ¢, =kqq kit ks,

Jezeli ukiad zawiera wyrazy lepkosprezyste, to jego wspolezynniki sprezystosei
musza zalezeé od czestodci wymuszen. Wydaje sig, Ze najprostsza metoda polegataby
na wykorzystaniu wynikéw pomiaréw zestawionych na rys. 12, Przez kolejne zmia~
ny czestosci drgan wiasnych w pobliZzu oy, i utrzymaniu statej postaci drgafi mozna
zbudowaé réwnanie podobne de (3.5). Liczba zmian czgstoéci zalezy od liczby po-
wigzafi masy i z masami sasiednimi (moze by¢ wige niekiedy ograniczona do dwdch).
Obliczone wartodci ¢;, beda stanowily vfrednione wartodci w poblizu we,. Poste-
pujac podobnie w poblizu dalszych czgstosci wo, mozna zbudowaé krzywe ¢y, (@o,)
i na tej podstawie, przy jednoczesnym wykorzystaniu krzywych dla wspélezynnikéw
tlumienia &, (wy,) (0 czym niZej), modelowaé wyraz lepkosprezysty.

Technika wyznaczenia wspdltezynnikéw thumienia b;, jest podobna do wyznacze-
nia wspdtczynnikéw c;, z tym jednak, Ze na podstawie wynikéw badan pierwszego
etapu, a zwlaszcza wykreséw d;, (w,,), nalezy ustali¢, jaki typ ttumienia wystgpuje
w cztonach tgczacych sig z masa i. Jezeli wyraz ten nie ma charakteru lepkosprezyste-
go tylko wiskotyczny, to warto$¢ b,, mozna wyznaczyé z uldadu réwnan wynikaja-
cych z (2.71) i (2.72):

3.6 3 b=

Jezeli wyraz ten nie ma charakteru lepkosprezystego ale histerezowy, to analogicz-
nie wspdlczynniki b;, nalezaloby wyznaczy¢ z rownania

in Hiv
(37) 2 bi,,u,.v=_‘““““.

Tiv
Wreszcie, jezeli wyrazy tlumiace b;, maja charakter lepkosprezysty, to nalezaloby
wykorzystaé pomiary prowadzone przy wyznaczaniu lepkosprezystych czlondw
c;» W poblizn kolejnych w,,. Wykorzystane bylyby przy tym réwnania typu (3.6).
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Z opisanych metod wyznaczania wartosci paramelrdw identyﬁkowanega uktadu
wyraznie widaé korzyéci, jakie wynikaja ze znajomoséci wspdlezynnikéw rozidadu
gléwnych postaci drgaii. Prace obliczeniowe ograniczaja si¢ do rozwigzania ukladdw
liniowych. réwnan algebraicznych o malej liczbie niewiadomych, podczas gdy przy
mnych metodach identyfikacji, opartych np. na wykorzystaniy charakterystyk ampli-
tudowo-czestosciowych Tub amplitudowo-fazowych, konieczne jest na wstepie
zbudowanie funkcii przenoszenia (transmitancji), a nastepnie rozwiazywanie zto-
zonych ukfaddéw nieliniowych réwnan algebraicznych.
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IDENTYFIKACTA UKLADOW MECHANTCZNY.CIH O CZE.ONACH LEPKOSPREZYSTYCH at1

PczmomMme

UIEHTAOMKAUNS MEXAHMYECKITX CHCTEM
C BABKOVIIPYTAMH DIEMEHTAM

Pafora ces3aHa ¢ UpeARIOyINeH cTAThe asTopa {9]. B nawanme ofcysmensl m3BecTHLE frpo-
nefypsl obmeil ¥ moHok HOCHTHPHKAINN, ¢ HCIONLIOBALHEM ACTEpMUIACTCKHX ¥ Cay9ispix
BO3MYHIeRTHE, Jlanmee YIPEACTARICH HOBLIH BAPHANT RRCHTHOWEANWE, OCHOBAHMLIA HA TPHHIRNG
BLIACTIEHHS THABUEIX (opm xoneOanwii, Jfaunsii METOH JaeT BO3MOKHOCTD OOpeAeIeHs 3Ha-
HCHTH ROMPGHEIIENTOR B YPABHERWIX ABIKEHT O0BEKTA, TAKME H B ToM CITydae, KOTHa O COmep-
HHUT BAIKOYIPYTHE IIFCMEHTHI,

SUMMARY

IDENTIFICATION OF MECHANICAI, SYSTEMS WITH VISCOELASTIC BLEMENTS

The present paper is related to a former publication [9] by the author, The introduction contains
a discussion of the known procedures of general and compleie identification, in the cases of de-
terministic and random excitations; next, a new variant of identification is presented, based on the
principle of separation of principal vibration modes. This method enables us to determine the
values of coefficients of the equations of motion of the object, also in the case when it containg
viscoelastic elements.

POLSEA ATADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIIL

Praca zosiala zlozona w Redakcji dnia 10 paZdzicrnika 1972 »,





