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OBLICZANIE POZAKRYTYCZNYCH UGIEC
SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH PEYT KOLOWYCH

ZENON WASZCZYS Z ¥ N (KRAKGW)

1. UwAGL WSTEPNE, ZALOZENIA 1 OZNACZENIA

Analiza pozakrytycznego: odksztalcania sig konstrukcji wymaga uwzglednienia
nieliniowoéci geometrycznych (tzn. pominigcia zasady zesztywnienia), & w przypad-
ku uzycia materialdw o wlasnosciach sprezysto-plastycznych — réwniez nielinio-
wosci fizykalnych. Eaczne ujecie tych dwdch typow mnieliniowosci znacznie komphi-
kuje matematyczny opis zjawiska, co znajduje swoje odbicie w stosunkowo malej
liczbie prac podwieconych tym zagadnieniom J10].

W przypadku plyt kolowych, poddanych dzialaniu réwnomiernie rozloZzonego
ci¢nienia radialnego, trudnosci matematyczne mozna czgéciowo obejéc przez ogra-
niczenie rozwazafh do modelu idealnie sztywno-plastycznego materiatu. Takie po-
dejécie zastosowal A. N. SHERBOURNE [9] w odniesieniu do plyt pelnofciennych,
a J. R. Lerik [5] do plyt sandwiczowych. Rozwazania prowadzone w tych pracach
wymagaly zatozenia rozkladu pola predkosei przemieszezen badZ profili naprezen,
co wplywa na postaé rozwiazaf. Taka analiza potwierdzila efekt tworzenia sig
warstwy brzegowej, znanej z obliczania plyt sprezystych (por. [2]). Nie moZna bylo
jednak wyznaczyé strefy naprezen rozciagajacych w obszarze Srodkowym, wystg-
pujacym w plytach sprezystych przy odpowiednio duzych ugigciach. Naprezenia
te mozna wyznaczyé dopiero po uwzglednieniu sprezystej czefci odksztaleen [4].

W pracy tej podamy metode obliczania pozakrytycznych ugigé ptyt kolowych
przy zaloZeniach ogélniejszych, niz byly stosowane w dotychczasowych opracowa-
niach. Zajmiemy si¢ mianowicie ptyta wykonana z materiatu wstqpme izotropowego,
sprezysto-plastycznego o hmowym kinematyczno- lzotropowym wzmocnieniu. Do
obliczefi uzyjemy réwnain wyprowadzonych w pracy [10] dla obliczania duzych
ugieé powlok obrotowo-symetrycznych, ograniczajac rozwazania do idealnej plyty
sandwiczowej (w szczegdlnoSei odnosi sig do niej hipoteza Kirchhoffa odcinka
normalnego) o statej grubosei. Na plyte dziata jedynie cignienie radialné réwnomiernie
wzdiuz kontury zewnetrznego. :

Do rozwiazania problemu poczgtkowo-brzegowego, opisanego podstawowym
ukladem réwnan, uzyjemy zmodyfikowanego algorytmu z pracy [11]. Zostal on tam
opracowany dla metody pélodwrotnej bezposredniego catkowania, stosowanej
z powodzeniem do wiclu zagadnieft mechaniki. konstrukeji (przeglad -odpowied-
nich prac mozna znalezé w [10]}.
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W pracy wykorzystamy ulatwienia wynikajace = przyjecia przekroju sandwiczo-
wego; w pordéwnaniu z praca [11] podamy bardziej precyzyjne ujecie lokalnych
odciazen a w «Dodatku» szczegélowe omoéwienie probleméw obliczeniowych, |
zwiazanych z odwracaniem zwigrkéw fizycznych. Dalsze usprawnienie polega na
obniZenin rzgdu dwupunktowego zaga,dmema brzegowego mozllwe W rozpatrywa-
nym przypadku pozakrytycznych uvgiec.

Bedziemy postugiwali sig okresleniem procesu aktywnego lub biernego w usta~
lonym punkcie plyty (je$li powstaja w tym punkcie przyrosty odksztalced plastycz-
nych, to ma miejsce proces aktywny) w odréznienin od obcigzenia i odcigZenia,
ktdre to terminy bedziemy laczyli ze zmiana parametiu obciaZenia zewngtrznego
plvty.

Wszystkie réwnania napiszemy od razu w postaci bezwymiarowej. Indeksy j=1, 2
uzyjemy odpowiednio dla oznaczenia kierunkdw: promieniowego i obwodowego;
powtarzajacy si¢ wskaznik bedzie oznaczal sumowanie. Ponizej zestawiono gléwne
oznaczenia zastosowane w pracy
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wspolrzedne drodka krzywej graniczne] ¥ warunku plastycznosci,
wspoiczynnik liniowego wzmochicnia izotropowego,
wspdlezynnik liniowego wzmocnienia kinematycznego,

grubosé warstwy w przekroju sandwiczowym,

macierz sztywnos$ci w zwiazkach fizycznych,

odksztalcenie 1 napreZenie na granicy plastycznoscl,

wzgledne odksztalcenia 1 bezwymiarowe naprezenia. wzdinz  kierunkdw
gléwnych,

parametr Odgvista,

uogolnione odksztalcenia powierzchni $rodkowej,

kat nachylenia normalnej po odksztalceniu plyty,

grubosé plyty,

intensywno$¢ obcigZenia zéwnetrznego

r=T]25cr,, — odeWiednio sity podluZné, momenty zginajace i sila poprzeczna,

wspolczynnik Poissona,

wzgledne naprezenia,

c7esE dewiatorowzi Wzglqdnyéh n'ap'rézc'r':,

mtensywnose naprqzen o

parametr umownego czrasu teorji piastycznosm

bezwymiarowe wielkosci zachowywane dla poprzedniego czasu 7,=T,_1,
bezwymiarowe skladowe wekfora przemieszcZenia powierzchni Srodkowei,
promien kota rownoleznikowego przed i po odksztalceniu plyty,

wektory  wierszowe swobodnych wartosei poczatkowych warunkow brze-
gowych, .
pochoidne geometryczne,

pochodne wzledem czasu.
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2. PODSTAWOWE ROWNANIA

Posluzymy si¢ réwnaniami, ktore zostaly wyprowadzone dla powlok obrotowo-
symetrycznych we wezeénigjszych pracach [10 i 11]. Réwnania te dostosujemy je-
dynie do rozwazanego problemu stanu pozakrytycznego plyty kolowej.

Rys. 1

Jako zmienna niezalezna przyjmiemy wspolrzedna materialng &, odmierzang
od §rodka plyty (rys. la). Hipoteze odcinka normalnego rozciggniemy na caly
przekréj plyty, dzigki czemu odksztalcenia w warstwach noénych

: 1
2.1 e.i::ajia-kj, j=1,2

J
mozna wyrazié przez uogolnione odksztalcenia powierzchni $rodkowej:

1 _— 1 (H-u’ l) ; 1

31—517( )-Ep cos g ’ 51*6‘”(}9»

2.2 .

{ ) 1 u 1 sing
3= — ky=—

g, & e, &

Réwnania rownowagi napiszemy dla niecbcigzonej powierzchni Srodkowej:

(ny x} =n, 'sinp—(£x)’,
(2.3) . .
(m, x)' =@cos0+2)',  t=n,tge,

gdzie, zgodnie z (2.2),, uzyto wiclkosci I'=1-}-g, 2;.
Uogdlnione sity wewnetrzne wyrazimy przez. naprgZenia w:dolnej i gérnej pélce
(rys. 1b): o

! : 1
2.4 nj-——?(sj%«s;), mj=?(sf—sj_).

Zwiazki fizyczne feorii plynigcia plastycznego napiszemy w postaci przyrostowej
{10}:

(25) de zEjk dek: Js k= 1: 2,
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gdzie elementy macierzy E;, zaleza od typu procesu:
a) proces aktywny, ds; =0

. 1 o) 1 = 0 I =0
26 Eyy=— M J z‘f‘B) E12=E21=H(“31S2+VB): Ezg_zﬂ(512+3)s

2 2
M=5§72425, 5, 182 +-(1—v)B, B= Y (c+—3— A)fz ;

b} proces bierny, ds;<0

A v
Ty PeTETT4

We wzorach dla procesu akiywnego (2.6) podano warto§é wspélczynnika B
dla przypadku liniowego wzmocnienia, gdy chwilowy ruch $rodka powierzchni
plastycznosdei (krzywej granicznej F) jest opisany prawem Zieglera:

2.6") E L =E;p=

2.7 da;=c (def +def+-dety,
a krzywa graniczna moze rozszerzaé sie: -
(2.8) s2=§y 2—slsz+sz =f2,' f—l—!—Ael,

Tak wigc wzory (2.6) opisuja liniowe kmematyczno Izotropowe wzmocnienie, gdzie
¢ jest wspdfczynnikiem kinematycznego, a A wspdlczynnikiem izotropowego wzmoc-
nienia. Wzmocaiente izotropowe zaiezy od parametru Odqvista é,:

&= [ de,,  dé,= 1/“ (et + def, des-+ (des)? ]
2.9) /
de’=de;—ds;+v(ds,+ds, —ds)).
Podobnie jak w [11], ze wzgledu na proponowana metodg rozwigzywania, pod-
stawowy uklad réwnan jest wygodnie napisa¢ w postaci quasi-liniowe;j:

w=l'cosp—1, o'=lsing, ¢'=¢k,

n=(n,—n) —cosp—n, ¢'tgy,

’

2.10) m£=(m3—m1);cosqo—l—2nll'tgqo,
A T I
nj:_z_(sj +Sj)5 mJ':mé_(sj BEIP)
1,
Ejk . éh?:zajj'_M_]Cj,
2
edzie
(‘?’11) ]'-_'—'1“%“8;,3[, :‘x='u+£.7 :

a3, i k; sg okre§lone wzorami (2.2),. Zmiennymi niezaleznymi w podanym uktadzie
rownafi beda wspdtrzedne typu Lagrange’a: geometryczna ¢ 1 czasowa T.
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3. ROZWIAZYWANIT PODSTAWOWEGO UKEADU ROWNAN

Obok geometrycznej zmiennej niezaleznej & prayjeto drugg zmienng 7, ktéra
bedziemy nazywali umownym czasem teorii plastycznoéei. Jako taka ZnMenng przyj-
miemy dowolny, monotoniczny rosnacy parametr wystepujacy w réwnaniach
(2.10). Jako © mozemy przyjmowaé zaréwno wielkosel statyczne (np. sily wewnetrzne
w drodku plyty), jak tez kinematyczne (np. wybrane uogdlnione odksztalcenie
w ustalonym punkcie plyty) .

Podstawowy uklad réwnan (2.10) jest silnie nlelmlowy i 1ozw1azac go ‘mozna
numeryczme metoda pélodwrotng, stosowang w poprzednich pracach [10 i 1]
Metoda ta wykorzystuje rozprzeZenie ukladu (2.10) wzgledem pochodnych geo-
metrycznych "1 czasowych, Mozna mianowicie rozwigzywaé zadanié brzegowe,
opisane picrwszymi pigcioma réwnaniami (2.10), dla ustalonych wartoéci t=1,,
przy czym wielkosci wystepujace po prawej stronie tych réwnaf obliczymy z po-
zostatych réwnan (2.10). Pochodne czasowe zastepujemy réznicami wstecz, liczac
je na podstawie wartofci zachowywanych w pamieci maszyny dla v, =7,_;. Taki
tok postgpowania wymaga znajomosci stanu poczatkowego, tj. wpisania do pamieci
odpowiednich wartodci, kidre sa rozwigzaniem zadania brzegowego dla 7=1,.

Zadanie brzegowe bedziemy rozwigzywali metoda polodwrotng, zamieniajac
je na zadanie z warunkami poczatkowymi. Spetnimy wszystkie warunki brzegowe

na jednym brzegu, od ktdrego rozpoczynamy catkowanie, dobierajac Itelacyjme
swobodne warunki poczatkowe tak, aby byly spetnione wszystkie warunki brzegowe
w punkcie kortcowym calkowania.

Jesli wielkodci wystepujace w pierwszych pieciu réwnaniach {2.10) napiszemy

w postaci wektora

(3'1) {y}={u: 'D’ 7’, 7’1'1, n?l}:
to bedziemy rozwigzywali nastepujace zadanie poczatkowe:
(32) . {y}':{f}, {y}{):{os 03 0: "I:Inl}[)a

gdzie {f} jest prawg strong odpowiednich réwnan (2.10}, a {y}, wektorem wartosci
poczatkowych. _ _ _

Rozwiazywane zadanie bedzie dwupunktowe typu 3+2 (niesymetria wynika
ze scatkowania odpowiedniego réwnania na ¢, przy czym wzér (2.3)., i=n,tgp,
odnosi sig do przypadku niepodparcia $rodka plyty). W punkeie poczatkowym &g
spelniono warunki brzegowe o =wy =g, =0, a wartoci nyg 1y nalezy tak dobraé,
aby speli¢ warunki brzegowe w punkcie &, :

a) swobodne podparcie

(3.3 ~ {¥i={mfcos pr=—p, m;=0};;
b) utwierdzenie
(3.3) Yi={p=0, ny=—p}, .

Dobdr swobodnych wartosci poczatkowych jest réownowazny rozwiazaniu
réwnania

(3.4) {X} [Ne]= {Y} gdzie  {X}={n,, m},

Rozprawy In*ynierskie - 11
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kidre, wobec nieznanei macierzy Ne (macierz ta ma w (3.4) przedsiawiaé procedurg
numeryeznego catkowania) mozna rozwigzaé iteracyjnie, korzystajac z algorytmu
opracowanego w [10].

W naszym przypédku mozna rozwigzywanic problemu jeszcze dalej uprogeid
przez sprowadzenie zadania brzegowego do typu 1--I. MoZna mianowicie jeden
z elementow wektora {X} przyja¢ jako umowny czas i zmiemiaé tylko wartogé
drugiego. Spetniaé bedziemy tylko jeden warunek dla &;: odpowiednio m, =0
lub =0, a wartoié sily p= —n,;,/cos ¢, bedziemy nanosili na odpowiednich
wykresach. Taka parametryzacja znacznie upraszcza zadanie, gdyZ w spoadb istotny
obniza czas obliczen na k'omputerze.

Postugiwanie sie przyrostowynmi zwiazkami teorii plyniceia plastycznego oraz
uwzglednienie historii procesu wymaga postugiwania si¢ pamigeia maszyny, Jedli
biezgey czas oznaczymy przez T=1,, to W pamigci maszyny dla r,_, =7, bedziemy
zapamigtywali po sicdem wartosci dia kazdej z wartw: s}, €, 47, &, gdzie j=1, 2.
W ten sposéb dla przyrostu umownego ©zasu

(3.5) AT:TJI_—TH’—]:T’-HMT*
bedziemy mogli obliczyé przyrosty potrzebnych wielkodci:

* *
AS.f:Sj (TH)_-SJ (Tﬂ.-)=sj_sj N A€j=€j—€j,
(3.6) | |
Aép:éﬂ'“é:s A'TJ:SJ_S:-‘ itd.

W (3.6) i w dalszym ciggu wszystkie wiclkosel odnoszace si¢ do poprzedniego czasn
T, = T,_1 beda oznaczone gwiazdks, a bez tego indeksu dla czasu biezacego t=1,.

Réwnanie (3.2) bedziemy catlkowali numerycznie, przy czym dzigki wzorom
{(3.6) mozna tatwo przechodzi¢ od wielkosci skoficzonych do przyrosiéw i odwrotnie.
Jedli w wyniku rozwigzania znajdujemy sig w punkeie &,, to znajac skladowe wektora
{¥} nie potrafimy jeszcze obliczyé jego pochodnej {»},, gdy?z w wektorze prawych
stron {f} znajduja sig wielkosci 34, ky, 1y, m,. Obliczymy je ze zwiazkéw przyrosto-
wych, przy czym bedzie zachodzita koniecznodé odwracania zwigzkéw fizycznych.
Jedli mianowicie znamy 9,=wu/é, k,=sin @/, n;, my, to mozna policzyé ich
przyrosty wedlug (3.6), a nastepnie przyrosty napreZen i odksztatcent w oddzielnych
warstwach

, -
3.7 Ae;t:zlazigdkz,' Ast=dn, +4m, .

Teraz mo#na skorzysta¢ z algorytmu podancgo w «Dodatku» i koleino obliczyé
del i Aey, a nastgpnie Asl i As;. Korzystajac z pamigei maszyny obliczamy

38 e=ctAel,  sh=shetdsy, =1,

a nastgpnie ze wzordw (2.1} i (2.4) obliczamy potrzebne wartodci 3y, ky, #,, W12,
Jesli po dojsciu do &, jest spetniony warunek brzegowy mip=0 (lub @, =0)
to powtarzamy obliczenia drukujac potrzebne wyniki i poprawiajac pamigé, Pamieé




OBLICZANIE POZAKRYTYCZNYCH UGIEC SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH PLYT 153

poptawiamy przez dodanie przyrostéw, ktore odpowiadaja czasowi 7,. Jak podalis-
my -w «Dodatku» wartodcl @; i &, poprawiamy dla As,>0, pdzie

(3.9) Asi=si—fi, s={52—s] 55 F5H)H2,

Tesli w rozpatrywanej warstwie zachodzi proces bierny, tzn. A5, <0, to wartosci a*;.

PR . e

i &, pozostajg bez zmiany. ) o
Przy przechodzeniu od czasu v, do nowego 1,,,=1,1 At plerwsze przyblizenie

swobodnej wartosci poczatkowej moze byé obliczone wedlug wzoru ekstrapolacyj-

1ego

(3-10) (0)Xu+123(AC1*X1H1)+31M2-

Obliczona wartod¢ o)X, .. jest nasigpnie poprawiana iteracyjnie, np. przy uzyciu
metody siecznych, az do spelnienia warunku brzegowego z zgdana dokladnoscia.

4. POZAKRYTYCZNE UGIECIA PLYTY SWOBODNIE OPARTEJ

W celu :weryﬁkacji proponowanej metody wykonano obliczenia numeryczne
plyty swobodnie podpartej. Przyjeto, Ze material plyty jest Scisliwy, sprezysto-
plastyczny o liniowym wzmocnienin kinematycznym, Do obliczen przyjgto naste-
pujace dane: :

=001, v=03, A=0, c=0,006667,

Bezwymiarowy promied nicodksztaleonej plyty wynosi &, =15, co oznacza, ¢ jest
on 15-krotnie wiekszy od stalej grubodci f.

“Obliczenia wykonano na EMC ,,Odra 1013”, stosujac metode Rungego-Kutty
do numerycznego catkowania ukladu réwnat (2.10). Calkowanie rozpoczynano
od drodka plyty,. tj.-od &,=0. Krok calkowania zageszczono w okolicy punktow
Eo 1 & pray A =1 prayieto: 4 X AEM4, 2 AE[2, 10 AL, 4 x AE[2. Aby uniknaé oso-
bliwosei.w punkcie &, przy liczeniu pochodnych ny i m, przyjeto w pierwszym kroku
wzordw Rungego-Kutty &k, n, =k, m,; =0. Jako
umowny czas 1 swobodng wartodé poczatkows 2
przyjeto uogdlnione odkszialcenia w §rodku
plyty: t=ko=kig=ksg, X=23y=231p=2,0. p

Poczatkowy czas ko =0 przyjeto dia obcigze-
nia p=1, gdy plyta ulega wyboczeniu. Obliczenia
doprowadzono do 1,=23.50 (powstaje wtedy |
ugiecie $rodka plyty v, =2,340), poniewaz proces % I
iteracyjnego . spetniania warunkow brzegowych ' Rys. 2
przestal by¢ zbiezny, Moglo to powsta¢ w wy- :
niku zbyt duzego kroku catkowania, ktory jednak nie mégt byé zmieniony w czasie
obliczen ze wzgledu na ciggle odwolywanie sie do odpowiednich wartodei zacho-
wywanych w pamigci komputera.

Na rys. 2 pokazano zaleznoéé pomiedzy kg 1 2o, wyznaczona numerycznie jako
rozwigzanie rownania (3.4) dla problemu brzegowego typu 14-1. Na krzywej

1 15 2 /

ra
o
o

/ |
=
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9 (ko) zaznaczono dwa charakterystyczne punkty. Punkt I odpowiada poczatkowi
wtdrnego uplastycznienia (powstania procesdw czynnych) w warstwie dolnej w érod-
ku plyty (po wyboczeniu rozwijaly si¢ w niej procesy bierne, tzn. byla ona lokalnie
odciazana). Punkt IT jest zwiazany 7z rozpoczeciem proceséw biernych w gdrnej war-
stwie, ktdre rozwijaja sie {przy odpowiednio du-

my zych ugieciach) od érodka plyty ku jej podparciu.

" [ "f{\\ Najbardzie] interesujaca zalezno$é tgigcia
77| od obciaZenia zostala pokazana na rys. 3. Dla
pordwnania na tym samym rysunku pokazano
zaleZnosc p (v,), uzyskane w pracach [9] dla plyty

18

a8

5

01| e petnodciennej 1 w [5] dla plyty sandwiczowej,
a2 T przy zaloZenin idealnie sztywno-plastycznego
o 10 15 L—Teo | materiatu. Podobnie jak w cylowanych pracach
a2 BE “| uzyskana przez nas zaleznosé p (v,) wskazuje na
» 1 niestatecznoé¢ procesu obcigzania (dokladniej
) — - Prucafd] nalezatoby méwi¢ o odciazaniu plyly przy wzro-
e iy -~ Praca[5] cie jej ugied), przy czym wartoscl ugieé¢ obli-
% (.f | _ czone w [5] sa dla tych samych obciazef kilka-
10 _ . krotnie wigksze, niz obliczone przez nas na
Rys. 3 podstawie zaloZenia, Ze material jest sprezysto-

plastyczny ze wzmocnienient.

Na tym samym rys. 3 pokazano zaleznoié pomiedzy momentem zginajacym #ig
1 silg osiowg n, w §rodku plyty, a maksymalnym ugigeiem v,. Zatamania wykreséw
wystepuia we wspomnianych punktach I i II. Ponadto w punkcie 11 pojawiaja sie
sity rozciagajace, kidre przy wzroscie ugieé (dla v, > 1,64) rozszerzaja si¢ na coraz
wigkszy obszar wokét §rodka plyty.

To zjawisko jest bardziej widoczne na rys. 4, gdzie pokazdno rozkfad uogdlnio-
nych sit wewnetrznych n; i m; wzdluZz proniienia piyty dla wybranych wartodci
ugigé vy, (podano wartodci v, odpowiadajgce punktom I i IT Tub ustalonym -wartos-
ciom umownego czasu T=k,). Obok tworzenia sig obszaru rozeiagajacach sit osio-
wych stwierdzono rdwniez powstawanie strefy brzegowej ze znacznymi wartosciami
sit obwodowych n, i momentdw zginajgcych m,.

Tworzenie sie warstwy brzegowej oraz powstawanie sit rozciagajacych jest znane
z analizy plyt sprezystych [2]. W przypadku modely idealnie sztywno-plastycznego
mozna rowniez wyznaczy¢ warstwe brzegowa [9], nie mozna jednak obliczy¢ napre-
Zel rozeiagajacych w Srodku plyty. Wymaga to uwzglednienia sprezyste] czesci
. odksztalcen [4], jak teZ rozpatrzenia procesdw biernych w plycie.

Wplyw przyjetego modelu materialu na rozkfad sit jest istotny zwhaszeza w pIyCle
sandwiczowe]. Jest to widoczne na rys. 3, gdzie wartodel sily podbuznej n, i momentu
zginajacego my w Srodku plyty, obliczone w [5] na podstawie zalozenia modelu
idealnie sztywno-plastycznego, roznig sig znacznie od wynikéw uzyskanych w obec-
nej pracy dla plyty sprezysto-plastycznej. Roznice te wystepuja zwlaszeza dla matych
ugigé. Ciekawa jest réwniez dosé dobra zgodno$é wynikdw z rezultatami obliczed
wykonanych w [9] dla pelnoscienng] plyty sztywno-plastycznej.
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- 5. UWAGI KONCOWE

Gléwnym celem pracy bylo dalsze ulepszenie metody pdlodwrotnej, ktdéra
w ostatnich latach zostala z powodzeniem wykorzystana do obliczania malych {6
i duzych ugieé powlok sprezysto-plastycznych [1, 11].

Podany przyktad miat na celu gldwnie weryfikacje proponowanego algorytmu.
Obliczenia byly prowadzone dla plyty wykonanej z materiatu sprezysto-plastycznego,
co pozwolito na wykrycie efektow znanych z plyt sprezystych: W szezegdinosci
stwierdzono, Ze wystepuja duZe obszary proceséw biernych | wtdrnych, zwigzane
Ze znaczng redystrybucja sit wewngtrznych w plycie,

Analiza taka byla wlatwiona dzigki uzyciu przyrostowych réwnaf teorii ptyniecia
plastycznego, ktdre obok fizycznej poprawnosci okazuja sig wygodniejsze w oblicze-
niach niz réwnania fizyczne teorii odksztalceniowej [12].
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Stwierdzona niestabilnos¢ metody przy duzych ugieciach (w przykladzie nure-
ryczirym byly to ugietia fzedu dwdch grubosci powloki) mogla byé zwiagzana za-
réwno z ustalonymi na pocza(tku obliczefl krokami calkowama jak tez z efektami
brzegowymi, -

W tyn ostatnim plzypadku dobre wyniki moze daé polgezenie metody bezposred-
niego catkowania z podzialem konstrukeji na segmenty [3]. -

W pracy rozwazano tylko symetryczne ugigeia plyt kolowych, co pozwolilo
sprowadzi¢ problem do rozwigzywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych. W tym
przypadku metoda‘bezpos'redniego numerycznego catkowania jest efektywniejsza
od powszechnie stosowanych metod elementéw lub réimic skoriczonych [7, 8],
gdyz pozwala na numeryczng analize zlozonych zadas mehmowych nawet na ma-
tych komputerach.

Problem ulegnie duzej komplikacji, jesli wystgpuja niesymetryczne formy réwno-
wagi (moze to mie¢ miejsce np. w plytach pierscieniowych nawet przy symetrycznym
obcigzeniu brzegu). Tutaj proponowana metoda moze by¢ mato przydatna i zadania
bedzie mozna rozwiazywaé na podstawie metody elementéw skoAczonych,

DODATEK

Przy numerycznym catkowaniu podstawowego ukladu rdwnafi duzych ugied
sprezysto-plastycznych plyt zachodzl koniecznoéé odwracania zwigzkdw fizycznych.
Znamy mianowicie w kazdej warstwie de, i As,, a cheemy obliczyé de, i 4s,. Po-
damy teraz odpowiedni algorytm obliczen, kidry zostal spiawdzony W numerycz-
nym przyktadzie w p. 3. -

Najpierw liczymy As, 1 de, jak dla procesu biernego, posiu;,ujqc sie wzorami
(2.0): _ e . - B .

- sy’ =vds, |- de,, Aei'ﬁ(l—v—)m1 des,

i Sp“‘“’dzam}’ znak przyrostu 1ntensywnosc:1 ) R
(D.2) P

gdzie

(2 ° 0 L0 Mz g
857 =(5" =5 S0 F5201") 2, f*—1+A€p,
D.3) o ) e
) § =8, +As5; —ay, .gze[w,gz FAsSa

Jesli Asg' <0, to mamy do czynienia z procesem biernym i do dalszych obliczes,
obok znanych de; i As,, przyjmujemy:

(D.4) Asy=Adsst,  de =4de8, da,=A4e,=0, j=1,2.
Jedli 45% =0, to wystapi proces aktywny. W tym przypadku liczymy 4s, i de,

wedtug danych zawartych w pamigci maszyny. Po obliczeniu E},, E,, £, z (2.5)
wynika

(D.5) Aebt = o (s, = Ey,Aey), A =E}, del' L E), de,.
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Teraz sprawdzamy znak przyrostu intensywnogci naprezen

vl _ opit
(D.6) dsp=st'—f,,
gdzie obok nowych oznaczen
|[m‘02 o 0 o (/2 . i *
D.7 Sh= (s =8 Syt S )Y, Sap1= 8,485 —a,

uzyto s, if, jak w (ID.3). W zaleznosci od znaku AsP nalezy rozpatrzeé dwa przy-
padki. :
1. Jedli As?'20, to wystapi proces aktywny i przyrosty potrzebne do dalszych
obliczen wynosza:
Asy =AY, Adey=de?, da;=c(del - Ael+-Aeh),
(D.8) ,
Ao /3 (et +Aet el 1 (des)] 7,

gdzie przyrosty odksztalee plastycznych oblicza sig wedhig (2.9),:
(D.9) def=Ae;—Asitv(ds,+ds, — A5},  j=1,2.

2. Jesli AsP? <0, to dla przyjetego przyrostu umownego czasu wystapi tylko
czgdciowo proces aktywny (rys. 5). Z takim przypadkiem spotykamy sie przy prze-
chodzeniu przez krzywa graniczna. Liczone przyrosty rozdzielamy w sposob
przyblizony na cz¢$é sprezysta 1 plastyczng. Crzeéé przyrostéw odpowiadajaca pro-
cesowi biernemu obliczamy tak, aby osiagnaé krzywa Fi:

(D.10) Asj=sg—sj+d],  Aej=As;—y{ds|+As,—4s]),
edzie '

O o U . ol .f
(D.1D) S TRS 8 TRy, K= ;, .

W (D.11) postezono sig wielko§ciami obliczanymi wedlug (D.3). Teraz mozna
obliczy¢ czgéé prayrostéw odpowiadajacg procesowi aktywnemu:

(D.12) As)=ds —As;, Ae)=Ae,—Ae),

a po obliczeniu EY,, EY,, E5, dla sm , brakujace przyrosty de; i As, wyznaczymy
podobni¢ jak w (D.3):

(D.13) Ael = (ds) —Ef, de),  dsy=Ef, Ae|+ES, el

Ef
Y.aczne, poszukiwane prazyrosty wynosza
(D.14) Asy=As,+As),  Aey=de]+Ae) ;

przyrosty da; i 4é, liczymy wedfug (D.8), tylko pozostawiajac de’; As) zamiast Je,
i As; po prawej stronie (D.9). . :

Przechodzenie od umownego czasu 7, do nowego t,,, =1, 14,7 wymaga po-
prawiania w&rtosm zawartych w pamigm maszyny dla t,=1,_;. Jesl przyjmlemy
oznaczenie

(D.].S) - +T*=T*+AT=Tn_1+An_1 T=Ty,
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to moZzemy napisaé
(D.16) wSy =SS, =it ey,
‘ +ajﬁa —§—Aa +e 76 +4é,.

We wzorach (D.16) przyrosty de;, da; i 4é, nalezy pzyja¢ wedlug (DD.4), (D 8) lub
(D.14),

Rys, 5 . Rys. 6

Wartosé sj poprawiamy tak, aby byla zawsze spelniona réwnosé = .
Ze wrzgledu na przyblizone obliczenia (dla procesu aktywnego. liczymy skoficzone
przyrosty dla 1, na podstawie Efk wedtug danych dla 7, =7,.,) moZemy po oblicze-
niu As, wedtug (D.8) lub (D.14) wyjéé poza nowq krzywa graniczng F= _F,; wy-
razniej to widaé na rys. 6 sporzadzonym dla materialu idealnie splf;zysto—plastycz—
nego. Z tego wzgledu po obliczeniu da; i A€, obliczamy

(D.17) _ AsY =5, — (s} —d, — day),

gdzie

(D.18) S=n'Sy,  S=As () —d) - day),

K'=",  [=lHA@4A48), s =( s s )2,

W przypadku As <0 przyjmujemy 4s% =A4s;, a wigc do poprawienia pa\migci Wy~
korzystujemy wszystkie wzory z (D.4). :

Obliczenia zostaly wykonane w Ofrodku ETO Politechniki Krakowskie]. Autor pragnie
podzigkowaé p. drowi J. Wilkowi za wykonanie programu w kodzie wewnelrznym maszyny
EMC Odra 1013,

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIE

“1. J. C. GerpEen, F. A, SwveNow, D. I, HUNTER, Large deflection analysis of elastic-plastic shells
nusing umerical integration, ATAA Journal, 9, 8, 10121048, 1971,

2. K. O. FraebricHs, I; J. STOKER, Buckling of the circulay plate beyond the critical thrust, I, Appl.

~ Mech, 9, 1, 7-14, 1942,

3 A KALN!NS ILF. LESTINGI, On rmn]meaf mmlym of shei!s of revolution, J. Appl. Mech.,
34, 1, 39 - 64, 1967,

4. J.R. Lerik, O rawnowiesii gibkich plastinok za priedielom uprugosti, 21, 6, 833 - 842, 1957



OBLICZAMNIE POZAKRYTYCZNYCH UGIEC SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH PEYT 359

5. ). R. LEpik, K osiessimetricziomu izgibu. kruglyel zestko-plasticzeskich plastin, Inz, Zurnal-
Mech. Tw. Ticla, 4, 104 - 110, 19606,

6. P. V. MarcaL, C. E. TurNer, Numerical analysis of the elastic-plastic behaviour of axisyrimetri-
cally loaded shells of revelution, J. Mech. Engng. Sci., 5, 3, 232~ 237, 1963,

7. P. V. Marcal, Large deflection analysis of elastic-plastic plates and shells, Proc. First Intern.
Conf. on Pressure Vessel Technology, P.T, Design and Analysis, ASME, 75 — 87, 1969.

8. B.P. Porov, S, YAGHMAT, Liear and rionlinear static analysis of axisynmmetric loaded thin shells
of revolution, Proc. First Intern. Conf. on Pressure Vessels Technology, P. I, Design and Analysis,
ASME, 234 - 237, 1969, ‘

9. A.N. SuerBOURNE, Collapse of a rigid-plastic circular plate i uniform compression, J. Mech,
Engng Sci., 2, 2, 133 - 142, 1961.

10, Z. WaszczyszyN, Obliczanie skoviczonyceh ugieé sprezysto-plastyczitych plvt i powlok obrofowo-
symetiyeznych, Zeszyty Naukowe Polit. Krak,, 3, 1970,

11. Z. WaszczyszyN, Caleulation af sandwich shells of revoiution at large elastic-plastic deflections,
Arch, Mech, Stos,, 24, 3, 483 - 498, 1972,

12, Z. WaszczyszyN, Poslekriticzeskoje rawnowiesife krugowoj idiealizivowannaj  plastinki  za
priediefom uprugosii, Inz. Zurnab-Mech, Tw. Ticta [w drukul.

Pcaiome

PACUYET 3AKPUTHMUYECKWUX TIPOTWEOB VIPVIO-IINACTUHECKHMX KPYEIBIX
HITACTHMHOK

OCHOBHAS CHCTEMA YDABHEIMH, OMHCHIBAFOLUKWX KOHECUHBIE HPOTHORL YIPYrO-NNaCTHISCKEX
o0onoyek, 6nira pHemocofena B npenbymux paboTtax apropa [10 ¥ [1] xnst onwcamsa 3aKpu-
THYECKOTO COCTONHNS KPYTIOH NTacTHHKH, NOABSIIKEHHOH HeHCTBKIO PAZWAIILHOTO HABJCHUHA,
PACOPCACICHHOTO PABHOMEDHO [0 BHEILHEMY KOHTYPY Iactynel 3agata Obima copmynmporasa
KaK HAYANLHO-KpAEBas 3ajava IJig HeCONPSLKEHHON CHCTeMMEI NRGGHepeHIMANBILIX YpaBHEeHRI,
B mampofl ¢cTaThe PACCMOTPEHEL TTACTRHSI THIA «COHABHYS H3 YOPYTO-TNACTHYECKOTO MaTepuana
CO CHOMKHbIN ARHEHHEIM KEHEMATHICCKH-M30TPOEHLIM YIFPOIHEHHEM, OMUCHIBACMOTO OIPENEIsto-
IMHME YPABHCRESME TCOPHEM INIACTWHECKOTO TeueHws (2.5).

It BHTErpHTOBAHYA OCHOBHOH cHcTeMsl ypaprerwil (2.10) scmons3opaH noyobpaTabIi
METO[, MpeanoxerHslil B pabote [11]. B ctaTee 06cyxaens oapo0OCTH aRTOPHTMA ANIA BLIYHCITH-
TegpHol MamuHel. Ocoboe BEEMaHRE 00PANIEHO HA YYET NACCHBHBIX TPOUECCOB (JIOKATBHLIX PAZTPY
30K) B ITACTHHE.

i1 npoBepry IpefnaraeMore alropyTMa BEMECICHE IPorASH cBOBOAI0 omepTol IacTHHES.
JaMeYeH0 BO3HWKHOBCHHIC KPACBOTC CIOA ¢ GOLImMMH 3HAYCHMAMM TAHIEHMANEHEIX HamPaKenmi
¥ obpazopanye OOMACTH PACTATHBAIOIIMK HAMPSIKEHW B NeHTPE MIACTHHEI, AHATIOTHINO SBIEHHIO
HABGMIOJACMOMY 1 YIPYTHX TUIACTHHAX, PesyneTaThl cpaBHWBaroTes ¢ gaHHsmMu pafor [5 u 9],
BEMHCICHELIMY Ana wAeaNbROM MKECTXO-INTACTRYCCKOH MOMeTH MaTepHalia.

B upuiokeNnm IPABSACH ANTOPHTM OOPAIUCIHS OOPCACHAAIOLIMX YPAaBHEHWH B Ipyrwe nod-
pOGHOCTH YHCIEHROTC CUETA.

SUMMARY

EVALUATION OF POST-CRITICAL DEFLECTIONS OF ELASTIC-PLASTIC CIRCULAR
PLATES

The fundamental set of equations of large deflections of elastic-plastic shells presented in earlier
papers by the author [10, 11] is adapted for the evaluation of post-critical states of civcular plates
under radial pressure uniformly distributed along the contour. The problem is formulated
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as an initial and boundary value problem, described by an uncoupled system of differential equations.
Considered are sandwich plates made of clastic-plastic material with a combined, kinematic-iso-
tropic hardening rule given by the constitutive equations of the plastic flow theory (2.5).

The fundamental set of Eqs. (2.10) is solved by means of the semi-inverse method proposed in
[11}. In the present paper the detailed algorithm intended for a computer is discussed, particular
attention being paid to passive processes (local unloading) occuring in the plate. The algerithm
is verified on the example of a simply supported plate. It is found that, simifarly to the case of elastic
plates, a boundary layer is formed exhibiting large values of circumferential stresess, while around
the center of the plate a region of tensile stresses appears. The resulfs are compared with those
obtained in [5, 9] for a perfectly rigid-plastic material.

The method of inversion of physical relations and certain nwmerical data are presented in
the Appendix.
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