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METODA SIE. DLA TERMO-LEPKOSPREZYSTYCH UKEADOW
PRETOWYCH

JADWIGA JEDRZEICZY K (GLIWICE)

1. WsTEP

Rozwdj metod ob_l_iczailia konstrukeji inZzynierskich stwarza konieczno$é sto-
sowania modeli obliczeniowych coraz bardziej zblizonych do rzeczywistodci. Wirdd
wieln czynnikéw majacych istotny wplyw na prace konstrukeji niemaly role odgry-
waja wlaciwoscl reologiczne ofrodka; zachowanie sie takich osrodkéw moze byé
opisane w wielu przypadkach réwnaniami liniowej lepkosprezystosci. Dla wiekszosci
materialow wzrost temperatury wplywa na «aktywizdcjey wlasciwosci reologicznych,
ktora jest szczegdlnie znaczna w metalach 1 polimerach, materiatach wrazliwych na
zmiany pol termicznych.

Wplyw ten jest do tego stopnia istotny, Ze oérodkl ktére w normalnych warun-
kach nie ulegajg pelzaniu, uzyskuja te wlasciwosel pod wplywem przyrostéw tem-
peratury. Laczny opis zjawisk meplnych i lepkosprezystych prowadzi do termo-
lepkosprezystosci.

W ramach fej teorii'i przy zaloZeniu, e wlasiodci mechaniczne materiatu nie
zaleza od temperatury konstruujemy rownamia quasi-statyki lepkospreZystych
uldadow pretowych znajdujacych sie w polu temperatury.

Réwnania metody sil uzyskujemy z zasady wzajemnosci Bettiego podaneJ
w pracy STERNBERGA [7]. Wyprowadzenie rdwnafi tej metody dla ukfadu N-krotnie
statycznie niewyznaczalnego sprowadza sie w tym przypadku do rozpatrzenia N
par ukladéw lepkosprezystych. Elementem kazdej pary jest uklad rzeczywisty C
poddany dziataniu sit nadliczbowych, obciaZenia zewngtrznego i temperatury
oraz uktad poddany dzialaniu sily jednostkowej stalej w czasie. Stosnjac do iych
ukladéw zasade wzajemnosci uzyskujemy réwnania metody sit dla ukladéw lepko-
sprezystych z uwzglednieniem temperatury.

Rozpatrywany w artykule problem mozemy uwaZza¢ za uogdlnienie wynikow
podanych w pracy [2], gdzie réwnania statyki lepkosprezystych uk}adow pretowych
zostaly otrzymane:na innej. drodze. o :

2. ZALOZENIA

Niech #; (%, 1), &; (X, 1), 04 (X, 1) beda skladowymi przemieszczc}__]iaf, odksztal-
cenia oraz naprgZzenia w punkcie x=(x, X,, x5} W chwili ¢, ukladu lepkosprezystego
B o modulach relaksacji G, (1), «=1,2, poddanego dziataniu. pola termicznego
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T (x, £). Zatézmy dalej, Ze na lintowy uklad termo-lepkosprezysty, o wiasciwoéciach
mechanicznych niezaleznych od temperatury dzialajac dwa ukiady sit, przemieszczen
i temperatury {S;, F;, @, th, & Oy}, 151, F1, @1, u;, &, 05}, wowezas odpowiedni-

i “ii?

kiem twierdzenia Bettiego o wzajemnodci jest rownanie (por. [7 i 8],

@1 - [ SiduidA+o [ ©+d(o]+300"%dG,)dv=
1] B
= fS;*duidA-i—af@’*d(cr;i—i-Sa@’*dGz)dz),
B B

gdzie @ (x,1)=T(x,1)—T(x, fo} jest historig pola temperatury, S;=0y;n; sitami
zewngtrznymi, o wspolczynnikiem rozszerzalnodei cieplnej, B i dB odpowiednio
obszarem 1 brzegiem oérodka.

W zwigzkach (2.1) i dalszych stosujemy konwencj¢ sumacyjng wzgledem powta-
rzajacych sie indekséw i skrdcony zapis splotn Stieltjesa (f *dg) ktorego podstawowe
wiasnosci podane 88 W pracy [1]

3., ROWNANIA ZAGADNIENIA

Nie¢h C bedzie ukladem prqtoWym lepkosprgzystym - N-Krotnie ‘statycznie nie-
wyznaczalnym, a C, zastepujacym go ukladem podstawowym, na ktory obok obcia-
Zenia zewngtrznego dziatajg nadliczbowe sity zewnqtrzne : '

X_(Xls Xz’ X3)—X(X, t): ﬁ I 2 N
o 8 6 80 ] _ .
w pracy zalozymy upraszczajaco, bez zmniejszenia ogélno_éci_ rozwazan, Je

w kazdej czastce ukladu € moze wystgpowaé tylko jedna  sifa hipe_:statyczna
X oraz ze w chwili =0, 6;;=0. Zalozenie to daje przejrzysto$¢ wszystkim wywo-
p .

dom i w sposéb elementarny moze zostaé uogdlnione na przypadek, gdy z elementem
x Jjest zwiazanych kilka st hiperstatycznych. Rownania metody sit dla tego ukladu

otrzymamy z zasady wzajemnodei, przyjmujqc nastgpujace N par ukladow sit,
przemleszczen i historii temperatury:

{Xé(k)(xz X): q5(k)(X, X), o (X, t): U; (X-, i), Ty (Xs t)} 1
a 8 ¥ . ? : o L
{16%9(x, x), O'(x,0=0, u/'(x,1), a}(x,0}
L1 i N
F(X6W(x, x), 409X, %), O, 1), (X0, 05 (% 0} ]
[ 8 ¥ 7 S

G.1) (159, x), O'(x, D=0, u'(x, 1), ol (X1}
| F i _

“{§5(k)(x5 f}()) qa(k)(X, X), @(Xa t)a Uy (X, t); Ty (X, t)} |
7 k

{159(x, %), 0'(x, )=0, uY(x,1), oN(x, D)}
B 5 o N B SRR S i

B2, 200N, p=1,2, ., M, i=1,2,37k=0,1
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gdzie 6™ (x, x) jest deltg Diraca (k=0) lub jej pochodna (k=1), X=X (x, 1) sila
I [ 8

nogdlniong (sita lub momentem), 1 1 (x) H (1) jest stala ze wzgledu na czas sila

jednostkowa, H(z) funkcjg Heaws:dea uf (x, =u;(x, 1; 1) iali(x, )=0,(x,1t; 1)

jest przemieszezeniem i naprezeniem wywolanym dzmlamem sity 1(5(") (x, x) a q—
_q(x f) obcigZeniem przytozonym w punkcie x

Wyplsumc dla kazdego z ukladow (3.1) zasad@ wzajemnosci otrzymamy:

f [X; 60(x, x)udu}' +q; 69(x, X)xdul'1d A+
B 8 P ¥

o8

+o [ Oxdsldo= [ 1,69, %) du, (x, £y dA
B B . 1

f %, 5<k)(x x)>.= uf'—!—qlc?“‘)(x x)-zcduj ]dA+

(3'2) B

ta f Oxdoi] do= f }ié"‘)(x, z_&)a’:duidA

f [X,00(x, X)xdul’ +q,8%(x, X)ndu'] dA+
OB B B ¥ ¥

ﬂf@wfa do= jl SH(x, X) ity dA.

Korzystajac z W}asﬁoéci delty Diraca [6]
(3.3) [ f0)6%(x, X)do=fP(x), k=0, 1
B i J

i oznaczajac przez §;; przemieszczenia lub obrét punktu wywolany dziataniem
uogolnionej sity jednostkowej przylozonej w punkcie x, otrzymamy.
p .

Xuddip+qeddy, +o [ Oxdol] dv=1sdu(x),
S B b I 1 1
(3.4) coen X*déjg—kq*d&” +a f @Tdo'j dt?—l-kdu(!li),
r

XxdSnp+oudd;, o f O:do do=1sdu(x),
2 7 s NN

Uwzgledniajac zwiazek [1],
(3.5) - '1=x=du (x)=u(x)=u

i wykorzystujac zaleznoSei, okreslajqce wartosm naprezenn w przekroju wywolane
dziataniem sit osmwych i momentéw zginajacych
y ﬂ--:‘MJz . M

§ = Nt 2y
(3.6) R
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gdzie %5, %y sa wspllrzednymi punktu przekroju a N;, My, M, odpowiednio
sity podhizna i momentami zginajacymi, wywotanymi dziaftaniem sity 1; J,,J,

' : e
momentami bezwladnos$ci, 4 polem przekroju preta, rownania (3.4) moZemy na-
plsac w formie

sz o Mjg ~ :
(3.6) Xudd p -+ quddyy o f @xd + %y | do=u,
2 3

Bi=12.,N, =12 ..M

4. PRZYKLAD

Rozpatrzmy uklad jednokrotnie statycznie niewyznaczalny (rys. 1) z materiatu
lepkosprezystego, opisanego modelem Maxwella i poddanego na odcinku BC dzia-
faniu stacjonarnego pola termicznego o rozkladzie T (X, t)=7, (1-+-bx3) H (t)
T (x, 0y=0(rys. 1).

a b
8 c _
“: ol %
£ XT(UVL
K i l
Rys. 1 -

Dla tego ukladu réwnanie metody sit jest postact - i .
N . | S AN
(@1 §(r)*d5n+afT0(1+bx3)H(r)*d —+— | do=0,

gdzie A jest polem przekroju preta BC, v jego objgtodeia, a J momentem bezwlad-
nodci,
Korzystajgc z wlasnodei splotu Stieltjesa [1], transformacji Laplace’a [6]
LLfO=f(p)= [ f(H)e~?dt i ze zwiazku (por. [2 1 5])
Q

_ pK E -
(42) 3[511(1)]:5(1}1 pg 3 K=—”~>

Otrzymamy 7 réwnania (4.1) transformate sily hiperstatycznej 3( (6

~ «To (14571 - 1
4.3 = — .
“3) )f(l’) a7, T+prc
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W powyiszym wzorze &3, jest ugieciem statycznym w punkcie x wywolanym
dzialaniem sity 1, # wspdlezynnikiem lepkosci, E Wspélczymlikicim'l1 sprezystosei.
Retransformata ;'unkcji (4.3) jest postaci [6]:

@4 X(1)= alo(I+bh)] (;:r Ly
X 11
W analogicznym zagadnieniu sprezystym mamy

aZy (1+bh)yl
{4.5) _ X = — 5
' : : 1 11
Poréwnanie wynikow rozwigzan sprezystych i lepkosprezystych, poddanych
dzialaniu pola temperatury, prowadzi do stwierdzenia, 7e sily wewnetrzne w przy-
padku lepkosprezystym beda mniejsze niz w przypadku sprezystym (proces relaksacii

jl_ () C’?ﬂ‘
cefa+bh)i
e o o . . . e s e et e e e . e e e e _1'.0_._ 2= {} 4
\qyg =10
g
5% x=1
ty
i H i I | -
at az 43 a4 25 tflata]
w=10""fi-ls)
#=1(t-Is)
I/ WL/
\J
J; f”‘t"/ \\\\ 1
. 2=0
- X"‘
7 —
: t=50dt 77
Rys. 2

konstrukcii). Réznica rquzy tyml rozw1qzamam1 rodnic z uplywem czasu i ze
wzrostem wspoiczynmka K. Rozw1qzama 53 identyczne tylko w poczatkowym czasie
pracy konstrukeji.

Réznice w momentach zgmajqcych przedstaw1a Tys. 2.
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Pezwwme
METOO CHUN A1 TEPMOBA3KOVIIPYTUX CTEPXHEBLIX CHUCTEM

B paboTe JAHEI ypaBHEHHS METOHA CHIl HIA BA3KOYOPYTHX CHCTEM, HOJBEPIKCHHEX DBO3-
HCHCTBHIO HECTANEOHAPHOTO TEMIEPATYPHOIO NONA. 38/(a4a DOINEHA B NANEHHOM IpHGImKCHHR
BABKOYIPYTOCTH, Ge3 yueTa TepMOMEXAMIECKHR conpsikernil. B paccmaTpEBasMoi 3aase mpea-
TFOIATACTCH TAKIKS, ITC MIMEHEHHS TEMIEPATY B! HE BIMIOT BA PEONOIHYECKRE CBONCTRA MaTepHana,
H3 KOTOPOTO TMOCTPOEHA CHCTEMA.

SUMMARY
THE METHOD OF FORCES FOR SYSTEMS OF THERMO-VISCOELASTIC RODS

The paper presents the equations of the method of forces for viscoelastic systems subject to the
action of a non-stationary temperature field. The solution is found within the framework of linear
viscoelasticity, thermo-mechanical coupling effects being disregarded. Rheclogical properties of
the material are assumed to be independent from the temperature,
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