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WSPOLDZIALANIE ZGINANIA I SCINANIA W NOSNOSCI GRANICZNE]
POWLOK WALCOWYCH (*)

HM HAYDL i AN. SHERBOURNE (WATERLOQ, ONTARIO, CANADA)

STRESZCZENTE

W notee tej podano rozwigzanie sciste dolnej granicy no$nofci granicznej dla cylindrycznych
powlok wspornikowych poddanych cidnieniu zewnetrznemu, Uwzglednione wplyw Scinania po-
przeczoego na uplastycznienie powlok. Wyniki dia cisnied niszezacych, pél naprezen i prediodei
otrzymano dla warunku plastycznodci Hubera-Misesa.

1. WsTtep

Sawczuk i Duszek [1] oraz Oscuarz [2] wykazali, 2 w nosnosci granicznej
plyt wplyw Scinania poprzecznego na uplastycznienie plyt moZe w znacznym stop-
niu zredukowa¢ obcigZenia niszczace. Wplyw §cinania poprzecznego na zniszczenie
cienkich powlok walcowych byt badany przez HAYDLA | SHERBOURNE’A [3]. Autorzy
pracy [3] otrzymali rozwigzanie numeryczne dla dolnej oceny i doszli do wniosku,
¢ zmniejszenie obeigZen niszezacych bylo tego samego rzedu jak dla plyt kolowych
[2]. Sciste rozwigzanie numeryczne dla nosnofci granicznej powlok walcowych,
poddanych ciénieniu z uwzglednieniem $cinania poprzecznego, otrzymali HaypL
i SHERBOURNE [4]. Analiza przeprowadzona w pracy {4] opasta byla na aproksymaciji
IwanNowa powierzchni plyniccia [LIUSZINA.

W niniejszej pracy bedziemy bada¢ zniszczenie walcowych powtok wsporniko-
wych, poddanych dziataniu cidnienia zewnetrznego. W szezegdlnosci pokazemy,
Ze linearyzacja powierzchni plynigcia Iwanowa prowadzi do prostego, $cislego roz-
wigzania dla oceny dolnej. Ponadto wykazemy, Ze rozwiazanie to zgadza si¢ zupehie
dobrze z bardziej dokladnym rozwiazaniem numeryczaym, otrzymanym dla tego
samego problemu przez HAYDLA i SHERBOURNE'A.

Gléwne zalozenia bedace podstawa naszej analizy sq nastepujace. Materiat po-
wloki jest sztywno-plastyczny i spelnia warunek plastycznodci Hubera-Misesa.
Wszedzie stosuja sig zwykle zalozenia i twierdzenia teorii nosnoéci granicznej dla
malych ugieé. W rozwaZaniach naszych bedziemy badaé tylko problem symetry-
czny.

(*) Z jezyka angielskiego przetlumaczyl J. Bema.



152 H. M. HAYDL I A. N. SHERBOURNE

2. ZWIAZKI PODSTAWOWE

Rozwazamy powloke walcowa, ktérej ksztalt pokazany jest na rys. 1. Obcigze-
niem zewnetrznym jest réwnomiernie roztozone ciénienie zewngtrzne p.

Roéwnania réwnowagi dla elementu powloki sa szczegdlowo opracowane w [8]
Dla rozwazanego problemu majg one nastgpujaca postac:

de -
2.0 Y No-l—p 0
oraz

dM,
(2.2)

symbole Q, M, N oznaczaja tu sity uogélnione, a x, 0 sa kierunkami osi wspétrzed-
nych. Dodatnie kierunki sit wypadkowych sa pokazane na rys. 2.

N

~
N ac
£ Ny
N EER . A MEW(
N x4 6
i | ? l
- " !
!
o~
\ y
Rys. 1. Wielkosci geomeiryczne Rys. 2. Dodatnie wypadkowe naprezefi

Zwiazki migdzy odksztalceniami i przemieszezeniami dla maltych ugieé przyjmuja
nastgpujaca postac:

- o W dw B
( . ) Ex = &g = R’ Exz = dx 3 x ™ dx ’

dx ’
W réwnaniach (2.3} przyjeto zafozenie, Ze pole przemieszczenia jest liniowe wzdhuz
grubosei powloki. Symbole u# i w oznaczaja osiowe 1 poprzeczne przemieszezenie
punktéw, lezacych na powierzehni odniesienia powloki, § obrot przekroju poprzecz-
nego powtoki od normalnej do powierzchni odniesienia, Zafozono réwniez, ze
odksztalcenia postaciowe g,; sa stale wzdlnz graboéci powlold.

k5=0
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Havypr i SuerBoURNE [10] wykazali, e powierzchnia plyniecia IwaNowa [5]
Jjest jednoznacznie okre§lona, gdy uwzglednione jest $cinanie poprzeczne. Powierz-
chnia ta ma postaé

172
(2.4 : P2+P2+—Pm+[ Piy t,,,] =1,

gdzie P sg kwadratowymi wyrazami Hiuszina. Eatwo sprawdzi¢, ze (2.4) dla problemu
rozwazanego w niniejszej pracy sprowadza sie do réwnania

Nz 3 Mz 2

2:5) N2+4 M? NG

W naszej analizie bedziemy korzysta¢ z nast¢pujacego réwnania przyblizonej po-
wierzchni plynigcia: '
V3 M, _ O,
(2.6) No-i- 2 M, =7 T3 N0~—~—1
lub

f (N, M, Q,)=const,

ktora jest linearyzacja (2.5). Powierzchnie plynigeia (2.5) i (2.6) sa pokazane sche-
matycznie na rys. 3. Zgodnie z twierdzeniami nognoSci granicznej przyjecie po-
wierzchni plynigcia (2.6) da delna ocene dokladniejszego rozwiazania opierajacege
sie¢ na powierzchni plynigcia (2.5).

Rys. 3. Powierzchnia plynigcia

Warunki brzegowe przyjeto w nastepujacej postaci:
2.7 dla x=0: Q,=0, M,=0, w=w,
oraz,

(2.8) dla x=1: N,=0, =0, w=0.
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Teoria potencjatu plastycznego [11] dostarcza dodatkowych zwigzkéw migdzy
uogélnionymi napreZeniami i przemieszezeniami (predkodciami). Zwiazki te s
nastepujace: ‘

of of of
=Y 3Nx H Eg=Y aNg ] Exz =Y an ]
e of of

k;FJ’m, ko=?3—Ma“,
gdzie y jest nieujemnym parametrem plyniccia.

Zauwaimy, ze w (2.9) nie bedziemy rozrézniaé przemieszczedi od predkosci
{lub predkosei odksztalcenia), Ich zamiana jest dopuszezalna w problemie geometrycz-
nie liniowym 1 nie wplywa na nasze rezultaty,

Z kolei mozemy przystapi¢ do rozwigzania rozwazanego problemu, gdyz wyspe-
cyfikowane zostaly wszystkie niezbedne zaleZnodci: a) réwnania réwnowagi, b)
zwigzki kinematyczne, ¢) powierzchoia plynigcia i stowarzyszone prawo plyniecia
oraz d) warunki brzegowe. Rozwigzanie kompletne polega zatem na wyznaczeniu:
a) ciénienia niszczacego, b) pola naprezen przy zniszczeniu i ¢) pola przemieszezen.

Zauwazmy, ze pola naprezenia i predkosci sa nie sprzezone i problem staje sig
statycznie wyznaczalny.

3. RozwiAZANIE

WprowadZzmy nastepujace wielkosdci bezwymiarowe:

_ M, B Ny o = 1 2
m= M, H—NO, 0_40'0 »
(HR) PR
3.1 — 2 .
.1 No=oy h, c WR Ny
V30 x LW L u -
qﬁ No 3 _Ts w__R’ u= l ’ ﬁ_ﬁ'

Korzystajac z powyzszych oznaczef z réwnan (2.1), (2.2} i (2.6) otrzymujemy
(3.2) m''+K, m'+K, m=K,,

3

gdzie «prim» oznacza rdézniczkowanie wrgledem nowej zmiennej & oraz
Ki=—y3UR), K=—2/3¢ Ky=4c(1-P).
Rownanie (3.2) ma rozwiazanie elementarne
K,
33 m=Ae* § - Betat
K,

gdzie

G4 hpo= ——t
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State catkowania 4 i B sa okreslone z (2.2) i warunkéw brzegowych (2.7), 1 (2.7),.
Stale 4 i B maja postaé
K, Az Ay

3.5 A=—" ——ro =——A.
( ) KZ Al_"‘lz ?- B ;{.2 A

Scinanie poprzeczne otrzymane z (2.2) i (3.3)-(3.5) wynosi

E
4

S (A deM L1, Bem,

(3.6) q=

a vogdlnione obwodowe naprgZenie membranowe nr obliczone z (2.6) przyjmuje

postad
V3 ( )_ V3ol

1:3
L i ¢ A2 g L 3 —_ A8 2y &
5 Ae*t* + Betrs + i R (A, Ae* =424, Be™*},

2

3.7 n=-1-

ObciaZzenie niszczace moZe byé teraz okre$lone z warunku brzegowego (2.8),.
Po niektdrych przeksztalceniach dostajemy

K,
3.8) Pil_?’
gdzie
T RTCPR o
K= —0,866 7 Sy J2+K2[ A, H{J, —JI)1
0,433 |
~ e R° _
e A el Ay

= ——— —_, . J e ———————
I T 25K,

Przystapmy teraz do wyznaczenia pola przemieszezenia odpowiadajacego ob-
ciaZzeniu niszczacemu P. Mozna tatwo wykazaé, ze uklad réwnan (2.3), (2.6), (2.9)
i (3.1) prowadzi do réwnania

3.9) WK WK, w=0.
Ogdlne rozwiazanie réwnania (3.9) ma postaé
(3.10) W=De* |- Fe* ¥,

gdzie D i E sg statymi calkowania.
Wrykorzystujac warunki brzegowe (2.7)5 i (2.8); otrzymamy nasicpuigce funkce:

Wo
(3.1 }~=W(el’* eft gt gt C).

Podobnie mozna wykazac, ze obrét f normalnej do powierzchni odniesienia

powlolki wynika z powyzszych rownan i wynosi

. R _
(3.12) 5271@'—1/3 W,
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Przemieszczenie osiowe # olrzymujemy z réwnania
(3.13) # =0,
ktére wraz z warunkiem brzegowym (2.8), prowadzi do spodziewanego rezultatu

(3.14) : ii=0.

4, PRZYPADEK SZCZEGOLNY

W tym rozdziale zbadamy przypadek szezegolny, gdy w powierzchni plyniecia
nie jest uwzgledniane &cinanie poprzeczne, tzn. gdy wplyw $cinania POPrZECZNELO
na uplastycznienie powloki jest pominigty. Powierzchnia plyniccia (2.6) w postaci
bezwymiarowej jest zatem opisana réwnaniem

@y n+§m=_1.

Postepujac jak w punkcic poprzednim otrzymujemy
4.2) m' — Ky m=K,.
Poniewaz /R=0, przeto z -(3.4) wynika, Ze

A= (K1)

i pelne rozwiazanie réwnania (4.2) przy warunkach brzegowych (2.7), i (2.7), ma

postaé
5 N
(4.3) m=-ﬁ(l =P)(cosh 1,86¢£—1).
Z (4:1) wyznaczymy n: ' '
3
(4.4) n=1 ——]g—m,
a z (2.2) otrzymujemy
4.5) . g=Hm'.

ObciaZenie niszczace P dostajemy z (4.4) i warunku brzegowego (2.8),

cos i1 [,86¢
P= cos iz 1,86¢—1"

Pole predkosci okrefla réwnanie

(4.6)

€% W — K, w=0.

Rozwigzanie réwnania (4.7) przy warunkach brzegowych (2.7), i (2.8)a przyjmuje
postaé '

4.8 ) v ”(h186 h 1,86

(4.8) W= W, |ch 1,86c¢& mshl,%cf-
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Z (2.3) otrzymujemy znowu przemieszczenie osiowe

49 2=0,

a ponicwa% zalozyliémy ¢,,—=0, mamy wicc
. . R
{4.10) ] =7 W,

“tzn. kierunki normalne do powierzchni powtoki sa zachowane.

5. WYNIKI I DYSKUSIA

Na rys. 4 pokazaliSmy nicktdre wyniki otrzymane w naszej analizie. Krzywa 1
przedstawia obcigZenie niszezace P jako funkcje parametru powloki ¢ dla przypadku
szczegolnego (4.6), w ktorym pominigto wplyw $cinania na plyniecie plastyczne.

8 P=pR/N,

=,

Bez Scinania-analiza autordw

0 ] H IS I S W I | i I S SR NS S W T
o1 a5 10 50

, ‘ ct=(t/RIY/(n/R)
Rys: 4. Obciazenie niszczace P jako funkcja parametru powloki o2

Dla pordwnania wykredliliSmy krzywa [T przedstawiajgca wyniki otrzymane
przy przyjeciu Sciste] powierzchni Iwanowa (2.5). Wyniki te zostaly zaczerpnigte
z [7]. Krzywe [1I pokazujg wplyw écinania poprzecznego na plyniecie plastyczne
dla kilku stosunkdéw I/R. Zauwazmy, Ze gdy w rozwazaniach uwzglednimy Scinanie
poprzeczne, to musimy wyspecyfikowaé obydwa parametry powloki /R 1 A/R.
W rozwigzaniu i réwnaniach wyjéciowych zatozono, ze wyrazy rzedu /R sy pomi-
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jalne w poréwnaniu z 1. Diatego dla grubych powlok nie jest 1Zeczy jasng, czy cale
zmmniejszenie obcigzenia niszezacego pochodzi wylacznie od §cinania, Moze sig
zdarzy¢, Ze za zmniejszenie obcigZenia niszczacego odpowiadaé bedzie przyjecie
réwnan dla «cienkich» powlok. Dlatego tez kizywe IIT zostaly wykre$lone tylko do
wartosci /R 5; zaktadamy przy tym, Ze wyniki przedstawione na 1ys. 4 dia grubych
powiok sa zbyt niedokladne, aby mogly by¢ wykorzystane przez konstruktoréw.

W [7] wykazano, ze wyniki krzywej IT leza w granicach 4,5 7o PO stronie bezpiecz-
nej w stosunku do wynikéw §cistych otrzymanych dla powierzchni liuszina [6].
Wydaje sig rzecza rozsgdng wyciggniecie wniosku, e nasza analiza daje oszacowanie
dla obcigzenia niszczacego, ktére powinno mieécié sig w granicach 109, po stronie
bezpiecznej w stosunku do rozwigzania Scistego opierajgcego si¢ na powierzchni
plynigcia Iliuszina, '

Na podstawie wynikéw niniejszej pracy moina stwierdzi¢, ze dla niektérych
ksztaltow powloki obcigZenie niszczace bedzie w znacznym stopniu zmnigjszone,
jesli uwzgledni sie poprzeczne odksztalcenia postaciowe. Dlatego tez, gdy przy
projekiowaniu hub analizie powlok walcowych wykorzystuje sie wyniki nosnogci
granicznej, wplyw Scinania poprzecznego powinien by¢ wzigty pod uwage.

Oglaszajyc te prace autorzy pragna zaznaczyé, ¥e zostala ona wykonana na Wy-
dziale Inzynierii Ladowej Uniwersytetu Waterloo na zlecenic National Research
Council of Canada, Grant A-1582, i stanowi czesé ogolniejszych badaf dotyczacych
wplywu $cinania na zniszczenie rowlok,
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PeswomMe

3AMETKA O B3AVMOJIEICTBUM M3TVBA - CJIRBMTA B HECVIIENA CTIOCOBHOCTH
LITMHIPHYECKUX OBOIOYEK

B 5T0# 3aMeTRe (AHO TOYHOE PEINCHAS HEKHEH OUeHKE HecyIneH criocoOHOCTHR /s HATDYCHABIK
AaBIeHREM NEAMHAPEYECKEX KOHCOHBHBIX 000H0%eK, YUHTLIBACTCS BIHAHWC CABATA HA YIUIACTH-
gpenwe obomouex. Pesynurarel His FaBHeH®A paspylIcHEd, ROMCH HaOopmxeuwdi ¥ CKOPOCTR
HONYIeHs] il yoJowmsd TacTRunocTH [yBepa-Miseca.

SUMMARY

A NOTE ON BENDING-SHEAR INTERACIION IN THE LIMIT ANALYSIS OF
CYLINDRICAL SHELLS

In this note a closed form lower bound limit analysis solution is given for pressurized cylindrical
cantilever shells. The influence of the transverse shear on the plastification of the shells is accounted
for. Results for collapse pressures, stress ficlds and velocity fields are given for the Huber-Mises
yield condition.
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