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DUZE SKRECANIE BISYMETRYCZNEGO PRETA CIENKOSCIENNEGO
O ZMIENNYM PRZEKROJU DWUTEOWYM

PIOTR WILDE, JERZY WEKEZER (GDANSK)

!. OPIS GEOMETRYCZNY ZAGADNIENIA

W pracy rozwaza sig duZe obroty przekrojéw poprzecznych preta wokol osi x,.
W wyprowadzeniach przyjmuje si¢ zalozenia teorii profili cienkoéciennych czyli
zaklada si¢, ze kontur przekroju poprzeczmego ulega paczeniu, ale jest nicod-
ksztalcalny w swojej plaszczyinie oraz ze katy odksztalcenia postaciowego
w plaszezyznach $rodnika i polek
sa rowne zeru. Przeprowadzona
analiza dotyczy preta cienkoscien-
nego o dowolnych, bisymetrycz-
nie zmiennych wymiarach §rod-
nika oraz pdlek i mogla byé
opracowana dzieki przyjecin
trzech ukladéw wspdhrzednych.
Dwa z nich, ortonormalne, zwig-
zane sg z osia xy : uklad wersoréw
e; opisuje nam punkty przekroju ]
przed odksztalceniem, a wprowa-
dzenie wektorow jednostkowych
L, N, M pozwala na opis zagad-
nienia po odksztalceniu. Przyjeta
zmienno$¢ przekroju poprzecz-
nego preta jest punktem wyjscia
do zastosowania dodatkowo lo-
kalnego, krzywoliniowego ukiadu ¥ Rys. 1
wspdtrzednych G;.

Na rys. 1 pokazano przyjety kartezjanski uklad odniesienia w konfignracji
poczatkowe].

W konfiguracji aktualnej skrecaniu przekroju towarzyszy przesuniecie podiuzne
wzdluz osi x;. Tak wicc stan przemieszczen opisany jest przez kat obrotu & (x3)
oraz przemieszezenie w (x3), co pokazuje Tys. 2.

Punkty na $rodniku dwuteOkaa opisane sg przed odksztalceniem mastepujg-
cym wektorem wodzgcym: :

(1.1) r=x, ¢, 1x; €.

hix)

o vy

Fifxg)
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Stad wekiory podstawowe dla przyjetej parametryzacji maja postad

1.2)

g:=¢€z, g3=¢€s.
5

5

Rys. 2

Po przemieszezeniu promieft wodzacy punktéw na §rodniku w ukladzie konwek-
cyinym jest okreflony wzorem

(1.3)

R=x, N+(x;+w)e,,

gdzie N (zgodnie z zatozeniem o braku odksztalcen postaciowych) jest wektorem
prostopadlym do wektora e; i jednostkowym.

]

y X2
Rys. 3

- X

Wektor N okreflony jest przez bazy w ciele nieod-
ksztalconym wyrazeniem (rys. 3):

(1.9 _ = —sin fe; 1-cos fe, .

Na podstawie przyjgte] parametryzacji wektory pod-
stawowe, opisujace punkty na §rodniku, po odksztal-
ceniu sa nastepuigce:

G2=R.2=N,
as = ° _
G,=R ;=—x, 0 (cos fe, sin fe,)+

'i"(l'i“W')_es-

Dla uproszczenia zapisu korzystne jest wprowadzenie jednostkowego wektora L
prostopadlege zardwno do N jak i e;. Z rys. 3 otrzymuje sig

(1.6)

X.=cos Be,-sin fe, .
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Podstawiajac powyZzsze do wzorn (L.5), otrzymuje si¢ wektor podstawowy G,
w nastepujace] postaci: *

a.n Gym —x, 0" LH(14+w') 5.

Punkty lezace na pdice dolnej przed odksztatceniem okreslone sa nastgpujacym
wektorem wodzacym:

‘(1.8) =X el+]3(x3)ez+X3 Cs.
P
Stad wektory podstawowe sa nastgpujace:
(1.9) ) gi=¢;, E3=h"e,te;.
I

»

Po przemieszczeniu w ukladzie konwekcyjnym promien wodzgey punktow
na poélce jest okreslony za pomoca wzorn (rys. 2)

(L.1oy - R=x; M+h(x)N+(xs+whes.

p
Wystepujgey tu jednostkowy wektor M (zgodnie z przyjetym zaloZzeniem o braku
odksztalcalnoéci postaciowej oraz o niezmiennoéci konturu) musi byé prostopadly
do powierzchni §rodnika po odksztalceniu w miejscu przebicia tej powierzchni,

a zatem musi by¢ ortogonalny do dwdch wektordw lezacych w plaszezyznie stycznej.
Mamy wigc

1.11) INx G3] M=NxG3(x,=M=1+w)L+h8" e,.
Obliczajac jego dlugoéé otrzymamy
(1.12) V RO+ (14w M=1+w)L+At e, .

Wektory podstawowe na powierzchni pétki po odksztatceniu przy przyjetej para-
metryzacji sa nastepujace:

14w’ he'
G;=R ;=M= e Lt———————e.,
RE S oLy Vet arwy

Gs=R ;=x; M'-+4' N+AN+(1+w)e;.
r P
Podstawiajac do wyrazenia (1.13), pochodna M obliczong na podstawie (1.12),

pochodng N obliczong ze wzoru (1.4) przy wykorzystaniu oznaczenia (1.6) otrzymano -
ostatecznie G5 w nastgpujacej postaci:
r

14w’ !
(1.14 Gsz{_hﬁ’—i—xl[ 4————-——]}L+
»

Ve Lw)
+{h,+ & (1--w") }N+{1+ " [ © RO H
X w X1 T —————— €3.
V(O (1w V(2 (1 +w'y?

Na podstawie wzoréw (1.13), i (1.14) moznalatwo wykaza¢ prostopadlosé wektorow
M oraz G; dla kazdej wartodei x;.
n
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2. STAN ODKSZTALCENIA
Przyjeto do analizy tensor odksztalcenia Greena y;; okreslony nastgpujacym
wzoremy [3]:
2.1 2y=G;— 8,

gdzie G;;, g,; sa tensorami metrycznymi, okreslonymi odpowiednio w ciele odksztal-
conym i nieodksztalconym w ukfadzie konwekcyjnym. Tensor metryczny §rodnika
po odksztalceniu opisany jest przez iloczyny skalarne wektordw podstawowych,
okreslonych wzorami (1.5); oraz (1.7). Ze wzgigdu na to, 7e uklad L, N, e; jest
ortonormalnym ukladem wektoréw, iloczyny te oblicza si¢ w prosty sposdéb:

G2=G,G,=1,
2.2) G2 =6, G;=0,
G33=G;3 Gy=(14+w)+x3(02.

Otrzymany wynik jest zgodny z przyjetymi zaloZeniami nieodksztalcalnosci
- konturu y,,=0 oraz braku odksztalcen postaciowych y,5 =0, Tak wige tylko jedna

& £
wspolrzegdna tensora odksztalcen jest rézna od zera:

1 1 1
(2.3) ?33="5(G33“1)=W'+“5 (w)? +_2_'x% (A

5

Tensor metryczny potki po odksztalceniu okreslony jest na podstawie wektordw
(1.13), oraz (1.14) wzorami

G11=G1G1=1,
Q4 Gis=6.6,=0,
§?3=(33 =(h")>24- (b )2+(1+W Y-
14w’ : 91w
+x‘{_ ”B'L/Uze')%(ww')?-] V;_Z%

R . v [ S A
VoY (1 +w'y? ' V(ha')2+(1+w')2)]

@) A+w) _]_[ ho’ 2
(h0")* + (1+w")? (V@e_)?mﬁ) ] }
Wspolrzedne tensora metrycznego pétki przed odksztalceniem sa nastepujgce:
2.5 _ gi1=1, £13=0, ga=1-+(4")2.

P P

Tensor odksztalcenia pétki ma réwniez tylko jedna niezerows wspStrzedna

1
(2.6} , 733 :‘2_ [?33“‘ I—(h')?],

p
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Podane powyZej zaleZnoéci sg poprawne dla odksztatcen skoficzonych. Autorzy
zakladaja, Ze pret cienkodcienny jest wykonany z metalu i pracuje w obszarze liniowo
sprezystym. W takim przypadku odksztalcenia musza byé mate tak, aby napreZenia
byly mmiejsze od granicy proporcjonalnoéci, nie wyklucza to jednak duzych prze-
mieszezeni. Przyktadowo dostatecznie dlugi pret mozna skreci¢ o duzy kat przy sto-
sunkowo niskich naprezeniach. Mozna wigc wprowadzié zalozenia upraszezajace,
7 przemieszezenia wynikajace z obrotu sg duze, ale odksztalcenia sg mate, W wyra-
seniu na odksztalcenia w §rodniku okreslone wzorem (2.3) wystgpuje sktadnik Li-
niowy w’ oraz kwadrat pochodnej przemieszczenia, natomiast pochodna kata skre-
cenia wystepuje tylko w kwadracie.

Przyjmijmy wigc zasadg, Ze kwadrat 6 jest wielkoscig tego samego rzgdu co
w' i pominmy wszystkie wyisze potegi. Oznacza to, ze wyrazenie (2.3) na odksztal-
cenie §rodnika przyjmiemy w nastepujacej postaci:

i
@7 yoa =4 %3 O

Analogiczne postepowanie zastosujemy do wzoru na odksztalcenie w potkach.
Przykladowo pokazano przeksztaicenia dla jednego skladnika, gdzie uzyto rozwi-
nigcia dwumicnnego:

. 14w’
Vit2w' w2 -Hhe)?
1 1 1 1
o1 i e ™Y —— n2 L Y- B n2 ] —— "2
=1—w 2(w) 2(!19)+w (w") 2w(h9)—|—...~1 2(]18).

2.8)

1
~ (14w [1 oy 32— (0" ] =

Podstawiajgc uproszezenia typu pokazanego we wzorach (2.7) i (2.8) do trzeciego
réwnania (2.4), a nastgpnie do wzoru (2.6) otrzymano '

i >0y 1
2.9 Vaz=wW +7 R0y + x4 T+xi'? {02+ [0 1*}.

Te same uproszczenia mozna wprowadzi¢ do wzoréw na wektory podstawowe.
Po prostych przekszialceniach otrzymuje sig

: 1
G, =M:{1 - E(ha')Z]LMe' e,
e 7 1
G3={—hﬂ’—x1-~? [(hB’)z]’} LA (R x, 0N [L-+w' 4 x; (07 es.
r

Jak latwo sprawdzié, tensor metryczny obliczony na podstawie przyblizonych wzo-

réw na wektory (2.10) po odrzuceniu wyrazéw wyzszych rzedéw prowadzi do iden-
tycznego wyraZenia na yss z (2.9).
p

3. STAN NAPREZENIA I SILY WEWNETRZNE

Przyjmuje sig, e material jest liniowo-sprezysty. Naprezenia i sily wewngirzne
w przekroju poprzecznym pr¢ta wyznaczymy na podstawie opisanego stanu odksztal-
cenia opierajac sie na teorii powtok i uzywajac notacji podanej w [3]. Poniewaz
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okre$lone juz sq sktadowe tensora odksztalcenia dia catego przekroju, przeto latwo
Jjest wyznaczyé skladowe tensora naprezen "blonowych:

78 = D pabnd Yoi s

(3 1) Haﬂ.rhl — _% [G’”‘ Gﬁf’-i_ Gee G’“—I—v (E““’ 8”—{—8“)‘ {;‘ﬂ")] s

£t

W mysl przyjetych w p. 2 zalozeri upraszczajacych skladowe tensora metrycznego
kowariantnego dla $érodnika mozna zgodnie z (2.2) napisaé nastgpujaco:

i 0
3.2 =
( ) ?aﬂ [0 1+2w:+x§(01)2:|9
gdzie «, f przyjmuja indeksy 1 i 2. Tak wiec tensor metryczny kontrawariantny ma
postaé
1 0
(3.3) G = 1
s 14+2w'+x2 (')

Podstawiajac (3.3) do wzoréw (3.1) otrzymamy sity blonowe w przekroju

X3 =const:

: D Dy,
3.4 33 = =
G4 T T w2 09 YL T s

Zwazywszy, ze 755 jest wielkoécia bardzo mata w poréwnaniu z jednoscia (rzedu
17%.), po rozwinieciu wyrazenia 1/1--2y,; w szereg dwumienny i uwzglednieniu
5
pierwszych dwéch sktadnikdw, otrzymamy

(3.5 n*3=Dys, (1-2y33+...) Dy,

Na skutek przyjetych zalozed upraszezajacych (yy,=7,5=0) rozwazany pret

s 8 .
cienkofcienny przestal byé ciatem izotropowym. Stad druga skfadowa sit blonowych
n3? w przekroju x, =const nie moze by¢ wyznaczona ze zwiazkéw fizycznych, lecz
z réwnan réwnowagi. Skladowe sit blonowych n** i 72 za posrednictwem baz G,
i (s}a okreslaja wektor wewngtrznych sit blonowych w przekroju Xz=const: °

(3.6) ) t=n33 G;+-n32 G,.

Po podstawieniy (1.5),, (1.7) oraz (3.5) do wzoru (3.6} i uwzgledniajge (2.7) — wektor
sit blonowych przedstawimy w postaci '

(3.7 t=D [w'+71 X2 (3')2] [—% 0’ L+(14+w)es] +n?2 N.
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Obliczmy skladowsa tego wektora w kierunku osi x, pamigtajac o prostopadiosei
wektorow N i e5. Jednoczesnie w (3.7) odrzucimy wyZsze potegi pochodnej przemiesz-

czef:
i
(3.9) | f e3mD[w’+7x§ (8')2\.
Wypadkowa sila normalna jest catka funkeji (3.8) w przedziale wysokosci calego
$rodnika:
3
(3.9) P= [ tesdsx,.
8 e 5

13

Podstawiajac (3.8) do (3.9) przy uwzglednieniu oznaczenia (3.1); mozemy napisac:

1
(3.10) P= [w' At O I]

1-v%

gdzie przez
hid

(3.11) A= [ tdx,
5 Zh 5
oznaczono pole przekroju poprzecznego §rodnika oraz przez
R
(3.11)’ Iiy= fxitdxz
s Zn 5

moment bezwladnosci przekroju érodnika wzgledem osi xy.
Calkowity wektor momentu naprezen powstalych w érodniku wyniesie

]
(312 ) H= [ (x, N) x tdx,.
8 s s

Do wyrazenia (3.12) mozemy teraz podstawi¢ (3.6) i po obliczenin prostych iloczy-
néw wektorowych moment naprezen H wzgledem érodka frodnika wyrazimy
w postaci :

h h
(3.13) H= [ x3n%0"e dyt [ 2, (14w ¥ L, .
R Za

‘Moment skrecajacy w przekroju x;=const obliczymy jako rzut wektora H na
kierunek osi x3: s

h
(3.14) He,= [ xin®0'dx,.
s —H

Mozna teraz do (3.14) podstawi¢ funkcje (3.5), (2.7) 1 (3.1)s. Poxwykonaniu elemen-
tarnych dzialan napiszemy symbolicznie

4

0 i
1—v2 [w' {11 +'§ (5 {1111] >

(3.15) He,=
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przy czym analogicznie do (3.11)’ wprowadzono oznaczenie

h

(3.16) L= [ xitd,.
5 n 5
Moment zginajgcy wegledem osi pokrywajacej si¢ z wektorem N jest rzutem T
na L: ¥
7 Ao
(3.17) HL= f ¥y (14w n®3 dx, .
5

-

Wykonujac podobne obliczenia jak w (3.15) mozna wykazaé, ze HL=0, Warto tez
zauwazy¢, ze moment zginajacy wzgledem osi pokrywaja,cej sig ZS wektorem L jest
réwnieZ zerowy. - ‘

Przeprowadzimy obecnie analogiczne rozwazania dla sit blonowych w pétkach,
przy czym ze wzgledu na symetrig rozpatrywad bedziemy tylko pdtke dolng.

Wynikiem przyjetych uprzednio zalozeh jest istnienie tylko jednej niezerowej
skladowej tensora odksztalcenia w polee (2.6). Zgodnie z (3.1) napiszemy

33 — 3333
n* =DH VEET)
b

3.18
(3.18) . ’

{g33-+2y13)* ~ (g_sa)z )
B P . T

H3333 -

Tak wigc blonowe sily normalne wyrazimy w postaci

Dyas

3.19 =t
( ) (g33)*
2

Analogiczny wzdr na sity blonowe w przekroju x; =const otrzymano w pracy
{11, przy czym zgodnie z (2.5); kwadrat pochodnej wysokosci érodnika w przypadku
dwuteownika odpowiada wyrazeniu £* dla przekroju dowolnego rozwazanego w [11.
Naprezenia styczne #°! znajdziemy z réwnania réwnowagi

(3.20) n3), =0, «=1,3,
ktére po rozwinigeiu ma postaé |
32D nas’l +”33,3 +ntt I"131+n13(3F33+Ffl)+n33(2F§’3+Ffa)=0.

Obliczenie réznych od zera symboli Christoffela i podstawienie ich do (3.21) da nam
réwnanie réwnowagi, ktére w zwartej formie ma postaé

3 1
(3.22) [;113((333)7], 1= = (5;33)? [1*2 933], 3-
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W celu otrzymania #'> jako funkcji znanych sil btonowych n%? nalezy scatkowaé
(3.22) wzgledem dx;. Konsekwentnie pominiemy sktadniki rzedu (y55)%, a po uwzgle-

dnieniu (3.19) oraz (2.9) otrzymamy : P
' 1
3 1 w'+?(h6’)2 ,
(3.23) n3(G33)% = —D(gy,)* {[“-—*————] X+
» P &3z

E YT # [ @P+h0)P ]
+[ &3z h ] _2M+[ 2833 ] T}+C(xs)'

Plerwszy i trzeci skladnik tego wyraZenia reprezentuja obciaZenia samoréwno-
wazne. Wynika to z faktu, ze funkcje te sq nieparzyste, a wigc przy obliczaniu wy-
padkowych sit normalnych i tnacych dajg skladniki zerowe.

Na podstawie (3.23) mozna wyodrebnié trzy skladowe stany z trzema statymi
€1 (xs), €2(x3), ¢5(x;) tak dobranymi, aby w kazdym ze stanéw naprgzenia na
krawgdzi byly réwne zeru oraz ¢; (x3)+ ¢ (¥s)+¢s (x5)=¢ (x5). Poszezegdlne stany
napreZefi wraz ze stalymi o podanych wyzej whasnosciach pokazano na 1ys. 4.

Rys. 4

Wyznaczenie stalych ¢, i ¢; nie jest na ogdl potrzebne, chyba zc interesuje nas
lokalny rozktad naprezen stycznych w pdtkach w przekroju x, =const. Niezbedng
natomiast do dalszych obliczefi jest funkcja: ¢, (x;), ktéra obliczymy z warunku
brzegowego zadajac, aby wektor napreZenia w potce dla x, =b byt zerowy. Przy
dowolnie zmiennej szerokosci pélek 25 (x;) warunek ten prowadzi do réwnah

(3.24) tP=p*fy,=0, « f=1,3,
przy czym v, sg wspolrzednymi jednostkowego weklora v normalnego do krawedzi
potki. Rozwijajac (3.24) otrzymamy
P
(3.25) i O
1 . .

Wykorzystujac wektor pozycyjny R (1.10) mozna zbudowaé wektor styczny do

F4

konturu. Zapisujgc warunek jego ortogonalnoéci do wektora v otrzymuje sie

r

(3.26) [ =—— 1]y .

833
P

Rozprawy Inzynderskie — 10
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Réwnanie (3.23) z warunkiem brzegowym (3.26) po odrzuceniu naprezen samorowno-
waznych oraz skladnikéw rzedu (ys;)® ma teraz postaé

P
1 (2 0y } bb’ (2 9’)'}
o 2 _
{z(b ) [ Y TP UEN £
y P

3.27) nt? =
¢ g3z
r

Po wyznaczeniu naprezei mozemy teraz przystapi¢ do obliczenia sit wewngtrznych
w przekroju xy=const. W tym celu na bazie wektorow Gl i G3 zbudujemy wektor
prostopadly K na podstawie (2.10):

(328)  K=G,xGy=—[hh' 0'+x, h(§)"] L~
A
- {1+ Wt (1) +x, (h@’)’] N+{h’ [1 - é_ (hef)2]+xl 9’}03 .

Przyjmiemy tylko liniowe przyblizenia wektoréw K, G,, G;, poniewaz w dalszej
b r

czefci opracowania sily wewngtrzne beda wyznaczane w postaci iloczynéw jednego
7. tych wektoréw i ys5. Czgéci nieliniowe po pomnozeniu przez ys; dalyby bowiem

r r
iloczyny, ktére pomijamy zgodnic z naszymi zatozeniami. Z wektoréw (2.10)1 (3.28)
otrzymamy wiec
Ka—hh' 0 L—[14x, (R0YIN+G +x, 0) e;,
(3.29) G1 mL+-ht e;,
G3 ~—h0 L+ x, Y N+H[1+x, (h0") ] e5.

Skiadowa tensora odksztalcenia postaciowego (2.9) zawiera skladnik pochodzacy
z teorii liniowe;j: o2 0y
{3.30) Pas =k~

P

W pelnej postaci (2.9) wystgpuja dodatkowo sktadniki zawierajace skrocenie w
i duzy kat skrecenia 6, a pochodzace z teorii nieliniowej. Ta petna postaé ma oczy-
wiscie sens tylko wtedy, gdy jej wszystkie skladniki sa tego samego rzedu. Takie
ujecie problemu znajduje swoje potwierdzenie i uzsasadnienie w pracy [2]. Nalezy
jednak ponownie zaznaczy¢, Ze rozpatrujac zagadnienic w obszarze liniowo-spre-
zystym zadamy, aby w sumie wspdlrzedna tensora odksztatcenia postaciowego (2.9)

byla wielkoécia malq i stad wynika konieczno$é pomijania sktadnikdw rzedu (Paa)*.
P
Wektor naprezenia pochodzacy z sit blonowych n** w przekroju x;=const

WYnosi
(3.3  t=n")G3Gs.
P P P

Uwzglednimy tutaj (3.19) oraz pominiemy iloczyny rzedu (y;5)%. Wiedy wypadkowy
P
wektor naprf;ieﬁ dzialajqcych w pdlce da sig napisa¢ w postaci

(332) p= f D(gas) ysa{ — RO LoA-('+x, YN[, (007 Tes} dxy

Wypadkowa sﬂa norma]na bedze iloczynem Pe;.
F4
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Podstawny (2.9) do (3.32) i opusémy iloczyny rzedu (y,,)” powstajgce z mnoznika

p .
x; {#6")’. Pamigtajac o zerowaniu sie calek funkcji nieparzystych otrzymamy

1 1
(333  Pe,=p* [w' +3(119f)2]A$+75* (O +IOYT} 15,
P r P
WprOWadZOHO tu oznaczenia
b
E*: s - e S
I_yz s ;:1 —:{ 5 d.ll .

(3.34)

3

b
t*=t(g33) ? ] :2: fx% f*dxi
? 7, -3 [

2
Calkowitg sil¢ normalna w przekrojn x;=const obliczymy przez dodanie sily
normalnej ze $rodnika (3.10) i dwéch pélek (3.33):

i 1 "
(3.35) , P=E*{W’A*+~2—(£)')ZI§+?[(kB’)’}zliz},
gdzie _ S
A*:z§+2§*, Iif{{ﬁz,
13:511+2h2 f*+2£:z .

Warto zauwazy(, Ze pominigto tutaj wplyw naprezefi stycznych #°' na wielkoéc
sity normalnei.

W przekroju poprzecznym powstaja réwniez momenty od sit blonowych w pdlee.
Moment sit normalnych wzglgdem $rodka pdtld obliczamy na podstawie (3.31),

(3.19) oraz (3.28); wynosi on 5

(3.36) 1% G1=—D(gss) ° 75:K,
P r ¥l P

a jego skladowa w‘ kicrunku N na podstawie (3.36) i (3.29}; ma postaé
3

(3.37) (¢ x, G)ON=D(g3,) 2 x;735 [1-+x, (h8)].
r r ]

P

Stad przez catkowanic w przedziale [—b, ] i po uwzglednieniu (2.9) otrzymuje sig
catkowity moment zginajgey z naprezen n°® w polee:
NG

£ ]‘ &
(3.38) H=E*| —— 122+(ha')'lw'+~(ke')2] 1%+
p h P 2 p

b
r

.
T ey {(9’)2+ [(R0)]? } a2,
gdzie -
b

* )
Iona= [ xtt*dx, .
r —B D
Moment skrgeajacy naprezen #%® wzgledem $rodka $rodnika mozna okreslié przez
wyraZenie

(3.39) t % (%, G;-+AN)e, .
» »
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Po obliczeniu prostych iloczynéw mieszanych wystepujacych w(3.39) oraz scatkowa-
niu tej wielkosdci otrzymuje si¢

T 1
h2 6" [w’ -|~—(h9')2] A* 4

W0y w2 e
Lt {(0)’-+[(he) P 3+

&
(3.40) [ tx(x,G,+hN)e; dx, =
P b4

1
+6 [w’ +3~(h9')2] 1{32 +

: _
o {0 G0 T fz‘m

Catkowity moment skrgcajacy w dowolnym przekréju poprzecznym sklada sig
z momentu skrecajacego w $rodniku (3.15), momentu skrecajacego od naprezen

Q 73 w dwu pdlkach (3.40); majq réwniez wplyw na

jego wiclko$¢ napreZenia styczne »3l. Ten ostatni

N
Y
¥
)
i
f

N

e LAt uwzglednimy rozpatrujac rownowage wycietego,
,,ﬁ(_/—/‘q ™7 uproszczonego elementu {rys. 5). Z warunku réwno-
i wagi otrzymujemy
! ’ ;
| “S“T(%)"f"f (341 T4 u(i) dx lub  Th=B"-B—
1l ‘:Jl’—j . X3 = i 3 = o’
- \_“‘mP‘deg

Tb gdzie wielko$¢ oznaczong przez B nazywamy bimo-

g mentem i defininjemny wyrazeniem B=2Hk. Oczywiscie
mamy i
dhs B
- (3.42) T= [ nV Gy, .
Rys. 5 —b b

Zatem catkowity moment skr@cajegcy wyniesie
R 1 I .
(3.43) H=B'—B—+E* {w' oI + 6)? 1§0+27 (n2 gy 1{;2 e

+12 0" [(h0')' 1 13, 0" [(hO)'T? Iim}+ Glo 6,
b I
gdzie
I§o=11111+2h444*+4h2 I:z+ZI:222 .
5 P T »r .

Dodany tu sldadnik liniowy GI, 8" pochodzi od czystego skrgcania.

Metoda energetyczna przedstawiona w p. 4 potwierdza nam zaloZenie, ze wplyw
zmiany kata 6 dx; miedzy dwoma sasiedmimi przekrojami wycigtego elementu
na moment skrecajacy jest rzeczywiscie nieznaczny i moZe by¢ pomijany bez usz-
czerbku dla dokladnoéci rozwiazania.

4. ROZWIAZANIE ENERGETYCZNE

Zastosowanie metody energetycznej pozwoli na sprawdzenie poczynionych
zatozen i wykonanych obliczerr. Konfrontacja obu rozwigzafd umozliwia réwnicz
znalezienie fizycznej interpretacgjii dokomanych uproszczef.
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Potencjalna energia sprezysta okreslona jest wzorem

1
.1 I=— f f 7y, dS,

gdzie n* sg sitami blonowymi, y,, odpowiednimi odksztalceniami oraz dS polem
elementu powierzchni.

Catkowita energia (4.1) zostanic przedstamona W postaci sumy energii potenc_]al-
nej, zgromadzonej w §rodniku i dwdéch pétkach. Sity blonowe okreslone sq odpowied-
mo przez (3.5) oraz (3.19), natomiast elementy pola powierzchrii wynosza

dla $rodnika
dS=V Gdx, dxs ~ (1+y33) dx, dx; ,

dla pétek

1

[(333) +(g33) '}’33] dxy dx;.

Pominiemy trzecm potege odksztatcen y,5; uwzgledniajac oznaczenia (3.34) otrzy-
mamy

I L h L b
@) r=g [ [y idndst [ [ B0 e d,.
0 —h f : 0 -p v i
Energia (4.2) po podstawieniu (2.7) i (2.9) przybiera postaé

L

1 I
(4.3) I=?E* f {(W')z-f_i',w’(e')z{u +"Z (B’)4SI1111} dxs+
o L
+E* W
[

1 1 I
+[W’ +—2-(h9’)2] {(0’)2+[(kf9')’]2}1{ §2+7; {(0’)2+[(k9’)’]2}2£§zzz

1 w0y
+?(h9')2} A*-}-[ ] I+

dxs .

W wyraZeniu tym za pomocg wprowadzonych uprzednio oznaczeh wykonano cal-
kowanie: dla $rodnika w przedziale [—A, k], a dla pélek w przedziale [—b, b].

Warnnek na minimum funkqonalu (4.3) prowadzi do dwdch zaleznoéci, przy
czym jedna z nich pokrywa si¢ cidle z (3.35). Jest to réwnoznaczne z warunkiem
(4.4), poniewaz calkowita sifa normalna réwna jest zeru:

1
(4.4 WS S (ORI,

Druga zalezno$é sprowadza si¢ do wzoru

(4.5) H=B'|E*

n 1 A
WO TS (0 Too 45 (87 6’)’I§2+(h9’)’ (2w ' -

+ A0 (hﬁ) +4' (hﬁ’)2]122—|~(h9 ) {(he) 0"+ @Y+ (R P R }Izzzz
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przy czym

(4.6) B=—E*

’ i 1
200207 1, +2h(h0"Y lw’ +7(119')2] I,
r r

(RO {0+ 123 1% 500

Wielkosé (4.6) jest bimomentem, poniewaz podziclona przez 2/ daje moment zgi-
najacy w poéfee (3.38).

Korzystajge z wynikéw p. 3 moina w momencie skrecajacym (4.5) wyodrgbnié
skladnik pochodzacy od naprezen n*'; wynik ten bedzie identyczny z (3.43).

Przez pordéwnanie z (3.41) i (3.42) mozna réwnieZ stwierdzi¢ poprawno$c poda-
nego wzoru na blonowe naprezenia styczne. Metoda energetyczna w pelni potwierdza
wige rozwazania dotyczace stanu napreZenia przy duZym skrecaniu preta o bisy-
metrycznie zmiennym przekroju dwuteowym.
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Pesmome

BOJBHIOE KPVYEHHWE BHCHUMMETPHYECKOI'O TOHKOCTEHHOTC CTEPAHA
O JIBYTABPORBOM, IIEPEMEHHOM CEYEHWH

B pafoTe paccmarTpeBaeTcs COCTOAHUS HEOPMANER ¥ HATPMKCHAR CEMMETPHICCKOTO CIep-
JCHS NBYTABPOBOTO CEYEHHS B YOIOBEAX GONBIHX mepememenni. Cocrommte nedopmanme oma-
CAHO HPE TOMOTE YA KPYUeRHRS H TPOAOIBHOTO nepeMemenns. Flpuupman ynpomaioniye rpef-
TOIIGIKEHES TEOPWE TOEKOCTCHHBIX CTEDIKHEH ¥ ONMEPAACE HA TEOPHEO 0B0J0%eK MOMyIeHE] OCHOB-
HElE YDAaBHGHES OONBHIOTO KPYYEHHH DAcCMATpHBacMbiX crepkach. CpapHeRHe pesyNbTATOR
HEHOCPEACTBSHEMR PACTETOR C PE3Y/ILTATAME SHEPICTHYECKOTO METONA pu yroTpebienan sapa-
IHOHHOTC AHANM3A HOJBONHI0 UPOBEOETH DPACYETHl B IONYYYTH (HIRYCCKYe HHTEPIPETALRIO
CHENAHARIX YIPOLUIeHHii.

SUMMARY

FINITE TORSION GF A DOUBLY SYMMETRIC THIN-WALLED BAR
WITH VARIABLE I CROSS-SECTION

In the paper discussed is the state of strain and stress in a bar with a bisymmetrical, variable I

cross-section subjected to a finite twist. The deformation is described by the angle of twist and by

- the longitudinal deformation. The simplifying assumptions of the theory of thin-walled fundamental

equations of finite forsion are obtained. The equations are derived from the equilibrivm conditions

from the principle of minimum potential energy by means of the variational calculus, The comparison
of results enables the discussion of the physical meaning of the simplifications assumed.
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