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HIPOTEZA TLUMIENIA SOROKINA
W PRZYPADKU DRGAN APERIODYCZNYCH

RYSZARD SKARZYNSKI (WARSZAWA)

1. Wstip

Praca ninigjsza stanowi analize mozliwosci linearyzacji rozwiazania zagadnienia
wymuszonych nieokresowo drgan lepkosprezystego ciata. W wieln zagadnieniach
technicznych rozpatrywanic problemu drgan aperiodycznych z pominigciem
wplywu thumienia nie daje prawidlowego pogladu na ich przebieg i skutki mechanicz-
ne; uwzglednienie tego wplywu prowadzi do znacznych utrudnief natury matema-
tycznej, uniemoziiwiajac czesto otrzymywanie konkretnych wynikéw analitycznych.

Jednak w tych przypadkach, gdy analiza dynamiczna dotyezy drgafi konstrukcji
wykonanych z materialéw o silnym thamienin wewnegtrznym takich, jak ap. beton
lub Zelbet, lub tez gdy konstrukeje te spoczywaja na podliozu gruntowym, to uwzgle-
dnienie wplywu zanikania drgaf jest raczej nieodzowne. Koniecznosd ta dotyczy
zatem w szezegllnodei drgan budowli o przeznaczeniu inZzynieryjno-ladowym.

Od dziesigtkéw lat w praktyce inzynierskiej przyjat si¢ i upowszechnil model
lepkosprezystego ciata Voigta majacy najczestsze zastosowanie we wszelkiego ro-
dzaju obliczeniach. Jest on tym chetniej stosowany, Ze dysponujemy dzi§ niemal
wszystkimi'do§wiadczalnymi danymi, charakteryzujgcymi wlasno$é ttumienia drgafi
wielu powszechnie stosowanych materialéw i ze sformutowano je w sposéb bez-
posrednio odpowiadajacy charakterystykom tego modelu,

W przypadku gdy rozpatrujemy wymuszone nicokresowo drgania ustroju o ma-
sie rozlozonej, bardzo czesto zmuszeni JesteSmy sznkaé rozwigzan otwartych wy-
konujge na réwnaniu amplitud transformacj¢ skoficzong. Wéwezas okazuje sig,
ze tylko bardzo mata liczba poczatkowych predkofci katowych ma wartodei rze-
czywiste, harmoniki za§ odpowiadajace dalszym, urojonym wartosciom tych predko-
§ci przyjmujy postaé innych funkcji, najezgiciej hiperbolicznych zamiast trygono-
metrycznych. Zachodzi zatem koniecznoéé rozwiazania zagadnienia w dwu etapach.

Zilustrujemy to na prostym przykladzie poprzecznych drgan preta pryzmatycz-
nego. Niech bgdzie on zbudowany z lepkospreZystego materiatu Voigta, drgania
za$ wymuszone rozlozonym wzdhuz jego osii dowolnym lecz ciagtym wzgledem czasu
obcigzeniem ¢ (x, 1) ‘

Réwnanie rézniczkowe ruchu preta ma w tym przypadku postac
EF o*w(x, t)  EJ8 w(x, ) Sw(x, ) 1
A ox* | m oxn om0,

gdzie @ oznacza czas relaksacji, /7 mase jednostki dtugosci preta.
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Rozprawy InZynierskie — 8
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Rozwiazanie postuluje si¢ przy warunkach poczatkowych
Iw(x, t) )

wie Dk=o=w(x 0, |— | =wx0).

. =0

Przyjmujgc oznaczenia

EI EI
12 —=C, —0=h
b7

i wykonujac na réwnaniu (1.1) transformacje Laplace’a w odniesieniu do funkeji

cZasu, olrzymujemy

as | 1
(p) p)*—q(xp)+pW(x0)+h ( )+W(x,0)

(1.3).

Jesli nastepnie funkcje w(x, p), ¢(x, p), w(x,0) i w(x, 0) rozwiniemy w szeregi
wg spelniajacych warunek

AW, ()
dx*

unormowanych funkeji wlasnych W, (x)

(1.4) o W, (%)

w (x, p)= 2 AW, 90 p)= 2 7P W, (),
(1.5) "=

o0

w5 0= 3 w, O W), w(x0)= 2 #(0) W, (%),

n=1
to podstawiajac rozwinigcia (1.5) do réwnania (1.3) i wykorzystujac warunek (1.4)
znajdujemy zaleinodé pomigdzy wspdtezynnikami rozwinigeia funkcji (1.5):
1 .
I’_}_‘l_ In (P)Jr(o'-f h'H’?) w, (0w, (0)
prtathpto; C

(1.6) A (p)=

_Przyjmijmy w mianowniku wyrazenia (1.6) oznaczenia
(L.7) et C=w?2,, of h=2s,

i przedstawmy go w postaci kanonicznej

(1.8) P2+2e,p-tan=(p—pi) (P—Pz)-

Zﬂajdujemy, Ze Pin= —3,,+fm,,, Pay= — &y~ iwm gdﬂe Wy jeSt kolejnym wyrdzem
szeregu wlasnych predkoéci katowych drgan thumionych:

(1.9 .=V w2, —

_ EI EI 6*
=a V) —1—a2— 1.
L n i m 4
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Predko$¢ katowa w, zmieniajac swg warto$é wraz ze wzrostem wskaznika n jest
rzeczywista tylko, gdy

- 2./ m
1.10 L —
(1.10) | s TR

Przy wskaznikach wyiszych jest ona urojona, w wyniku czego funkcja przebiegu
drgaft musi przybra¢ inng postaé. W niektérych przypadkach ma to miejsce juz
w drugiej harmonice.

2. ROZWIAZANIE PROBLEMU

Niedogodnos¢ dwuetapowego analizowania przebicgu drgaf zmusza do po-
szukiwania innego modelu lepkosprezystego ciata. Modelem przydatnym w tym
przypadku okazuje si¢ model Sorokina [17], przyjecie jego bowiem umozliwia linea-
ryzacje zapisu drgan.

W modelu tym, jak wiadomo, sily wewnetrznego thumicnia materialu sa zwia-
zane z pulsacjg drgaf swobodnych ¢:

@.1) 0(¢)=E[s(t)+;:—m % (”]

at

We wzorze (2.1) w oznacza wspélczynnik rozpraszania energii drgan. Twdrca
modelu przewidujac okresowy charakter drgan

(2.2) e () =¢, &'
ustalit zwigzek

1 de t)
2.3
2.3) . =iz (t)
i przedstawit wplyw thumienia wewngtrznego jako warto$é urojona
(2.4 _ : o(t)=FEz (1) [1 +i i] .
2n

W przypadku gdy chodzi o drgania aperiodyczne, zaleznosé (2.4) jako wynikajaca,
z okresowego charakteru drgaii jest nieprzydatna. Pozostaje jednak zatozenie o cha-
rakterze fizycznym (2.1}, ktérego prawdziwosci dowodza do$wiadczenia przytoczone
w pracy [1]. Jesli przyjmiemy je w naszych rozwazaniach, to przyniesic nam ono
pozadany efekt w postaci zlinearyzowanych drgati wlasnych, ktoérych wszystkie
pulsacje, niezaleZznie od wartofei wskainika, beda rzeczywiste. Ocena rezultatéw
tego zalozenia mozliwa Jest jednak dopiero, gdy zostanie rozwigzany konkretny
przykiad.

Ponizej zamieszezono rozwigzanie problemu drgai aperiodycznych cienkiej,
lepkosprezystej plyty, wymuszonych ruchomym obciazeniem. Wykazemy w nim,
ze pod wzgledem formalnym uzyskany wynik jest w odniesieniu do postaci funkeji
amplitud identyczny z wynikiem uzyskanym dla pierwszego etapu przy przyjeciu
modelu lepkosprezystego ciala Voigta, natomiast wartofci wszystkich kolegjnych
wyrazow szeregu pulsacji drgafi wlasnych, thumionych sg rzeczywiste.
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'3. PrzYKEAD 1

Réwnanie rozniczkowe ruchu prostokatnej plyty o masie jednostki powierzchni
m 1 sztywnosci D, wymuszonego obciaZeniem g (x, t) ma postad
D Dy ¢ o*w(x, ¥, t) q
yge T ya IR i A A
(3.1) - Véw{x, y, t)+ P—— Véw(x, y, 1)+ o (x ¥ 1),
Jedli na réwnaniu (3.1) wykona sie transformacje Laplace’a wzgledem funkcji
czasu, to otrzymuje sie

D Dy
— g4 4 2 —
(3.2) - \ W(x,y,p)+2mm PV w(x, v, p)+r*w(x, v, p) =

1 Dy :
_— —_— 4 i
” q(x, v, p+ S — Viw(x, », 0)-+-pw (x, y, O+w(x, 3, 0).

Jesli nastgpnie funkcje w(x, ¥, p), g(x, », p) w(x, y,0) i w(x, p,0) rozwinie sie
w szeregi wg spelniajacych warunck

(3'3) v Wm, n (x: y) =A':1, R me, n (x: y)
oraz warunki brzegowe unormowanych i ortogonalnych funkcji wlasnych W, , (x, »)

w(x, ¥, p)= 2 Z A, (DY, (%, )5

m=1 n=

w(x, Vs 0)= Z Z wm,n(O)Wm,n(x5 y):

(3.4
q(x, ¥, p)= Z Z G, (PIW o, u (55 3) 5

m=1 p=

W (x, y, 0)= 2 D o O W (, 3),

m=1 n=1

to podstawiajac rozwinigcia (3.4) do réwnania (3.2) i wykorzystujac (3.3) otrzymuje
si¢ zalezno§é pomigdzy wspolczynnikami rozwinigeia funkcji (3.4):

1 .
qm i (p)+ [p + A':-j ]1] m, n (0)+wm M (0)
(3.5 A, n(p) = ,
2. 14
P +2ﬂ'€0 m,np+ A‘m n

Przyjmujgc oznaczenia

Dyr . W
=2£m,n: Em,n =00, m,n An

D
(3.6} ;/14 =0 .
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i przedstawiajgc mianownik wyrazenia (3.5) w postaci iloczynu

(37) p2—|—28:], np+wg, H, uE(p _pl,m, rz) (p _Pz, ", u) ]
mozna je przedstawié w postaci sumy

C m, C m,un
(39) Ay (P

pmpl,m,n p_pz,m,n '
We wzorze (3.8)°

(39) pl, moe= Sm, n+‘m)m, uor Pz, mar— ‘gm, n I'C‘Qm, e

State C' zad wynosza

C}, m, "

1
21(0,,, . [ G, n (p)+(5; ,,""}‘lwm’ n) Wig, n (0)+wm n(O)]

(3.10) Lo
Cz, o E;D_m_’; l:; G, n (p)+(8m, ' l.COm, H) Wi, n (0)+Wm, n (0)} H

0, jest kolejnym wyrazem szeregu predkodci katowych wlasnych drgafi thumionych:

ab- el
— 4 . N A
(3'11) m n ]/COO mon m n ;[’m " V m [1 ! 47’5 .

Jak wida¢ wszystkie wartodei w,, s TZeczywiste niezaleznie od wskafnikéw,
a wyrazenic w nawiasie pod pierwiastkiem dla znanych materialéw konstrukeyjnych
bardzo niewiele rézni si¢ od jednosci.

Na funkcji (3.8) wykonujemy odwrotna transformacie skonczona korzystajac
Z DIErwszego ze wzoréw (3.4):

(3 12) ( ) 2 [ Cl m Cz,m,n ] W ( )
. WX, y, § m,u\Xs V).
HP P pl m, N P“Pz,m,u ’ ‘¢

Zwazywszy, e wspolezynniki rozwinigeia funkeji (3.10) mozna otrzymaé ze
WZOTOwW

a b
Am,n(p)=ffw(xnyap) Wm,n(x3y)dxdy,
0 o

a b
gna(P)= [ [ alx, p, YWy u(x, ) dxdy,
(3.13) °°

a b
W @= [ [ wix, 3, OW, .(x, y)dxdy,
0 0

a b
H.“(O)= ffP;’(x,y, O)Wm,n(x:y)dx‘iy5
0 0
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mozna na funkcji (3.12) po podstawieniu stalych C ze wzoru (3.10) wykonaé odwrot-
ng transformacje Laplace’a:

G14) Wi 0= Z 2 W (5 y)ffzmmn{f—q(é, 1,

% [e( Em.n—fmm,n) (f ‘) _e( e uti@mn) (- T)] df‘!‘[(ﬁm "_i_lwm ") e(—-‘«'m. ntip, bt

- (gm, Oy, n) gl wn= L0, Tw &, n, 0+

-+ [e(—am, a—t@p,n) b __ e(—em.nﬂmm,n) t] w@, . 0)} Wm," (Z_,", 77) df d’? )

Przyjmijmy, #e drgania plyty sa wywolane staly sila P przemieszczajacy sig
z predkodcia stata v wzdluz proste] o réwnaniu y=y,. Wowczas

(315) q(f, s T)ﬁpa(x_'vrs y—y[})s

gdzie J (x—vr, y—y,) jest funkcja Diraca.
Korzystajac ze wzoru

a b
(3.16) [ [ Wanl& ma(& n, D dédn=PW,, (01, %),
oo

ofrzymujemy rozwiazanie

W, n (X, )
G117 wix, p, )= E g Fnn &9 f“E‘”’"““’W,,,n(vr,yo)x
ﬁ'lf! 0

m=1 n=

% sittfey, » (1 —7)] de+- 2 2 Lﬁ_{))_ “'"-"‘f f {[8m, 4 8in (0, n 1)+

m=1
+ €y, 1 €O (@i, n N W&, 1, 05101 (Wpe, o )W (&, 7, O} Wi, (&, ) Ay,

Widoczne jest, 2e¢ rozwigzanie (3.17) jest formalnie identyczne z rozwigzaniem
takiego samego zadania, jeSli plyta bylaby zbudowana z lepkosprezystego materiatu
Voigta. Jednakze ze wzgledu na to, #e wszystkie wartodci pulsacji sa liczbami rze-
czywistymi, szereg ten ma postaé liniowg dla wszystkich wskaznikdw m i'n (m=
=1,2,3,..,00:8=1,2,3,..., c0).

4, PrzyriaD II

Aby si¢ przekonaé, ze przyigcie hipotezy (2.1) nie pocigga za soba komplikacji
rachunkowych réwniez i w przypadku niestosowania transformacji skoficzonej,
rozwazmy mnieustalone drgania uvkladu o jednym stopniu swobody wymuszone
dowolnym obcigzeniem P (¢):

- k 1
@1 - +21‘Z P u=—-—P(t).
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W réwnaniu (4.1} kK oznacza charakterystyke niewazkiej sprezyny, M mase drgajaca
ruchem o réwnanin u ().
Przyjmujac oznaczenia

k kyr

AN =
@2 _ M=P aMo

2e, 8=&)0E,

wykonajmy na réwnaniu (4.1} transformacje Laplace’a wzgledem czasu:

. 1 _
4.3) pzﬁ—puo—uo+28pﬁ—26uo+a)gi’j:EP,

gdzie
a= [ werdt, P= [ P@erar,
] o
Z réwnania (4.3) otrzymujemy

L .
54 P+(pt+28)ugtu,
PA2epto

“4.4) =

Jedli podobnie jak w przykiadzie I mianownik wyrazenia (4.4) przedstawimy
w postaci iloczynn, a cale wyrazenic w postaci sumy i wykonamy transformacie
odwrotng, to po uporzadkowaniu i niewielkich przeksztalceniach otrzymamy réwna-
nie ruchu masy M:

1 3
(4.5 U= f e I p(Dsinw (1—1) dr+
O

1
+e % {uo [cos (wt) +% sin (cot)]+fto o sin (COf)} .

We wezorze (4.5) predkosc katowa drgan thamionych o wynosi

4.6) o=V wk-e®=q, ]/1- (—W—) .

4

Wyrazenie pod pierwiastkiem, a zarazem i wartos¢ pierwiastka, tylko bardzo
niewicle rézni sig od jednoéci. Réwnanie ruchu (4.5) jest formalnie takie samo jak
przy tlumieniu sformutowanym wg hipotezy Voigta.
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PeswomMe

THITOTE3A 3ATVXHUBAHUSI COPOKUIIA B CIVUAE AINEPHOJAMUYECKHX
KOJIEBAHHLL

B pabore pmaercs merox obobuyenwn mazxoynpyrof Momemm CopokeHa M ef IPHIOKSHHS
B HCCIeIOBAHHY ANCPHOAMUSCKHX KoneGaHgH coopymcHmil, JaroTes OPHMEDE] TEDHITOIKCHEH,

SUMMARY

SORCKIN DAMPING HYPOTHESIS IN THE CASE OF APERIODIC VIBRATIONS

This paper presents the method of generalization of the viscoelastic model of a Sorokin bhody
and its application to cases of aperiodic vibrations of structures, The method is illustrated by
examples,

POLITECHNIKA WARSZAWSEA
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