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O PARAMETRACH KRYTYCZNYCH WZGLEDNEGO RUCHU
‘ DWOCH PLYT

ROMAN B O GA CZ (WARSZAWA)

1. WsTEP

Rozw6j badan poswigconych zagadnieniom stateczno$ci wzglednego ruchu
ofrodkow ciagtych zapoczatkowany zostal w aerodynamice i towarzyszyt rozwojowi
lotnictwa. Obecnie zagadnienia te majg juz bogata literaturg w réZnych dziedzinach
fizyki 1 techniki.

Do prac, w ktérych badano uktady mechaniczne, naleza m.in. [I i 2], natomiast
z licznych prac podwigconych analizie statecznosci ukladéw teorii pél potaczonych
wymienimy pracg [3] tematycznie najbardziej zblizona do rozwazanych przez nas
zagadnien.

W pracy [1] wykazano, Ze istnicje predkosé krytyczna uktadu, po ktérej przekro-
czeniu ruch ukladu jest niestateczny. Podano réwniez metode okreslania tej predko-
$ei. Praca [2] stanowi uogélnienie rezultatéw uzyskanych w [1] na przypadek osrod-
kow lepkosprezystych. Dyskutoje si¢ w niej wplyw lepkoéci na wartoéé krytycznej
predkosei ruchu dla liniowych modeli ciala lepkosprezystego. W pracy [3] zbadano
statecznos¢ wzglednego, bezkontaktowego ruchu dwdch piezodielektrykéw wyka-
zujge istnienie obszardw niestatecznosci oraz podajgc metode ich wyznaczania.

Niniejszy komunikat po§wigcony jest analizie ukladu zlozonego z dwéch do-
cisnigtych do siebie plyt, przesuwajacych sig po sobie ze stala predkoécia wzgledna V.
W czgSei drugiej niniejszej pracy rozwazymy przypadek plyt o materiale sprezystym,
natomiast w czgici trzeciej przypadek lepkosprezystego materiatu plyt. Prace za-
koficzymy oméwieniem zasadniczych wnioskdw.

2. PRZYPADEE PLYT SPREZYSTYCH

Rozwazmy uidad zloZzony z dwdch nieograniczonych plyt o sztywnosciach D,

gestosciach materiatu p; i stalych jednostkowych sitach naciagu S; (np. w przy-

padku pominigcia tarcia na powierzchni styku piyt).

Zatozymy, ze plyty poruszajace sig ze staty predkoicia wzgledna ¥ w ruchu nie-
zaburzonym wywieraja na sicbie jednostkowy nacisk P,. Z kasda z plyt zwigzemy
uklad wspétrzednych x( i x{») tak, aby plyta o parametrach D,, p,, S, poruszala
si¢ wzgledem drugiej z plyt w kierunku osi X0,
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Zwiazki pomiedzy ukiadami wspdlrzednych wyraza sig wowezas nastepujaco:

2.1) fP—xP=vr, FP-xP=0.
5 R V/_ -31 e
2 N ' 5
I\ , _ \ NN
52, 02,0
w2
x5 ®
Rys, 1

Oznaczajgc przemieszezenia plyt w kierunku osi x przez W,= W, (2, ¢y
(i=1, 2) napiszemy réwnania ruchu obu plyt w nastgpujacej postaci:
a* W, a* W, 2* W,
(2.2) D; W“Siazls?+ﬂl =5 =h 9,0,
gdzie przez h; oznaczono grubodci phyt.

W dalszych rozwaZaniach zakladaé bedziemy, ze zaburzeniowe cisnienie spetnia
warunek

2.3) 1P (xP, D] <Py,
co zapewni plytom kontakt na calej ich powierzchni.

Warunek zgodnosci przemieszezen i ci§nien na powierzchni styku plyt naplsany
w jednym z ukladéw wspétrzednych, np. x%V, przyjmie postaé:
(2.4) Wi, =W, (P, 0=0,  p; (¢, D+p, (x, £)=0.

Jedyna nietrywialng postacia stacjonarnych rozwigzah ukladu rownan 2.2y
jest rozwigzanie w postaci fali biezgcej:
(2.5 W60, D=4, 6000 5 (D =P, e*k(x£')-vm, i=1,2.

Po podstawienin powyzszych wyrazen do réwnan ruchu (2.2) a nastgpnie speinieniu
warinkéw (2.4) otrzymamy zalezno$é :

(2.6) (R} —v})=—Ri+22,
gdzie }
D k?4-8, _ M hy

2.6) R=—t "t = .
(_ ) ' 2 fy P2l

Zwigzek pomiedzy predkosciami fazowymi @, i v, a predkoscia ruchu V otrzy-
mamy po wykorzystaniu wzordéw (2.1), (2.4) i (2.5). Przyjmic on postaé
@7 o +u,+ V=0,

Réwnania (2.6) i (2.7) stanowi¢ beda uklad réwnani charakterystycznych na-
szego problemu i beda podstawa do wyznaczania parametréw krytycznych, okresla-
jacych granice zakresu niestatecznodci, tj. obszaru, w ktérym spetniona bedzie nie-
rownosc;

(2.8) Im (ko)>0, i=1,2,
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‘Wartnek ten oznacza narastanie amplitudy fali w czasie (w ukladzie liniowym nie-
ograniczone o statym dekremencie). ‘

Ze wzgledu na fakt, ze rozwazany przez nas uklad nie jest uktadem dysypatywnym
w obszarze dokrytycznym, rozwigzania o postaci (2.5) nie bedg zanikaé. Jest to
rdéwnoznaczne z tym, Zze przy stalej predkosci ruchu V< V. pierwiastki uktadu réw-
naf #,, v, beda liczbami rzeczywistymi. Z postaci (2.7) wynika, Ze jezeli przy pewnej
wartofci ¥V wystapia pierwiastki zespolone, to muszg one byé parami sprzeZone.
Dwa z tych-pierwiastkdw reprezentuia rozwigzania zanikajace, natomiast drugie
dwa spelniajace (2.8) rozwiazania narastajace, niestateczne (por. [1 —4]). Tak wige
wartoscig graniczng predkosel bedzie V="V,,, dla ktdrej prosta opisana réwnaniem
(2.7} bedzie styczna do krzywej, opisanej réwnaniem (2.6). Powyzszy sposéb wyzna-
czania parametréw krytycznych,
stosowany takze w pracy [1],
uzasadniony jest na podstawie
kryterium stateczno$ci Nygquista.

Postaé krzywej, opisanej row-
naniem (2.6) z prostymi (2.7),
dla  przypadkéw  krytyczuych
ilustruje rys. 2.

Parametry krytyczne rozwa-
zanych dotychezas ukladdw znaj-
dowano zarzwyczaj graficznie.
W naszym przypadku latwo za-
uwazyé, e dla plyt o takich
samych parametrach krytyczna predkodé ruchu wynosi 2R, natomiast w przy-
padku ogéloym z rozwazaf analitycznych olrzymujemy wzdr

(2.9) Vie= + V(o4 1) (Ri+o- T RE).

Posta¢ wyrazenia (2.6a), okreflajacego kwadrat predkodci fal sprezystych w ply-
cie pozwala wnioskowaé, Ze utrata statecznodci plyt w postaci fali o wigkszej wartosci
liczby falowej k nastepuje przy wigkszej predkosoi ich wzglednego ruchu. Teoretycz-
nie najmniejsza predkoscig krytycznag jest ¥V, dla k=0, jednak ze wzgledu na fakt,
Ze w praktyce mamy do czynienia z ukladami ograniczonymi, aby korzystad ze
wzorn (2.9), nalezy nalozy¢ odpowiednie ograniczenia na liczbe falowa k, zeby
oddzialywania brzegdw byly wzglednie male,

3. PRZYPADEK PLYT LEPKOSPREZYSTYCH

W celu zbadania wplywu lepkosprezystego charakteru materialu plyt na wartosé
predkosei krytycznej rozwazymy przypadek ptyt o modelu Voigta. Réwnania ruchu
{2.2) po uzupelnieniu wyrazem uwzgledniajacym lepkosé przyjma postaé

d\ &+ w, o W, a2 W, ©
D, 1+)’i§; EROD -8 FROp tpihy Py =P (s} ).

(ERY)
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Poszukiwa¢ bedziemy rozwiazan ukladu réwnan (3.1) w postaci (2.4), podobnie
jak to miato migjsce w przypadku sprezystym. Ze wzgledu na dysypatywnosé uktadu
rozwigzaniom zanikajacym, wystepuigcym w zakresie dokrytycznym, odpowiadaé
bedg zespolone wartosci pierwiastkéw o, i v, co nie pozwala stosowaé kryterium
statecznosci wykorzystywanego w przypadku plyt sprezystych.

Wykorzystujac fakt, Ze rozwiazania zanikajgce (stateczne), jako funkcje pred-
kosci ruchu, przechodza w narastajace (niestateczne) w sposéb ciagly, poszukiwad be-
dziemy rozwigzah réwnan charakterystycznych, reprezentujacych rozwiazania okre-
sowe, ktore wystapia na granicy obu zakreséw. Graniczne rozwiazanie okresowe
charakteryzuje sig zerowym wzglednym przesunieciem fazowym (ktdre jest funkcja
iloraze urcjonej i rzeczywislej czesci réwnania charakterystycznego),

Warunek ten (jak udowodniono w {4]) jest rdwnowazny kryterium statecznodei
Michajtowa.

Réwnanie charakterystyczne w przypadku ukladu o plytach lepkosprezystych
przyjmie postad

(3.2) By, va)=a [(1ify v1) RE—o}]— [~ (1 —if; v;) Ri+03]=0,
gdzie v D, K L
NN

Rozwigzaniem naszego problemu bedzie znalezienie rzeczywistych zy i ©,, spel-
niajacych rzeczywista czesé réwnania (3.2) (4j. réwnania (2.6)) oraz czgéci urojonej
(3.2) lub réwnowainego warunku ma przesuniecie fazowe o postaci
(3.3) RS Broy (RS —v3)= — R fy 0, (R —v)).

Graficzne przedstawienie funkcji (2.6), (3.3) oraz (2.7) dla przypadku krytycznego
ilustruje rys. 3.

Rys. 3

Rozwigzujac uktad réwnah algebraicznych (2.7) i (3.2) otrzymamy wyraZenie

okreslajace warto§é predkosci krytycznej jako funkeji parametréw charakteryzuja-
cych uklad:

R2 |- R?
(3.4) Vie=t (fo-- 1) ]/ - J:;
0
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dzie
: _nDs
o 11Dy

Poréwnujgc wyrazenia (2.9) i (3.4) zauwazymy, Ze w przypadku, gdy «=pf,
predko$é krytyczna uktadu “thumionego i ukladu bez thumienia jest taka sama,
natomiast przy a##fiy i ;70 uklad traci stateczno$é¢ przy mnigjszych predkoéciach
wzglednego ruchu pityt. Charakierystyczny jest fakt, Ze warto$é predkosei krytycz-
nej zalezy od ilorazu wspdlezynnikéw lepkodci plyt, natomiast nie zalezy od ich
wartosci. Prowadzi to do pozornych sprzecznosci, gdy wartosci tych wspdtezynnikow
daza do zera. Poréwnujac bowiem predkosci krytyczne w przypadku y,=0 oraz
w przypadku 9,—0 przy a+#f, zauwazymy, e beda sie one réznié o skoficzong
warto$¢, Fakt ten Iatwo wyjasni¢ przeprowadzajac analize dekrementéw narastania
fal, ktoére zaleza od gestosei dysypowanej przez ukltad energii, a wiec od wartoéci
wspélezynnikdw y;. Okaznje si¢ wéwozas, 2e w zakresie nadkrytycznym dla uktadu
dysypatywnego przy predkosciach nie przekraczajacych predkoéei krytycznej uktadu
o plytach sprezystych, nieskoficzenie male narastanie fal w nieskonczenie dlugim
czasie (ustacjonarnienie) powoduje wzrost amplitudy, co jest klasyfikowane jako
niestateczno$é. Stad wniosek, Ze przy projektowaniu ukladéw o stosunkowo kréi-
kich okresach dziatania i nieznacznym tlamienin mozna thumienie pominaé. Mini-
malne wartosci predkodei krytycznych ukladu tlumionego okreflaja wzory

Vie— VaRIH I, gy foroo;
natomiast gdy fi,—0,
Ve VR 401 RZ.
Poréwnujac powyisze wzory ze wzorem (2.9) zauwazymy, Ze przy pewnych warto-
Sciach o rdZnica pomigdzy wartosciami predkosei krytycznych moze byé znaczna.

4, UWAGI KONCOWE

Z. przytoczonych rozwazait wynika, Ze parametrami decydujacymi o wartodci
predkosei krytycznej wzglednego ruchu dwdch plyt sa: sztywnosci i jednostkowe
sity naciggu phyt, iloraz ich jednostkowych mas oraz iloraz wspdlezynnikéw lepkosci.

Istotny jest fakt, Ze lepko$¢ moie wplywaé jedynie na obniZenie krytycznej
predkosci ruchu (co nie jest intuicyjnie oczywiste). Z tego tez wzgledu przy rozstrzy-
ganiu kwestii statecznoéci ukladéw o wzglednie diugim czasie dzialania pominigcie
nawet niewielkiego thumienia jest niewskazane, bowiem przy pewnych parametrach
prowadzi do bardzo istotnych bleddw w okresleniu predkoéci krytycznej. W niektd-
rych przypadkach dla celéw technicznych pozadana jest znajomosé dekrementdw
narastania fal: jest to zwigzane z koniecznoécig numerycznego rozwigzania ukladu
rownan charakterystycznych (w celn okreglenia urojonych czedci pierwiastkéw),
czym nie zajmowaliémy si¢ w ninigjszej pracy.

Powazne znaczenie dla techniki ma okreélenie wplywu lepkosei na statecznosé
konstrukeji oplywanych ciecza. Wybranym zagadnieniom tego problemu pos§wigcimy
oddzielny komunikat.
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Pezxome

O KPUTHYECKHX IIAPAMETPAX OTHOCHTEJIBEHOIO ABYIKEHM A
ABVX TINACTHHOK

B pabore maw anamms YeroiuWBOCTH CHCTEMEY, COCTOAIEH W3 HEOTPANHYEHWEIX IACTHHOK,
TEPEMEIAROTINXCA APYT 0 APYTY ¢ HOCTOSHBOM CKOpOCTHIO, PaceMOTPEnt! ITACTENKE B3 YHpYroro
H BA3KO-YIPYTOFO MaTepHanos. J(amel (GOpmMymEL, Ompemersromye EPHTHYIECKYIO OTHOCHTELHYIO
‘CKOPOCTL NIACTHHOK B 3ABHCHMOCTH OT LAPAMETPOB, XAPAKTEPUIYIOUTHK crcremy. IToxasawo,
U BAIKOCTH MOKET CYIIECTBEHEO BIEATL HA KPAITHCCKYIO BEIWMUHY CROPOCTH OTHOCHTEILHGTO
JABFKCE Hil,

SUMMARY
ON THE CRITICAL PARAMETERS OF THE RELATIVE MOTIOMN OF TWO PLATES

An analysis of stability of-a system consisting of two plates sliding on each other at a constant
velocity. The cases are considered of elastic and viscoelastic materials of the plates, The formulae
determining the eritical value of the relative motion of plates s given, taking into account the
characteristic parameters of the system. It is shown that viscosity may substantially influence the
critical velocity of motion.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROGBLEMOW TECHNIKI
POLSKITY AKADEMII NAUK
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