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STATECZNOSC PLASKIE] POSTACI ZGINANIA DZWIGAROW
SIATKOWYCH O PASACH ROWNOLEGLYCH

JAN MISTAK (WARSZAWA)

WSTEP

Przedmiotem pracy jest zagadnienie stateczno$ci plaskiej postaci zginania dZwi-
garow siatkowych o pasach réwnoleglych. Zastosowano tu metode obliczania wy-
boczenia plytowego siatek plaskich, zaproponowans przez H. FRACKIEWICZA
w pracy [7]. Stosujac t¢ metodg, oparta na teorii odrodka dyskretnego, wprowadzo-
nej przez H. FRACKIEWICZA W pracach [1 - 6], otrzymano przemieszezeniowe réw-
nania réwnowagi wyboczonego diwigara, stanowigce uklad szefcin réwnaf rde-
nicowych liniowych o stalych wspdlczynnikach. Uklad ten rozwiazano metoda
numeryczna dla znanych stosunkéw sztywnogci zginania i skrecania poszezegSlnych
pretéw dZwigara,

Sprowadzono problem do zagadnienia jednowymiarowego, co pozwolito na
znaczne uproszezenie warunkow brzegowych i w konsckwencii na znaczne uprosz-
czenie otrzymanych zwiazkéw i réwnan. W tym celu uzaleZniono model geome-
tryczny, stan odksztafcenia, zwiazki fizyozne, stan napigcia i réwnania réwnowagi
od jednej zmiennej &2,

Prace zilustrowano trzema przykladami, dia ktdrych obliczono wartosci sit kry-
tycznych.

1. MODEL GEOMETRYCZNY DZWIGARA

Rozpatruje sie regularny déwigar prostokatny z przekainiowym wykrzyzowaniem,
przedstawiony na rys. 1. Diwigar w swej plaszczyznie jest ptaskg kratownica, zbu-
dowana z prostych pretdw sprezystych, polaczonych przegubowo w weztach, two-
rzgeych siatke tréjkatna. Natomiast w plaszezyZnie prostopadlej do plaszezyzny
dzwigara jest plyta siatkows o sztywnych weztach. Weztom lezacym zardwno na
pasie dolnym jak i gérnym diwigara przypisuje sie w pewien uporzadkowany sposéb
liczbg £* 7e zbioru liczb calkowitych. Liczby te tworza krzywoliniowa wspéirzedna
¢l Diwigar zanurzony jest w przestrzeni Euklidesa, sparametryzowanej kartezjari-
skim uktadem wspdlrzednych x* (s= 1, 2). Polozenie poszczegdlnych wezldw dolnego
i gérmego pasa okreflone jest promieniami wektorami;

(1.1 =i, af'+i b, ry=i, aflii, 20
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Promienie te pozwalajg okresli¢ w dZwigarze lokalne bazy wektorowe e, e, 1 €, ey
oraz ¢, e i e, e!!! (k=1, II}, a nastgpnie obiekty: podstawowy g,; i wzajemny g'/.
‘Wektorowe bazy podstawowe przedstawiaja si¢ w tym przypadku nastgpujaco:

{1.2) e, =ai,, e, =bi,, e;=ij,

{1.3) ey=ai,—bhi,, ey=al, ey=i;.
Sktadowe obiektéw podstawowych sa réwne:

{1.4) gu=a, £12=0, g2=07,

{L.5) gu=a*+b*, g n=a*, gupun=a®.

Powyzsze skladowe obicktéw podstawowych tworza macierz kwadratows o wyzna-
-czniku g=a? b2,

P
. Eq 89(51:”)
VBER) &r Byt m——phay N\ E
= i 1
o er . . l i !
7 % . I s . 1 =
X & e ! I
i S T ) V= {5 T
| A A (21=1 A E=2) L __AfE™=3)
‘ <A : ‘?(‘ﬁ_ )a Z(é - An(£1ﬂ'n) f,
0 @2 33 &
.? i
0= X
'iS . a - Rys. 1

Za pomocy wektoréw baz podstawowych wyrazié moZna wektory baz wzajem-
nych:

1 1
{1.6) e1=—;i1., ez—_—Fiz, et=i,,
| ai, - bi

(1.7 el= _—?iz, E”=%, ell—j, .
Skiadowe obicktéw wzajemnych sg nastepujace:
4 ] 8 11 I 12 — 22 1
{(1.8) gh=—3, =0, 8 =77

11 1 I1I 1 i Ir a2+b2
(1.9) 8 = &=y g E

Wspdlezynniki koneksji baz podstawowych i wzajemnych dla opisanego dZwigara
siatkowego sa tozsamosciowo réwne zeru.
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2. STAN ODKSZTALCENIA

Proces odksztalcenia dZwigara polega na zmianie konfiguracyi, wywolanej
przemieszezeniami jego elementdw. Przemieszezenia elementow diwigara skladaja
sig z przesunigé i obrotéw. Przesunigeie wywoluje zmiang poloZenia elementu diwi-
gara, a obrét zmiang kierunkéw wektordw baz taka jednak, Zze moduly wektoréw
i katy pomiedzy nimi pozostaja stale. W rezultacie dZwigar przyjmie nowg konfi-
guracie, ktora nazwano konfiguracjg aktualng.

2.1. Odksztalcenie przesunigciowe

Opisano na rozpatrywanym diwigarze pole wektorowe przemieszczen jego
wezlow Vs, 2‘:(,:1)_ Sposdb tworzenia nowego dzwigara ilustruje rys. 2. Obiekty wekto-
rowe tego pola mozna wyrazié prrez skladowe skalarne w bazie podstawowej lub
wzajemnej:

1(2.1) A V(§1)=?}fl €,=1T, eu, ;f(ﬁl):;)“ emzi)‘a eﬂ’
gdzie a=1,2, 3,
W konfiguracji aktualnej wprowadza si¢ nastepujace funkcje wektorowe baz
podstawowych:
e € =e;+6, v, €, =e,—V+V,

er=ert(1H6,) V=V,  en=entd; ¥

2.2, Odksztalcenie obrotowe

Opisuje sig na rozpatrywanym dzwigarze pole wektoréw obrotu L4, §2(¢,)
Na rys. 3 pokazano dZWIgaI‘ odksztalcony obrotowo. Pole wektorowe obrotdw
weztow dZwigara £ i Q traktuje sie jako znang funkcje wspo%rzrgdnej £ ktdra
mozna wyrazi¢ przez skladowe w bazach podstawowej i wzajemnej konfiguracii
poczatkowej:

(2.3) Q-—0ve,~0Q,¢%, Q=0%¢,=0,e.
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Wedlug rys. 3 wektory obrotéw £ i Q przeksztatcaja dowolne wektory baz konfi-
guracji poczgtkowej e, i e, na wektory baz konfiguracji aktualnej o, i 9,. Wektory te
sa nastepujace:

3= +R2% (e, Xe), =e,40Q%(e,Xe,),

2.4 " ~
@4 3=, +0%(e,xe), dr=ey+£2* (e, ey). -

Przy definiowaniu obiektéw odksztalcenia, wywotanych polem wektorowym
ey .9,.(51) potrzebne nam bedg takie wektory 5, i 9, powstale przez obrét wekto-
TOW €, 1 ¢, o katy okredlone wektorami (14+6,)Q i (I—i—él)ﬂ. Wekiory te sy nastq-
pujace:

3, =e,(11-8,) Q% (e, X ey, I,=e,+3° (e Xe,),

(2.5) o . -
( = +(1-+d;) Q% (e, xe), dy=ey+(1+5,)H" (exXey) .

2.3, Odksztalcenie calkowite

Odksztalcenie catkowite rozpatrywanego dzwigara, sktadajace si¢ z odksztalcenia
przesunigeiowego i obrotowego, okredlajg w sposéb jednoznaczny oblekty opisujace
wygigcie legczmkow spowodowane polem przesunigé wezidw Ve i v@q, i polem ich

obrotu £24,, Q(EJ) Miarg ugigcia tacznikéw beda wektory 6,, ﬂs, B, 0,,, ktore d[a
malych odkszialcen sa wektorowyml miarami katéw pomiedzy wektorami (e,

(&5, 95), (€xs 35), (€4, 3). Wektory 8., OS, 0., 9,; wyrazi¢ mozna wzorami nast@pu}qcym1
Ek X 3!:

|€xf I?’kI )

€, . €X3, €, X3

6 =
e [a,}” ‘

(2.6) 8, =

=

: G =
ie.s‘! Iasf ’ iekg Ia.rci ’

2.4, Zwigzki geometryczne

Dla tacznika A, A, pokazanego na rys. 4, przedstawiono wektory @,, ﬂ jako
liniowa kombinacje wektordw I, A,. W ogdlnym przypadku, otrzymamy

@\‘

\
’6’\s " fi
m\ o
r S
TAdE") ,’9;’-’ Asfg™+1) &
Iy
Rys. 4

! es:rs—l"As’ észrs_Ass
(2.7 o
9k= I‘k+Ak > ek = I'k”“Ak

Wektory T, A, T, A, wyrazié mozna PO uwzgl@dmemu zaleznosei (2.6) nastepu-
jacymi wzorami;
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1 o - 1 o
rs_?esx(as+as): As_2g ESX(BS—BS),

58 35

(2.8)

1 . 1 .
Tkmaﬁx(ﬁ*ﬁad, Aﬁz‘;;ekX(arak).

Podstawiajac do wzoréw (2.8) wektory (2.2) oraz wektory (2.4), (2.5) z doktadnoscia
do wyrazéw liniowych, otrzymamy

abe® a’ b2 e

F.= 28, v+ab Q%+, 291, A= § 02
1 2g11[ 1otab ( 1 £2%)] e _
r _abe‘ 5 (o)t ol gt A a* b et s
2= em [2 (@—2)+ab( Jrﬁ s - z~—£2——(9 —£24),
ab (e'+-e?) . - .
@9)  Ty=—— 240 o) b (216, QU 2H0, @014 QY]
at b (el te?) . N
A= e [—(143d,) (@' 4-29)1-2' 7],
L1 .
r, -2 [26, 5+ab (20245, 67|, A LAY
= a , = — .
11 2811 11 1 v 1 11 e

Wektory I'y, T, T, T'; opisuja antysymetryczng czgéé wygiecia lacznikéw; wektory
DA, Ay, Ay Ay nazwano skladowymi symetrycznego obiektu wygiecia Iacznikow.
Skrecanie acznikoéw wyraza sig wzorami nastepujacymi:

(01=]/§;":51 Q1 ¢'2=1/§; (Q:_g:)ﬁi

- 1 -
@11:]/811 nd 2, pr=——g,, Q'+ 2 —-Q)—
g ~ 822 (2* 46, QZ’“Qz)]-

(2.10)

Wrzory (2.9} i (2.10) stanowia uklad zwigzkow geometrycznych dla rozpatrywanego
dZwigara.

3. Zwiazxa FIZYCZNE I STAN NAPIECIA

Podobnie jak dla diwigardw ciaglych, zwiazki fizyczne okreflajg zaleznodci
miedzy skltadowymi plytowego stanu napiecia, a skladowymi stanu odksztalcenia.
W monografii [6] wyprowadzono te zwigzki zaréwno dla sktadowych podstawowego
jak i wzajemnego stanu napigcia. Dia skladowych podstawowego stanu napigeia
zwigzki te wynikaja wprost z teorii belek; w przypadku rozpatrywanego dZwigara
sg nastgpujace:;

6ay 3a, be? R )
K, = Vo o= R @guy—ten)tab (Qgy 26, o)
11
2

g

o, a, b? e? 3 )
A= = Q=)

Vg a

(3.1)
G, =
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(3.1)

[c.d.]
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by
K= ]/—-u p1=by [9(1¢1+ 137 9(1.51)] s
811
6ar, 3a,ae! . . .
K, = ]/#; rz = b2 [2 (U(fi)_1’@1))+ab (Q(,gl)‘l“g(gx))] N
822 )
2a, a, a* et .
G2 = — AZ = [ngl) - Q(l 1)] >
a2 b ¢ :
by .
Ky = === g,=b, [9(261)_9(26’)] s
822
6ay 3aba, (e'+e?)

Vg— (a +b2)1/2 [2 (L(§l+ ) "7)( ))+ab (! ?(2 )+
I 1 £1
@t+1) (él)<|—-! !(1 })}’

31 1 2 2
[Q(él) - .Q(,:1+ 1)'5“9(&1) - Q(e;l £ 1)] 3

_ 2ay A a? b2 ay (e'+e?)
Vo M= e

G,

by by - -
kp= ]/;g‘; 1= (a2+52)1/2 [az (Q:§1+1)—Q(]*§1))_52 (9(2.514-1]_9(2&))],

f{ _ 6{1][ I‘ _ 3a11 bez 5 _ b - =
1 11 2 [ (ﬂ(§1+1) 'v(.fl))“l“a (Q(al)—l_g(gl.{_ 1))] .
.I/g 1 11 a :

2 52
~ 2an aI[b [

R Y WL LA YT N R
]/311 IT a ) )
- by ~ .
Ky = e ="b [Q(1¢1+1)”"Q(1¢1)]s
]/E’H 11

gdzie ay, a,, ay, ay; 0znaczajg sztywnosci zginania facznikéw, by, by, by, byy sztywnoscei
skrecania tacznikdw,

92 .%L,‘ Em=83
Sn”e NG
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Na rys. 5 i 6 pokazano dodatnie zwroty sktadowych podstawowego stanu na-
piecia. Sity N,, N,, N;, N, mozua wyrazi¢ przez skladowe w bazie podstawowej:

3 — 33 3
(3.2) Ny=Nje;=nje;, Ny=N,e;=nje;, N;=N,e;=n{e,,

J ~3
Nl =N1 e3=nje;3.

Rys. 6

Piszgc réwnania réwnowagi lacznikéw wg rys. 61 dokonujac odpowiednich przeksztal-
cen z uwzglednieniem powyiszych zaleznosci (3.2), otrzymamy

2K =ny (e, xes), 2K,=nj (e;Xes),

(3.3) .
2K, =7 (e; Xes), 2K = 1 [(e; Xes)—(ey X es)].

Momenty dziafajace na poczatek tacznikéw, jak przedstawiono na rys. 51 6, zostaly
wyrazone przez wektory Ky, K5, Ky, Ky, G4, G,, G, @1 oraz skalary rc,, rc,, %1, k4.
Nastepnic wyraZajac je przez skladowe w bazie podstawowej, otrzymamy

ey - ef e, ¢
mi=HK;+G,)e*—xk ——-—], [(K FGy) e —x, = ____.]
1 [ ' 1 ' V&1 : : ]/gzz

ERY

~ ~ - | ’ epe”
ity = (K1+G1)es—TC1“l/___ ,  mi=|E+Gp eS—IcI—]/;:“ .
r

1
Enn

Zaleta wprowadzonych powyiej obicktdw napigcia jest to, ze za ich pomocg otrzy-
muje sig prosty zapis skalarowych réwnaf réwnowagi dzwigara siatkowego.
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4. METODA ROZWIAZANIA

Zagadnienie statecznodci plaskiej postaci zginania diwigaréw siatkowych polega
na okrefleniv wartoéci obcigzenia krytycznego, przy kidrym wystepuje przestrzenna,
gietno-skrgtna postad réwnowagi dzwigara. Jak stwierdzono we wstgpie, do rozwig-
zania tego zagadnienia zastosowano przyblizona metode obliczania wyboczenia
plytowego siatek plaskich, kidra zostala omowiona w pracy [7]. Diwigar plaski,
obcigzony tarczowym ukladem sil, zastapiono modelem skladajacym sig ze sztywno-
przegubowej tarczy i polacrone] z nig plyty sprezystej. Wychylenie tego ukladu z kon-
figuracji tarczowej w konfiguracje wyboczeniowa typu plytowego powoduie,
Ze w sztywno-przegubowej tarczy pojawiaja si¢ pewne niezréwnowazone skladowe,
ktére zaczynaja obcigzaé plyte w poszezegdlnych wezlach. Skladowe te sa funkcjami
tarczowego stanu napice (znanego z rozwigzania dZwigara jako kratownicy plaskiej)
i zalozonego wychylenia plytowego. Rozwiazujge nastgpnie zagadnienie plyty po-
szukuje si¢ takiej wartoci zewnetrznego tarczowego obcigZenia P, przy ktérym
jest mozliwa réwnowaga omawianego modelu w plytowej konfiguracji wyboczenio-
wej. Obliczona w ten spos6b krytyczna wielkosé sity P jest traktowana jako przybli-
zona warto§¢ obciazenia krytycznego rozpatrywanego diwigara siatkowego.

Zgodnie z przedstawionym wyzej schematem przy obliczaniu obciaZenia plyto-
wego, pochodzacego od napieé wewnetrznych w tarczy, zakltadamy, Ze prety tarczy
polaczone sa z wezlami takimi przegubami, ktdre umozliwiaja istnienie w tarczy
stanu napieé¢ T,, T, oraz nie powoduja zginania pretéw tarczy przy przejéciu w kon-
figuracje wyboczeniowa typu plytowego.

4.1. Tarczowy stan napigcia

Rozpairuje sie tarcze przedstawiong na rys. 1, obcigZzong sila brzegowg P. Ze
statyki wezla E, (vys. 1) otrzymano réwnania réwnowagi wezltdw 4,3, Bs i brzego-
wego B, wedlug rys, 7:

{4.1) —T;+6, T,+(1+3,) T,=0,
(4-2) ' (1 ‘I'él) TI”‘ (1 +51) T2+51 Tl =0,
{4.3) 1,+T,-P=0.

Po dokonaniu odpowiednich przeksztalcei otrzymuje sig wartoéci na sity tarczowe:
a
T1(¢1+1)=—P?fls Tyuey=P,
4.4
" a P
Ti@y=P ¢, Tren= — (@552,

4.2. Plytowy stan napiecia

Rozwazono plyte siatkowa przedstawiona na rys. 8, obcigzong w poszczegdlnych
wezlach obcigzeniem zewngtrznym w postaci sit P, 1y Prgay oo Pagy 1 Pacry, Paay oo
P, . Prostopadiych do plaszezyzny plyty. Zalozono, ze konfiguracja poczatkowa
Plyty pokrywa sig z konfiguracja poczatkowa tarczy.
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Zagadnienie zginania plyt siatkowych opracowane zostalo w punkcie 2 i 3 ni-
nigjszej pracy, gdzie wyprowadzone rostaly podstawowe zwigzki 1 réwnania nie-
zbedne do rozwigzania zagadnienia plyty w przemieszezeniach.

e

-T | T T 8, )T, -(r0)T, o) T,

j ~(HENT,Y N (18T !

—TI ' (1+d1)1-2

\ —(1+07)T |

J (1+d4) Ty

I ——
(1+,)T; &

Rozpatrujac statyke wezla I, (rys. 8) otrzymano réwnania réwnowagi dwéch
wezddw A,, By (rys. 9):

Ny — (146 N, — 8, N, +(1+6,) P, =0,

4.5 "
@) (148,) Ny~ (1482 N =3, N, +(1+6,) P, =0;

“o My~ My (148,) My — (148,) My =0,
| — M, — (1 4+6,) M, ~ (1+3,) My = (1+46,) M, =0,

Piszac rownania rownowagi poszezegélnych pretéw, otrzymamy:

@ M, =e, XN, —M,, (148 My=e,x(14+8,) N, —(1+3,) M,,
. Mlzenxﬁluﬂl, M]z(el_EZ)XN[_M;.

Rozprawy Imiyniergkle- — 7
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Uwzgledniajac réwnania (4.7), a nasigpnie wyrazajac sity i momenty przez
skladowe w bazie podstawowej, olrzymamy nhastgpujace réwnania réwnowagi:
n3 —(1+6,) my —0; my+(1+-64) P3=0,
(1+6,) m3~(1+8,) n} =6, A +(143,) P7 =0,
abn?—l—mll gi1—(1+4,) mj g11— 9 mi g1,=0,
abni+abng --mi gy, —(1+9:) M3 822 — 01 M3 £22=0,
—(1-+8y) abns-+(14-61) m; g1, —(146;) i 11— 01 i g1, =0,
abii} +(1+4-d1) m; 822 (146,) mi 822~ M7 822=0.

(4.8)

\I'i“Gﬂf’g
y . @ ~{tsd1)Ms (ol (1484)fy -1+, )y
N-] ﬁ‘]‘ -N+ N1 i !
o B Py B4
2 My : (1464 Mz
My 2 AL
-F (e )78y 4+d N
2 i { ‘i) T (‘T‘fdi
TR A
4
('Hd‘;
‘]461}91 (’?"‘d{
= 161) “"' [ (’7*51
As *d'f)M'?
(1+61)My
Rys, 9

Skladowe obiektéw napieé na podstawie wzordw (3.1), (3.3) i (3.4) w postaci
rozwinigte] maja nastgpujgea postac:

. 6a, 2 2
m= s 2 (@1~ vey) 80 Qgua o+ 2]
5 Bty - 1 ~1
n = —b3— [2 (q;(gl)—-{)wl))—l-ab (Q(&l)_‘_g(&l))].’

6fa
“9) A= —Wﬁ;

[2 (‘;’(61+1)—5(.51))+ab (f}é1+1)+.§~2é1))] :

6na; ~ & 3
np = —p B2 (@11 1)~ Teny)+ab (@4 H Qo g+,

— 1 1
mi— a [Q(1¢=+1)—Q(al)]s
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@9 . a
a3 = o [6 (Vg — ”(:l))+2‘1’b Q% +9% )],

ra, .
mi = _b“‘ [Qél) '—'Qél)] N
1_ % ~ 1 51
M= g7 g [0 @By ~geu)+2ab 2020+ 0),
~ 1 o~ ~\
m} = a [9(151“)‘"9(1&1)] »

. ﬁ’
al= [6 (Dgzir1)—P(en)+2ab (29 1)‘|“Q(.§1+1))

ay bn . o
my=——=[6 Wy, *""'”(:1)) +2ab (Qery 1+ Ly 1y H280 +282 )1+
+ As {a* (Q(Izu- 1)_'{2{1&:1))Jr‘!”2 (‘é(z:‘)_gélﬂ))]’
3 ai a?;r
my = 16 (@es1y =) +2ab (Rga 1y 2001 1y H28+ 20501+
[a (Q{E'--I-l) é(lgi))+b2 (é(zgl)_g(z.'giﬂ))],
gdzie
I T O S
’? a:{ 3 Cf: al > al 3 u al 3 y al L] al ?

b
w=—1), A=(a®+b)2,
231

4.3, Obciqzenie plytowe wywolane tarczowym stanem napigcia

Sposob polaczenia wezléw sztywno-przegubowej tarczy i sprezystej plyty jest
taki, e umozliwia przeniesienie niezro’wnowaionych obciaZent z tarczy na plyte,
Jesli nadaé weztom tarczy prrzesunigcia Ve i v(f,), to 1aczniki znajdujace sie po-
migdzy wezlami przyjmq poloZenie pokazane na rys. 10.

Suma rzutéw sit T,, T, na kierunek e, dzialajacych na wezly 4 i B, pochodzace
od oddziatywania poszezegdlnych lacznikéw przedstawia sig nastgpujaco:

@4.10) (40} Py= -1, ey +(146,) Ty oy =Ty ot {(1-40,) Ty s
(4.11) (Q+6)Py=-T a; + 146 T, &, —(1+8)) Ts oa+(14+6,) T, oty -
Katy obrotu lgcznikéw sa nastepujace:

Pes+1) Yy 5 = D141y ~ Py
oy =—V“——, 1 “"T“_,
811 Veuun
(4.12) .
) _ e P

oy =———", o
’ ]/822 v Vgu
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Podstawiajac wyrazenia (4.12) do wzordw (4.10) i {4.11) oraz _dokonujqc niezbed-
nych przeksztatced, otrzymamy sity Pices 1y 1 Preisy obciazajace plyte w poszeze-
g6lnych wezlach:

Tl(il) T1(§1+1)+T1(§1) Tl(ﬁl) T2(§l+1)
4.13) Pl(f*+1)=v(él)[ a T Oy | 7 T4 A +

Ty (EL+1) ~ TI(Ei) ~ T2(§1+ 1)
+7J(§x+z) a +7J(.:1) A +'U(§1+1) A P

Tz(el+1) TI(€1+1) |~ TI(EI)
(414) P2(41+1)=‘ZF(;_:1+1) {T —]—W(§;+2) T_ T Yy _a— +-

~ T1(§1)+T1(€1+1) T2(61+1) _ TI(§1+1) ~ T1(1:1+1)
Fowen| — a - A 4 V(z1+2) _——_a .

(1481} Py

(1+84)eer

-

yor b7 \7.//4\ /
1 ! .

Rys. 10

Po podstawieniu do wzordw (4.13) i (4.14) wielkosci (4.4), otrzymano sily Py 1y
i Pyey) Wyrazone przez sile tarczowa P. Natgpnie tak otrzymane obciaZenie
plytowe, wywolane tarczowym stapem napigcia, podstawiamy do pierwszych dwu
Téwnan réwnowagi (4.8), zastgpujac wyrazy (146 P21 (146,) P3:

4.15) (1+51)P?:P1(£1+1) » (1+51)P3=P2(§1+1)-

4.4. Rownania réwnowagi wyboczonego diwigara siatkowego

Dokonujac w réwnaniach réwnowagi plyty siatkowej podstawienia (4.15) oraz
awzgledniajac skladowe obiektéw napigé (4.9). otrzymano ostateczng postac réwnan
réwnowagl wyboczonego dfwigara siatkowego:

A} Qe+ A5 Qi yH 43 Qg gy 45 Qs iyt 47 Qiant
+Aé é(l‘:hz- 1)+Ai0 f)é;)—}—Ah 'U(El +1) +A;6 ‘5(&1)+Ai7 ‘i’m)‘(-si +1) =0,
A3 Qi+ A3 gt A3 Dy 43 Oy A2 B Al Dl
+A4% Qi 4, ”(f{)+Af4 a1yt ATs Vg oyt A6 ey =0,

4.16)
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.16 A5 Dy 1y T A3 Dgrs 5y A8 Doy 5y A3 Bloay + A3 Bl 1y
h +43 é(1§1+2)+A?1 Qs+ A%, i1y +ALs Yyt ALy Yy =0,
A3 Qe oyt A5 Qg+ 42 syt Az é(1¢1+1)+‘4?0 Qél)Jr
b ATy Dy iyt ATy Oy oyt ATs v say T ALs Bent
, +A41, ‘;’_(fw n+Ats %'(&1+2)=0’
Ag Q(1§1+ 1)+Ai 9(2&1)"“42 Q(zgl+ 1)+Ag Q(zf1+2)‘|‘A'sr é(lfi)'l_
+43 52(1:1;1)‘1'-’4?0 Dy A3 ey +(A3,+PB) D1y -
(A5 +PBE) Ve r 2y H (Al HPBLG) ey (435 +PBT) Dgis =0,
A7 Qg 1yt A5 Qe HAG Dy, oy HAG Dy 1)+ 450 By +-
+Ag1 éé1+l)+‘4§2 é(zgwg‘l‘(qu.‘i"PBf‘;) Yigrt 1)‘|‘
(475 PBT5) Ve s 2y H (A6 +PBLG) vy (A5 +PBT,) Baa s 1y +
_I_(A?S_l_PBSB) %(£1+2)=0 ~
Jest to uklad jednorodny szefciu réwnan réznicowych liniowych o stalych wspoi-
czynnikach. Niewiadomymi funkcjami wspélrzednej &' wertow plyty jest szesé
sktadowych Q1, 02, v, £*, &2, v, stanu przemieszezen tych wezléw, Metoda oblicze~
nia niewiadomego, zewnetrznego obcigzenia tarczowego P, zostanie omowiona
W D. 5 niniejszej pracy.
Operatory roéwnan (4.16) wyrazaja sie nastepujacymi wzorami:

Aedicay, A= —4a® lj;;r—a“ #—Zaw— 4a; o ’

PV P A LA

A NS B A AN

M=l tym == S e

babn

@17 =A== A=At = — A= — A= A= MG A=A =

M=M= =A== e im =

. (8:2 4 b;?;:rb“,u s b),

A§O=Ag=5‘if—bz”, T L N, ST I

Ag=—g§~, A= A3=ba, A§=—(a4ﬂ+4a2bzﬂ+2aél 4‘::“),

AS
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{41.7) 26 B 6bp
[e.d.] Afo=At,= — a Afg=—Alg=—A5y=42, =a_z:
5 5 12 5 n 2 o 5 6 129
A13=A15= F, A14=_12 "‘2_3"_1_‘;_3"—'_? s A16=A15=———A3 ,
120, 126 N2«
A§7=A?4=H?;3_s Ag6=Af8=_a—3: Af7=~—12 (.F+_aa—+“l)—3 ]
28 -1 5 6 ¢t 5 5 6
Bla=—F— Bis=-Bi;=— Bl¢=—Bi{;=—B|,=

S S o

—B6 = — = — . &
15 a b’ 17 a, b’ B gb

4.5. Warunki brzegowe wyboczonego diwigara siatkowego

Przez uzaleznienie wielkodci geometrycznych, skladowych stanu odksztalcenia
i przemieszczenia oraz stanu napiecia od jednej zmiennej &', wystarczajace bedzie
spelnienie warunkéw brzegowych z lewej i prawej strony dzwigara (4. na kraweg-
dziach 4, B, i A, B,). Warunki brzegowe na pozostalych krawedziach diZwigara
Ay A, 1 By B, zostaly spelnione przez roéwnania réwnowagi plyty siatkowej, kiore
napisano dla dwdch charakterystycznych wezldw 45 1 B,

~3 -
Y
Bolt'™=0) My Bi(&'=1) Ba(t™=2) , Bn@f.“ﬂ)g
-R:'——a -—oz ’/ If ¢
7 ko g
/// M) N S
/
INCE R ey WN/SED) Ap(E=2) | AnfEn) g
M) / o)
Rys. 11

Brzeg sztywno zamocowany (na rys. 11) charakteryzuje si¢ tym, ze przesunigcia
i obroty wezléw 4,, B, sa réwne zeru

[w]é,’l:n::oa {Qs]pm,,:O,
(4.18) j j
[7)]¢‘1=n=0: [Qs]§1="=0.

Dlia brzegu swobodnego A, B,, nie obciazonego — skladowe stanu przemieszeze-
nia nie sa znane, ale wiadomo, e obcigZenic WeZlOW 73 (o) 17 (o) 5 0y 71 oy

o2 °1 ez 219 22 . - .
Py coys ML oy Moy FY oy M) (0 JEST TOWRE Zeru:
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(3 (0)+”?(o)]¢1=0 =0, [Aila=0=0,
oy oy a b
[m; (0)+m1{0)}§1=0 =Ky +T€12+ Ki— Gz)_A_ rio =0,
4.19 - o b a
(4.19) [mi(orf'mlz(oﬂe::o:[—(Kl—GIH—KI I_(KI—GI)E:LIEOEO’
[’%i (0)]51 =0= [’21351 =0=0,
[’%ﬁ (0)]#::0 = [Kl - @1}£1=0 =0.
Uwzgledniajac zaleznosei (3.3) i (4.9) i rozwigzujae uklad szefciu réwnan (4.19),
okrefiono sktadowe stanu przemieszczenia w wezach fikcyjnych 4, i By:

A1 AL 2 2 ~ -~ 2
.Q(ﬁ]._l)ﬁg(él) . 9(51_ 1)=Q(§1) 5 ‘Z?(g1_1)=?)(§1)+ab9@=1) 3

6by 4b? pat+a® u dab* n—ab* u
Q(:l 1) [ Aa]'v(él)"l" [1 + wA® Q(lfl)+ wd? ‘Q(zil)'i'

6by |. 202 an—a* ) . ab? (41; )
- [—‘ le ‘o‘.?(fl)+ [_ W Q(1§1)+ T (gl) [

Q= [ﬂ};@] Qo+ [H J}— ] Rt
.20) + [m-——s E’:a ﬂ)] Qb+ [- asﬂ—j;bzﬁ] 3
Vger-1)= [1 + %21'3—”] Yeany [&g-ﬂ)] Dt
+[ab s (b; :3+2a2 n)] 2, [ ‘jf }v@lﬁ*

ba*pl . a®b Qa® g+ 1) s
+ —2_143— Q(El)-'i_ - 243 Q(Ei) .

5. PRZYVKEADY

Dla dZwigara o malej liczbie wezldw wzdtuz linii parametrycznej &% najwygod-
niejsza metodg rozwigzania wyprowadzonych réwnan (4.16) jest metoda numeryczna.
Réwnania te sa réwnaniami réwnowagi weziéw o wsp6irzednej (61-1), gdy spelnia-
my je dla wspotrzednej &', Oznacza to, Ze w plycie, ktdrej wezly brzegowe oznaczone
sg wspblrzedna &= 1, nalezy spelni¢ uktady réwnan (4.16) dla wspdhrzednej £1=0
Wystgpujace sktadowe stanu przemieszezenia o wspdhrzednej &1=0 zastepuje sie
obliczonymi z warunkéw brzegowych wyrazeniami (4.20).

Warunkiem istnienia niezerowych przemieszczen jest, aby wyznacznik charakte-
rystyczny uktadu réwnan (4.16) (napisanych dla wszystkich wezldw dZwigara siatko-
wego) byt réwny zeru. Warunek ten mozna napisaé w postaci

(5.1) : |A—PB|=0,
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gdzie (A—PB) jest macierza kwadratowq wspolezynnikéw wspomnianego ukladu
réwnah (4.16), przy czym macierz B nie jest macierza jednostkowa. Wyznacznik
tei macierzy jest wigc wielomianem n-tego stopnia ze wzgledu na zewnetrzne obcia-
senie tarczowe P. Stopief ten jest réwny liczbie stopni swobody wszystkich weztow
d4wigara. Wspomniany wyzej warunek sprowadza si¢ do réwnania

(5.2) W (P)=0.

Dla otrzymania tego wielomianu zastosowano metodg R. KOSSOWSKIEGO omdéwiong
w pracy [8]. Z rozwigzaria réwnania (5.2) otrzymuje sig kitka wartoéci sit krytycz-
nych P. Nas interesuje przede wszystkim najmniejsza warto$¢ sity krytycznej P
oraz odpowiadajaca jej postaé wyboczenia dzwigara. Dla przykltaddw zamieszezo-
nych w niniejszej pracy, opisana metoda zostata opracowana na maszyng cyfrowa
Gier w jezyku ALGOL-4.

Obecnie przedstawione zostana rozwiazania diwigardw siatkowych (rys. 1),
obcigzonych sila tarczowg P. Zatozono nastepujace wymiary i sztywnosci pretow:
@ = 1000 [mm], =500 [mm], &, = 10,79375 [kGm?] (sztywno$¢ zginania pasa dolnego
A, A,, obliczona dla przekroju petnego kotowego o érednicy d=10 [mm]) n=0=f=
=1, y=y=0=w=0,8. :

Przykiad 1. Dla déwigara o wymiarach 3ax0,5¢, tj. 44 By B, A, przedstawib-
nego na rys. 1, pierwsza (najmniejsza) warto$¢ sily krytycznej wynosi

(5.3 Pl =15,6034 [kGT.
Druga (wicksza) wartosé sity krytycznej jest nastgpujgca:
5.4 PI=52,6717 [kG].

Kazdej z obliczonych sit krytycznych odpowiada inna, kolejna postaé wyboczenia
d#wigara. Postacie te mozna okresli¢ przyjmujac za znang warto$¢ jednego z prze-
mieszezen plytowych wezléw rozpatrywanego dZwigara. Rozwiazujac nastepnie
nklad réwnaf (4.16) dla kolejnych wartoéei sit krytycznych, otrzymano stosunki
pozostatych przemieszczen [sa to wektory wlasne wspomnianej macierzy z rownania
(5.1)], co pozwolilo na zilustrowanie postaci diwigara po utracie statecznosei.
Na rys. 12 przedstawiono postaé wyboczenia diwigara przy dzialaniu pierwszej
(najmniejszej) sity krytycznej.

Przyklad 2. Wartodci sit krytycznych dla diwigara 4, B; Bs A5 (4ax0,5q) sg
nastepujace:

(5.5) Pl =84228 (kG], PE==24,0989 [kG], Pi'=54,3892 [kG].

Przykiad 3. Dla dZwigara o wymiarach 4, B Bs As (SaX0,5a) otrzymano cztery
wartodci sit krytycznych:
PL=51682[kG], PE=14,3501 [kG],
PIT—26,4180[kG], P = 54,6945 [kG].

(5.6)
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Na podstawie wartoéci Py, (najmniejszych) sit krytycznych dla przedstawionych
przyktadéw mozna wysnué wniosek, ¢ w miarg wzrostu diugosci dZwigara sita
krytyczna maleje. '

Otrzymane réwnania réwnowagi wyboczonego dZwigara umozliwiaja rozwigza-
nie szeregu dZwigaréw o dowolnych parametrach, takich jak wymiary gabarytowe,
sztywnoéé zginania i skrecania poszezegdlnych pretéw, sposob zamocowania,
rodzaj zewngtrznego obcigzenia tarczowego P. Jak zaznaczono w p. 4, zastosowano
w niniejszej pracy przyblizong metodg obliczania wyboczenia dZwigardw siatkowych,
zatem otrzymano przyblizone warto$ci sit krytycznych.

Nadmienié nalezy, ze J. LEWINSKI w rozprawie doktorskiej [9] rozszerzyt zasto-
sowana powyzej teorig. Wprowadzit do opisanego tam modelu dodatkowe obcigZenie:
w szeregu punktach na dlugosei facznikéw dZwigara. Praca [9] omawia kryterium
stosowalnoéci metody opisanej w pracy [7].

Ponadto wprowadzenie wigkszej ilosci przegubéw do modelu sziywno-przegu-
bowo-sprezystego dla przypadku Sciskanego preta opracowat F. MARKUSZEWSKE
w pracy [10]. '
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Penwwme

VCTOMYHUBOCTh INIOCKOVM @OPMEBI WATHBA CETYATBEIX HECYIHUX CHCTEM
C INAPAJINENIBHBIMHY TIOJIOCAMMA

B pabore paccMatpWBaeTca BOOpOC 00 YCTORYWBOCTH THOCKOM (OpPMSI BIrEGa ceTdaThIX
HECYIHX CHCTEM C HapamnelbHEMY monocamu. Ha ocnose pesynbTaTos monyaermpx I'. @porm-
. KeBHIEM JUIA DACCUCTa YCTOHYHBOCTH MIOCKMX CETOR IPHMEHEHA TEOPHs NECKPeTHERIX cpem. s
COCTOAREA TOTEPH YCTONUEBOCTYH HECYIlel CHCTEMBI BLIBGAGHE! YPABHEHNS DABHOBECHS B IIepe-
MEIIEHIAX, HA OCHOBE KOTOPEIX PacCYHTAHEL KPHTHYCCKHE BENHIRHL BREITHEH Harpysky » dopMa
JiehOpMEPOBAHNON CHCTEMEL

SUMMARY

STABILITY OF THE PLANE FORM OF BENDING OF LATTICE GIRDERS WITH
PARALLEL FLANGES

The aim of the paper is to solve the problem of stability of the plane form of bending of lattice
girders with parallel flanges. On basis of the paper by H. Frackiswicz “Buckling of lattice plates”,
the method applied is that of caloulation of buckling of plane lattices by means of the theory of
discrete media. The equations of equilibrium of the buckled girder are expressed in terms of dis-
placements, and they vield the critical values of external loads as well as the corresponding form
of buckling.
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