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MOMENT OPOROWY CIENKIEF TARCZY WIRUJACE) W OSLONIE
(LAMINARNE PRZEPLYWY WTORNE)

RYSZARD GRYB O § {(GLIWICE)

1. SFORMULOWANIE T ROWNANIA ZAGADNIENIA

Przedmiotem rozwazan bedzic zagadnienie momentu oporowego, na jaki na-
potyka paska tarcza kotowa o promieniu a, wirujaca jednostajnie w swej plaszczyZnie.
Tarcza osadzona jest w walcowej oslonie, ktérej wngtrze zapetnione jest ptynem
lepkim, miescifliwym. W zwiazku z tym zaréwno przy tarczy, jak i na §cianach ostony
tworza si¢ tréjwymiarowe warstwy przyécienne, co do ktdérych zakladamy, iz majg
charakter laminarny. To zaloZenie ogranicza zakres stosowalnodci wyprowadzonych
wzoréw. Wiadomo bowiem z doswiadczen [2, 51 8], Ze powyzej pewnej granicznej
wartoéci liczby Reynoldsa przeplywy widrne przybieraja charakter burzliwy.

Bedziemy pomijaé wplyw oporu powstajacego na walcowych $cianach ostony
oraz na obrzezu tarczy, traktujac jej grubosé jako malg w poréwnaniu z promieniem
a. Nie bedziemy takze zajmowali si¢ wplywem szorstkoéci écian na warto§¢ momentu
OPOrowWego.

Tak sformulowane zagadnienie bylo przedmiotem rozwazan kilku badaczy
[1, 21 3]. W pracy [5] podjeto opréez tego prébe przybliZzonego uwzglednienia tarcia
na walcowych $cianach ostony. Wartoéci momentu oporowego najbardziej zblizone
do wynikéw pomiarowych uzyskali T. Oxava i M. HAsEGawA w pracy [1] oraz
J. W. Damry i R. B. Nrce [5]. Jednakze prace te zawierajg istotne bledy merytorycz-
ne, ktére omowimy w p. 6.

Tymezasem przytoczymy podstawowe réwnania zagadnienia. Beda to oczywiscie
réwnania Naviera-Stokesa, moment za§ oporowy okre$limy z pomoca zasady kretu.
Réwnania Naviera-Stokesa napiszemy w walcowym ukladzie wspotrzednych r, ¢, z,
przy czym ze wzglgdu na ustalony i osiowo-symetryczny charakier przeptywu po-
miniemy od razu wszystkie pochodne lokalne i wzglgdem ¢:
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Tutaj v, ¥4, ¢, 54 skladowymi wektora predkosc,
V=0, +V,e,+0 €,

p oznacza ci$niemie, p gestosé, v lepko§é kinematyczna, e, e, e, wersory ukfadu

wspdtrzednych. ‘

' Opréez tego spetnione musi byé réwnanie ciagloici dla plynu niedcisliwego:
dv, v, Jdo,

ot te 0

1.4

Ustalimy jeszeze warunki brzegowe dla warstwy przy$ciennej na tarczy. Ekspe-

rymenty [2,3 i 5] wykazuja, ze gdy szczelina osiowa miedzy tarcza i oslong jest

: dostatecznie duza w pordwnaniu z grubodcia warstwy

s 6 6 przyéciennej, to w komorze pomigdzy warstwami przy-

I9eIM sciennymi nistala sig pewien przeplyw, podczas kidrego

plyn krgzy jak cialo sztywne z predkoscia katowa o,

“P mniejszg ‘niz predko$é 2 tarczy (w=Q/8, f> 1).

‘lg Ten obszar przeplywn umownie nazywamy rdzenient
{
J
1

\
.
=

AN

wirtfacym, lub krétlko rdzeniem, Scislej méwiac
jest to przeplyw, w ktérym skladowa obwo-dowa
predkosei jest wprost proporgjonalna do odlegloéci
od osi obrotu (v,=wr), przeplywn za§ promienio-
wego nie ma (v,=0). Powstawanie rdzenia stwier-
dzono w komorach, dla ktdrych stosunek szero-
kosci s szczeliny osiowej do promienia a byt wigkszy
od pewnej wartodci granicznej. W literaturze [2 i 4]
* cytowana jest warto$§é (s/a),=0,02, jednakze doklad-
niejszym okre§leniem tej wielkodei zajmiemy sig
w p. 4.
Grubos¢ warstwy przySciennej jest, jak zwykle,
. wielko$cia umowna. W naszym przypadku bedziemy
ja interpretowa¢ jako taka odlegto$é od powierzchni
: tarczy, na ktdrej nie ma juz przeptywu promieniowego.
Oprécz. tego kinematyczne warunki brzegowe zagadnienia musza wyrazaé
fakt przywierania elementéw plynu do powierzchni tarczy oraz réwnoéé predkosei
obwodowych w rdzeniu i na zewngtrznej granicy warstwy przyéciennej, czyli

Rys. 1

o.=0, w,=rf2 dla z=0,
(1.5)

2,=0, e,=ro dla z=9§.

Dzigki odérodkow_ej sile bezwladnoéci w warstwie przySciennej na tarczy przeplyw -
ma charakter odérodkowy, na ostonie za§ — dosrodkowy. Z drugiej strony jest
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oczywiste, Z¢ w miare zwigkszania sig odleglodei od osi obrotu wzrasta iloéé plynu
zawarta w elementarnym stoju warstwy przySciennej, nawet przy zaloZeniu jej nie-
zrriennej grubodel.  Przyrost masy

plynu uczestniczgoego w ruchu przy- _
Sciennym uzupetniany jest elementami I
plynu porywanymi z rdzenia. Tak ma
sig rzecz w warstwie przyéciennej na
tarczy.

Natomiast na nieruchomej, plaskiej
dcianie ostony zachodzi proces od-
wrotny, tzn. czgé¢ plynu w miarg zbli-
zania si¢ do osi zostaje sukcesywnie
oddawana do rdzemia. To wyjasnia,
dlaczego w rdzeniu, obok dominuja-
cego ruchu okreznego, musi istnieé ¥
takze pewien przeptyw osiowy od '
ostony ku tarczy (rys. 1).

Sr=pBwr

or

W zwigzku z tym i w warstwie
przyicienne] pole predkoci musi za-
wieraé skladows v,. Pomijanie tej skla-
dowej (jak to uczyniono w pracach
[11i 5]) jest uproszczeniem, ktére pro-
wadzi do sprzecznodci z warunkiem ciagloci. Funkcja v, (r, 2), oprécz warunku
ciggltosci (1.4), musi czynié zado§é warunkowi brzegowemu

Tarczd o
Gsfong =

(1.6) 2,=0, dla z=0.

Na rys. 2 przedstawione sa profile predkosei w przestrzennej, laminarnej warstwie
przysciennej na tarczy i na plaskiej $cianie ostony, gdy komora jest na tyle szeroka,
iz moze si¢ utworzyé rdzen.

2. WYPROWADZENIE WZORU NA MOMENT OPOROWY

Wzér na moment oporowy wyprowadzimy z zasady kretu. Z faktu, iz pola
predkoéel w rdzeniu i w warstwie przyéciennej réznig sie istotnie miedzy sobg,
wynika, Ze kret tej masy plynu, ktdra przenika z rdzenia do warstwy przySciennej
{lub na odwrdt) ulega ilosciowe]j zmianie. Poniewaz przeplyw widrny jest spowodowa-
ny ruchem tarczy, przeto zmiana kretu ma swéj réwnowaznik w momencie sit
zewngtrznych dzialajacych na plyn. Liczbowo moment ten rdwna sic momentowi
sit tarcia M pa tarczy, ktéra w tym ukladzie spelnia rolg elementu posredniczgcego
w przekazywaniu energii silnika do plynu.

Podobnie jak w poblizu tarczy zmianie kretu ulega réwniez cze§é plynu przedosta-
jaca sig z warstwy przysciennej na ostonie do rdzenia, Ta zmiana kretn spowodowana
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jest momentem M® sit, jakimi ostona dziaa na plyn. Oczywiscie doznaje ona ze
strony plynu oddziatywania liczbowo réwnego lecz skierowanego przeciwnie.

Nie nalezy sadzi¢, ze wartosci momentéw M i M{™ sg sobie réwne. Wynika
to z faktu, e przeplywy wtorne przy tarczy i przy oslonie wykazuja odmienne pola
predkosci, a wige i zmiana krgtu w pierwszym przypadku bedzie inna niz w drugim.
Praca réznicy M®— M momentéw zostaje zamieniona na cieplo.

Jak wynika z powyzszych uwag, czynnikiem istotnym w przekazywaniu ruchu
tarczy do plynu jest lepkosé, dzigki ktdrej powstaja warstwy przyscienne, bedgce
obszarem intensywnej wymiany pedu miedzy elementami plynu.

Moment oporowy tarczy wirnjacej w plynie lepkim réwna si¢ przeto zmianie
kretu tej czedci plynu, ktéra przenika z rdzenia do warstwy przySciennej na tarezy.
Wobec tego wlaciwym réwnaniem dynamicznym dla opisu tego zjawiska bedzie
réwnanie zasady kretu

2.0 - p—%fff(rxv)d0=M,

gdzie r=re,+ze, oznacza promiefi-wektor elementu ptynu o objetoscl dO =r dr dp dz,
O objetosé warstwy przyéciennej, M=M®Pe,+MPe,+M Me, wektor momentu
gif, jakimi tarcza dziala na plyn.

Jesli rozwiniemy pochodng substaucjalng

d 0
E(rxv)xﬁé?(rxv)+vV(r><v),

(V oznacza operator Hamiltona) i odrzucimy pochodng Jokalna ze Wzgl@du na usta-
lony charakter przeplywu, to réwnanie (2.1) przyjmie postaé

pffva(rxv)d0=M.

Aby napisaé go w formie analitycznej, celowe bedzie zamiast tensora V (r X v) wpro-
wadzi¢ do rozwazan trzy nastgpujace wekiory

dlr x|, dlexvl, d e xv|,
e, e,

Vlex), = or v Fog ¢ 0z o=
Jrxv| x| dlExy|
Vv, =—p ? et ep Lo, p “e,,
X v, arxv, alexv,
Vigxvl,= e+ +

or r rog Co oz o=

Wowezas mozna napisac

(2.2) p f f | vV irxvl, do=M,
2.3) p [ [ [ wviexvl,do=m,

(2.4) | o[ [ [ vVikxvl.do=mD,
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przy czym
IXV|,=—z0,, XV, =zv.—rv,, [IX¥[,=r7,.

‘Wobec tege wyrazenie podeatkowe w (2.2), po pomnozeniu skalarowym i odrzuce-
niu pochodnych wzgledem ¢, przyjmuje postad

d(—zv,) ol d(—zv,) . ]: . B(Z?Jq,)_ d(zv,)

vy ll' X vll': (?Jr er+wm e(o+7)z ez) [

ar ' oz o F oz
i podobnie
d(zv.—ro, a(zv,— 1o, d(re,) d(ro,)
VW r xvl,=v, ¢ 3 ) +o, ( g ) , WWlExvy|,=v, 6;’ v, 3; .

Zwazywszy na osiows symetrig zagadnienia jest oczywiste, 7e wektor momentu sit
zewngtrznych lezy na osi z, czyli [Mi=M®#0 oraz MY=MP=0.
~ Jedli uwzglednimy teraz powyZsze zaleznoci, to otrzymamy dwa réwnania

d a
d(zv,) d (Z%)]
2.5) ff[v Lo, — | rdrds=0,
0 0
» : a[ & (zv,—rv,) B(Zﬂr—rwz)] I dse0
0 0
oraz wzdr na moment oporowy tarczy
§ a R
d(ro,) (o,
. — A
@7 4mp f f [z:, o | rdr dz=MD.
a¢ o

Wzér (2.7) mozna wykorzysta¢ takze do obliczenia momentu oporowego MS’)
na plaskich scianach ostony, jedli podstawimy do niego funkcje v,, v, v,, Opisujace
przepltyw witérny przy oslonie, a takze odpowiednio zmienimy granice catkowania.

3. ANALIZA PRZEPLYWU WTORNEGO PRZY TARCZY

Ze wzgledu na laminarny (wg zalozenia) charakter warstwy przyfciennej mozna
przyjad, iz jej grubosé & jest niezalezna od r; poza tym jest to wielko$¢ na razie nie
znana. W dalszym ciggu zamiast zmiennej z (z= 0) postugiwaé si¢ bedziemy bez-
wymiarows zmienna {=z/d.

Niechaj

@.1) 901, O=yRQ),  9,(r O=ard(Q), v,(r D=—1Z(0),

gdzie y jest to stala dodatnia o wymiarze predkosci katowej; R (), @ (0), Z(D) —
nie znane funkecje zmiennej {, ktdre musza spelniaé warunki brzegowe

(32 RO)=0, RM=0, &O)=p, &0)=1, &'1)=0, Z(©0)=0,
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wynikajace z (1.5) i (1.6) (rys. 2a). Przedostatni sposréd warunkow (3.2) wyraia
cigglodé zmian predkosci obwodowej przy przej$cin od warstwy przyéciennej do
rdzenia. '

Funkcie R (0) i Z ({) powigzane s3 réwnaniem cigglosci (1.4). Mianowicie wy-

nikajaca z niego rownos¢
du, v, o,
=3 +T ,

oL or

wobec zatozenia (3.1) daje
[4
(3.3) L Z(O)=2R() b Z(D=2 f R(x)dx.
i 4]

Przecinkiem u géry oznaczamy réZniczkowanie wzgledem (. Wzory (2.5), (2.6)
i (2.7) po podstawieniu (3.1} przeksztalcaja si¢ do postaci

1
(3.4) [ (RO~ (@) 2] (=0,
0 .
(3.5 f ((R*—(R'Z—Z'Z)d!=0,
Q
1 1
(3.6) dmpdyma* f #3dy f (2RO~ D'Z)dl=MD, n=rfa.
- 0 0
Niechaj
(3.7 R(O=(1-0¢

i odpowiednio wedtug wzoru (3.3)
1
(3.8) Z(H=506-200.

Gdy funkcje te podstawimy do catki stojacej z lewej stronmy réwnanmia (3.5),
to okaze si¢, iz przyjmuje ona warto$¢ 1/45. A zatem funkcje (3.7) i (3.8) nie spetnia-
ja warunku Mf,,‘)=0 §cisle, a jedynie z duzym przyblizeniem. Wprawdzic mozna by
osiggnaé tozsamoéciowe spelnienie réwnania (3.5) przyjmujac np. dla R({) funkcje
wyZzszego stopnia wzgledem {, jednak wobec przyblizonego charakteru dalszych
obliczen zabieg ten bylby zbyteczng komplikacja rachunkéw. Tak wige pozostanie-
my przy mozliwie najprostszych postaciach funkcji (3.7) i (3.8), spelniajgcych
wszakze warunki brzegowe (3.2).

Przejdzmy z kolei do réwnania (3.4). Oprécz R ({) i Z ({) wystepuje w nim nie-
okreélona jeszcze funkcja @ ({), ktéra musi spelnia¢ m.in. warunek @ (0)=p. A za-
tem réwnanie to postuzy nam do wyznaczenia stosunku predkosci katowych tarczy

1 rdzenia (f=Q/w). Doswiadczenia |3, 4 i 5] wykazuja, ze warto$¢ tego stosunku . -
zalezy istotnie od wzglednej szeroko$ci komory, czyli od parametru sfa. J. W.
DaLy i R. E. Necg [5] badali m.in. to zagadnienie uzywajac komory wypelnionej
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woda. Wyznaczali oni predkosé wirowania rdzenia przy réznych predkosciach
tarczy oraz dia rozmaitych szerokosci szczeliny osiowej, zmienianych w granicach
od s/a=0,03 do 0,22. Po naniesieniu wynikéw na plaszezyzne ukladu wspohrzednych
B, sja okazalo sig, ze odnosne punkty uktadajq si¢ na prostej, ktérej réwnanie
jest nastepujace (1):

(3.9 1 f~1=0,510—0,703s5/a .

Majac na wzgledzie powyzsze uwagi oraz warunki brzegowe (3.2), przyjmujemy

(3.10) @ Q=f~ " (-0).

Niewiadoma staly ¢ uzaleznimy w toku dalszych obliczed od parametru s/a tak,
aby spetniona byla empiryczna zaleznos$é (3.9). Tymczasem podstawiamy funkcje
(3.7), (3.8) i (3.10) do réwnania (3.4), co daje nam nastepujacy zwiazek miedzy
statymi § i o: ;

1102680160
3.11 ﬁ—m

Przejdzmy do okredlenia stalych y i 4, kiére wystepuja we wzorach na o, &, n
1 2, ({, 7). Stale te dobierzemy tak, aby spelnione byly dwa pierwsze roéwnania
Naviera-Stokesa (1.1) i (1.2). Za pomoca trzeciego réwnania mozna by obliczyé
gradient ciénienia dp/dz w kierunku osiowym, ale wielkosé ta nie bgdzie nam dalej
potrzebna, .

Z powodu znanych trudnosci, na kidre natrafiamy przy rozwigzywaniu nieli-
niowych, czgstkowych réwnan rézniczkowych, postaramy sig wspomuiane réwnania
Naviera-Stokesa spetni¢ jedynie w sposéb przyblizony w sensie §redniej catkowej
- wartodci poszezegdinych wyrazéw, obliczonej wzdhuz grubosei warstwy przysc:1enm33
Tak wige zamiast rownan (1.1) i (1.2) przyjmiemy, uwzgledniajac Ze ép/dr= =pre?,

(.12) f .

2

7
dz—- f—-dz—‘-
r

_ N 5(3%‘, 1 &, o 32v,)d
- fm) dz-tv [ ar? +—r— o 2 + az2 | 4%
0

0

&

o, : dv, ? 0,7,
(3.13) fﬂrﬁdz+f vzmdz+f dz=
' P or g z p ¥

]
Pv, 1 dv, v, 8 ﬂ,,,)
- [ (G S )

(') Wzbr ten potwierdza sig réwniez w odnicsienia do wynikow badan Sepaca [3], ktéry w ko-
morze o parametrze s/a=0,155 wyznaczyl wartosé fa:2,5.

Rozprawy Inzynierskie — &
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Podstawienie funkcji (3.4) do (3.12) i (3.13) daje po uporzadkowaniu

1 1 1
vy
(.14) y? f (R?— R'Z)d +-00° (1~ f @ng)=§ f RMAL,
0 [¢] 0

1 1
Vv
315 J(2R¢—¢Z)dC=W0f@ dc.

Nastepnie podstawiamy tu funkgje (3.7), (3.8) i (3.10). Po wykonaniu licznych
rachunkéw otrzymujemy uklad dwoch réwnan algebraicznych dla niewiadomych
y1id:

1 o 2wy 3y
(3.16) oV —@MPB 0=, N(ﬁ,a)-“—";(;—z,
gdzie
B-1(e*+o-2) (p-1\*(o* ! 20
M(B,0)=p*—1- o1 +(g—]) (? | 201 o*—i—?.)’
8 o6—-1 2 o-3 3 o-2
N(ﬁ,a)E; A1 +}— o+3 o a+2°
Stad
30M(ﬁ, O') 1j2
3.17 ?=W[W] ’
3 TP 3+20N(B o) I v (12
(3.18) 5=[N(ﬁ,a)] [ 30M (8, 0) ] (E) ‘

Tak wiec okredlilismy wszystkie wielkoéci charakteryzujace przeplyw witdrny
w warstwie przySciennej przy tarczy. Pozostaje do wyznaczenia zaleinodé o (s/a).
Wyniknie ona ze skojarzenia wzordw (3.9) i (3.11). Przedtem jednak wzdr (3.11} -
zastapimy formuly przyblizong

(3.19) B=3,150"14,

ktéra okaZe sie wygodniejsza w dalszych obliczeniach, W przedziale obserwowanych
doswiadezalnie [2,3,4 i 5] wartodci 2,1 <f<2,8 (czemu odpowiada 1,7<o<5,5)
biad tego przybliZzenia nie przekracza 2,5% w stosunku do wartosci, jakie daje wzdr
(3.11). Ostatecznie skojarzenie réwnoéei (3.9) i (3.19) prowadzi do poszukiwanego
zwigzku migdzy parametrami o i sfa:

5 4
(3.20) o':(l,61-2,22?) .

Tym samym funkcje @ ({), charakteryzujaca pole predkosci obwodowej w warstwie
przyiciennej na tarczy, mamy w peli okre§lona wzorami (3.10), (3.11) i (3.20)
przy znanym parametrze sfa, charakieryzujacym ksztalt komory. Jak widaé ze
wzorn (3.18), parametr ten ma réwniez wplyw na grubo$é warstwy przyéciennej
oraz, przez stata y, na predkos¢ przeplywu osiowego w warstwie przyscienne;.
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4., ANALIZA PRZEPLYWU WTORNEGO PRZY PLASKICH $CIANACH OSLONY

Plaskie wewnetrzne $ciany ostony traktujemy jako gladkie, niernchome po-
wierzehnie kolowe o promienin b (b>g), na ktdrych powstaja laminarne warstwy
przyécienne. W warstwach tych zanika przepltyw okrezny, jaki istnieje w rdzeniu.
Innymi stowy, predkoéé obwodowa w;”) maleje od wartodci wr na zewnetrznej po-
wierzchni warstwy do zera na powierzchni fcianki. Oprécz tego wystepuje tam
przeptyw promieniowy (dofrodkowy) z predkoécia ©% oraz osiowy (v/”), przy czym
wektor tej drugiej predkodci zwrécony jest od ostony ku tarczy. A zatem widrny
przeplyw przy plaskich Scianach oslony ma réwniez charakter przestrzenny. Przyj-
mujemy, Ze promieniowy gradient ci§nienia jest taki sam jak w warstwie przySciennej
na tarczy, tzn. dp/or=pro®.

Majac na wzgledzie te fakty begdziemy kinetyke przepltywu wtérnego przy osto-
nie analizowaé za pomoca réwnan (2.5), (2.6) oraz (3.12) i (3.13). Trzeba jednak
uwzglednié, Ze wystapi tu inne niz przy tarczy pole predkosci obwodowej, ze wzgle-
du na odmienne warunki brzegowe. Mianowicie jesli dodatnia poto§ Oz skierujemy
teraz od oslony ku tarczy i przez d, oznaczymy grubo$¢ warstwy przySciennej przy
ostonie, to wspomniane warunki przyjmg postaé: '

vf°)=0, ra)fpo):(), ‘vgo)=0 dla z=0;
@1 ?=0, oP=—wr dla z=4,.
Profile predkosci w tej warstwie przysciennej przedstawia‘rys. 2b. Niechaj
@2 270 0=—1rRe(D), 90, O=—wrdo(D), ¥, D=7080Z0(0),

gdzie py, dy oznaczajg stale dodatnie; {=z/d,. Znaki przy ¢ i v{¥ sq odmienne
niz we wzorach (3.1) z powodu zmienionego kierunku dodatniej pdlosi Oz; znak
minus przy % wskazuje na doosiowy kierunck przeplywu przy ostonie.

Na funkcje Re, @0, Z, nakladamy nastgpujace warunki brzegowe:

Ry(0)=0, R,(1)=0, @,{0)=0, Py()=1, @6(1)=0, Zo{)=0.
W zwigzku z tym przyjmujemy, Ze ‘
(4.3) Ro(Q)=(1-0¢, @(D=02-0¢

oraz
4 1 :
Zo(0)=2 f Ro () dx=-3 (3-20) .

Funkcje Ry (), Z, () sa identyczne z R ({), Z () [por. (3.7) i-(3.8)], wobec czego
réwnanie (3.5) bedzie spetnione z takim samym jak poprzednio stopniem przybli-
Zenia. Natomiast catka stojaca z lewej strony réwnania (3.4) uzyskuje wartoéé
—2/15. Tak wige funkeje (4.3) czynig zado§é réwnaniom zasady kretu tylko w przybli-
Zeniu. Przyjmujac zamiast (4.3) bardziej skomplikowane funkcje mozna by uzyskaé
w tym wzgledzie wigksza lub nawet catkowita dokladnosé. Spowodowaloby to jednak
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znaczna komplikacje dalszych obliczen, ktore i tak majg charakter przyblizony
zwazywszy, »¢ réwnania Naviera-Stokesa przyjmujemy w postaci usredmione;,
a ponadto pomijamy wplyw tarcia ma walcowych écianach ostony. Dlatego po-
przestaniemy na tej prostej, aczkolwick przyblizonej postaci funkcji R, ({), @, ({),

Zy (D)

Nastepnie przechodzimy do réwnan Naviera-Stokesa. Postgpujac w sposob
analogiczny do wyprowadzania réwnaf (3.16) otrzymujemy

1 7 2 Qv . 2 2v
TatetTret=—0, =T,
10 39 " 15 9005
skad
(4.4) Yo= ;/i‘4"a>= 3,7420,

“5) | _ 225]/~ ]/

Z kolei, znajac juz grubo$¢ warstwy przySciennej na tarczy i oslonie, mozemy
okresli¢ warto$é stosunku (s/a);,, powyiej kitdrej w komorze powstaje wirujacy
rdzed. Otd2 przepltyw tego rodzaju mozZe powstaé dopiero wowcezas, gdy szerokosé

sfa b
™
0,2 =
o1 \ 4
; = [m\
005 F—o AN ol
v P,
Aﬂ Yp ™~ g?‘:—-T—I
gozb—— [ 1 :
P
001 g AN
I I o~ .
16° 5 107 5 407 5 405 5 408 Re
Rys. 3 A

szezeliny osiowej bedzie wicksza od laczne] grubodci obu warstw przysciennych,
czyli dla sfa>(3-}-d,)/a. Podstawiajac tu wzory (3.18) i (4.5) oraz wprowadzajac
_liczbq Reynoldsa

(4.6) Re=8a*/v

ofrzymujemy nastepujacy watunek powstawania rdzenia wirujacego:

sl ] k)
PR\ 30M (B, 0) 2w
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tub po uproszczeniach opartych na wykorzystaniu wzoru (3.19)

@.7) ' %>l/lRof.

Przy poshugiwaniu sig¢ tym wzorem nalezy pamigtaé, Ze parametr £ zaleZy od sto-
sunku s/a. Dlatego wygodniej jest korzysta¢ z wykresu na rys. 3, na ktdrym wspot-
rzgdne punktu okreslone sq przez ksztalt komory (czyli stosunek s/a) oraz charakter
przeplywu (liczba Re). Omawianym tu przeplywom z rdzeniem wirnjacym odpowia-
daja punkty lezace na prawo od krzywej granicznej, obszar za§ potozony na lewo
odpowiada przeptywom, dla ktérych warstwy przyécienne na tarczy i na ostonie
zlewaja sig, przy czym powstaje pole predkosci jak w przeplywie Couette’a. Ten
ostatni przypadek byl analizowany szczegdlowo w pracach [2, 6 i 8].

5. WSPOLCZYNNIK MOMENTU GPOROWEGO

Koficowym celem niniejszych obliczed jest wyznaczenie momentu oporowego,
jaki nalezy pokona¢, aby podtrzymaé jednostajny obrdt tarczy z okre§lona predko-
$cig katowa. Dla celéw poréwnawczych zamiast momentem wygodniej bedzie
postugiwaé si¢ bezwymiarowym wspdlczynnikiem momentu oporowego. Istniejace
dla tej wielkosci dane empiryczne pozwola ustalié stopiefi dokfadnosci oraz zakres
stosowalnoéci wyprowadzonych wzordw.

W p. 3 wyprowadzony zostat wzér (3.6) na moment oporowy tarczy. Jesli wyste-
puigca tam calka wyeliminujemy za pomoca réwnoéci (3.15), to otrzymamy

(5.1) MO = mpvwa*d=1[-d'(0)],
przy czym ‘
: f-1
@' (MN=0g e

Uwzgledniajac ponadto wzér (3.18) otrzymujemy ostatecznie
Cp=1 o [N o) | 0MQB o
(5.2) Mm: ﬂ 3j2 [ ) ] (ﬁ )
s Jii a—1 3 3+20N (8, o)

W podobny spos6éb okreSlamy moment oporowy M® na plaskich scianach
ostony. Mianowicie opierajac si¢ na wzorze (5.1) piszemy

M = mpvob*sy ' @, (0),
przy czym @, (0)=2, a grubosé &, dana jest wzorem (4.5). Tak wiec
(53) MO = gpyli20Q3i2p-312pa

ta
] npy 2324

Jedli poming¢ opdr na walcowych éciankach osfony, to catkowity moment opo-
TOwy '

M, :M(I)_I_M(D)
Iub po uwzglednieniu (5.2) i (5.3)
(5.4) M =p2Q3204 W (B, o, bja),
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gdzie

g—1 o [N@ oW 30M@B,e) T = [b)\*
B a—1 [ 3 1 [3+20N(ﬁ, a)] g (Z) ‘
Zwazywszy jeszeze, 2e f=p(s/a), o=o (s/a), moina napisaé

W (B, ¢, bja)=S(s/a, bla).
Intensywno$é oporu charakteryzuje si¢ bezwymiarowym wspofczynnikiem

W{B, o, bjay==n

M,
cM=-———p oo
Podstawienie (5.4) oraz liczby Reynoldsa, zdefiniowanej wzorem (4.6), daje
S (sa, bfa)
5.5 ==
(5.5 M l/Rﬁ

Na przyklad dia bla=1,01, s/fa=0,1 lub s/a=0,22 obliczenia daja odpowiednio
e Re=8(0,1; 1,01)=W(2,27; 3,72; 1,01)=2,33,
e Y Re=5(0,22; 1,00)=W(2,82; 1,57; 1,01)=3,14.

Na rys. 4 w ukladzie podwdjnie logarytmicznym wkreSlono proste obrazujgce
zaleznodé {5.5) na tle wynikdw pomiarowych. Te ostatmnie uzyskane zostaly przez

CM .
W= FH
e e b/a=1011
M |
00 i A
£ b
L7 C\’t‘%\
001 P
' SR
‘Qe‘h'L
0,005 P Tha Lot
TR
as
0062
20 5 ! 2 5 w7 5 b
Re
Rys. 4

rozmaitych badaczy [2, 3, 4 i 5] przy zastosowaniu komdr o parametrze sfa=
=0,05 do 0,22, Widoczna jest doé¢ dobra zgodno§é w przedziale 10* <Re<5.10%,
Przy mniejszych wartodciach Re w komorze nie tworzy sig jeszeze rdzen, lecz wyste-
puje przeplyw Couette’a, charakteryzujacy sie brakiem przeptywu promieniowego.
Natomiast dla Re>5-10° przeplywy wtdrne majg charakter turbulentny. Zaréwno
w pierwszym jak i w drugim przypadku warunki przeplywu sa odmienne od tych,
jakie zalozono na wstepie ninigjszego opracowania.

Jak widaé z rysunku, prosta dla s/a=0,22 na ogot lepiej aproksymuje krzywa
doéwiadczalna niz prosta dia s/g=0,1. Wobec pominigcia oporu tarcia na walcowej
§cianie ostony fakt ten zdaje si¢ sugerowaé nastgpujacy wniosek: udzial tarcia na
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walcowe]j Scianie ostony w catkowitym oporze tarcia jest niewielki, warunki za§
przeplywu okreSlone w zalozeniach (w szczegSinofci rdzes wirujacy) wystepuja
tym wyraZniej, im wigksza jest wzgledna szerokogé komory.

6. UwAGI KONCOWE

Autorzy dotychczasowych opracowan teoretycznych zagadnienia sformulowa-
nego w tytule [1, 2 i 5] korzystali wylacznie z uérednionych réwnaii Naviera-Stokes’a
oraz z jednego réwnania zasady kretu. Jednakze pominigeie pozostalych dwoéch
réwnan zasady krgtu powoduje m.in. brak réwnania niezbednego dla wyznaczenia
stosunku predkoéei katowych ©/w=f. Brak ten uzupehiiano przyigeiem warunku
MS):MzSO) (2) .

Nalezy wyraznie stwierdzié, iz réwnoé¢ ta nie ma uzasadnienia teoretycznego,
nie wiadomo bowiem dlaczego momenty tarcia przy ostonie i przy tarczy miatyby
posiada t¢ sama warto$é (nawet przy zalozeniu jednakowej gladkodci obu powierz-
chni). Wr¢ez przeciwnie, obliczenia oparte na wzorach (5.2) i (5.3) wskaznja, ze
zawsze MP/M®>1, przy czym wartosé tego ilorazn zalezy od parametru s/a.
Tak np. dia s/a=0,1 z obliczeri wynika, ze M®/M® =144,

A zatem zatoZenie M =M prowadzi do przesadnej oceny momentu tarcia
na plaskich $cianach ostony, co w pewnych przypadkach kompensuje blad spowo-
dowany pominigeien tarcia na $cianie walcowej. Tym chyba ttumaczy si¢ wzglednie
dobra zgodnosé wynikéw obliczed wspdlezynnika ¢, uzyskanych w pracy [},
z wynikami pomiaréw. Jednakze obliczona tam warto$é B=1,84 (dla b/a=1 i nie-
zaleznie od s/a) okazuje si¢ juz zbyt mala w konfrontacji ze znanymi 3, 4 i 5] wy-
nikami pomiaréw tego stosunku (por. p. 3.

Autor pracy [5], mimo uprzednio przeprowadzonych rozwazan teoretycznych,
ostatecznie poleca stosowanie wzoru empirycznego w postaci ¢, = 3,7 (s/a)' 1 Re=1/2,

Drugim istotnym mankamentem omawianych opracowaf teoretycznych bylo
pomijanie predkosci osiowej o, (r, ), co prowadzi do oczywistej sprzecznosel
z warunkiem ciggloéci przeplywu w warstwie przysciennej. W pracy [5] warunek
ten jest traktowany jako réwnanie «nadliczbowen (redundant equation).

Celem ninigjszego opracowania jest wskazanie mozliwosci teoretycznego (acz-
kolwiek w pewnej mierze przyblizonego) rozwiazania omawianego zagadnienia
z uwzglednieniem zaréwno zasady kretu, jak i warunku ciaglodci bez potrzeby
ucickania si¢ do nicuzasadnionego zatoZenia MP =MD, Jedynie zaleznosé fi—
=f(s/a) wymyka sig spod mozliwodci wyprowadzenia teoretycznego, przynajmniej
na gruncie przyjetych tu zalozed.

Opierajac sie na podstawowych réwnaniach prZytoczonych wp 213 moina
by rozwiazaé réwniez zagadnienie oporu tarczy w warunkach turbulentnych przeply-
wow wtornych pizy tarczy i przy ostonie. : .

Szczegblowego opracowania domaga sie tez zagadnienic momentu tarcia, powsta-
Jjacego na walcowej $cianie ostony.

(*) W przypadku pracy [5] pod symbolem ML®) nalezy rozumieé moment tarcia zaréwno na
plaskich, jak i na walcowych scianach ostony.
(*} Tym niemniej praca [1] wykorzystana zostala bezkrytycznie w ksigzce L. A, DORFMANA 41,
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PezwomMme

MOMEHT COITPOTHBIEHMS BPANEHWIO TOHKOrO AMCKA B 3AMKHYTONM
KAMEPE C BA3KOA XKUAKOCTEIO (TAMUHAPHOE BTOPUYHOE TEYEHHNE)

Hccenepyercs BPAMCHAES TOHKOTO TIAIKOT0 JHCKA B KAMEDe, 3aM0IHeHON BASKOH HECKAMASMOR
WKEOKOCTLEO, IIpennonaraeres JaMHEHAPHOE IPOCTPAHCTBCHHOE TCUCHHS B MOTPAHWIHBIK CIOSX
H CYINECTBOBAHHKE ,, KEOKOTO AXpa”, BpAIIaroImlerocs Mewuy STHMY cnosMe. Hoxons ss ypas-
nenntt Hapne-CTOKCa, YCIOBES HEUPEPHIBHOCTH ¥ HPHHIYOA COXPAHEHAST MOMEHTa LKOJRYECTHa
OBEKCHHA BHIBCOCHA QOpMYIa NS MOMEHTA CONPOTHBIEHH BPANCHEIO J[HCKA ¥ IDIOCKHX
CTEHOK KaMephl, 4 TaXe DAcCUHTaHA YITIOBAA CKOpOCTh Bpamienws sapa. ®opmyna (5.5) mas
*O3dhATBERTA MOMEETA CONPOTHBICHHA JAcT PE3YJABTATEL CORIAMAIONTHEG ¢ ONBITHEIMA JAHREIMHA
B gEamasone wrcen Peitmonsnca ot 10% go 5-105

B 3akmiogeHKe AaeTcs KPHTHICCKRE apa/iX3 HM3BECTHEIX B JHTEPATYDE TEODETHYCCKHX pas-
paboTOR paccMATPHREACMOTO BOLIPOCA,

SUMMARY

FRICTIONAL TORQUE OF A THIN DISK ROTATING IN A COVER
(LAMINAR SECONDARY FLOWS)

The considerations concern a thin, smooth disk roiating in a cover which is filled by a viscous,
incompressible fluid, Laminar, three-diniensional flow in the boundary layers is assumed, and also
the existence of a ““fluid core” rotating between these layers. On the basis of the Navier-Stokes
equations, the continuity condition and the angular momentum principle, the formula is derived
for the frictorial {orgue of the disk and of the plane walls of the cover, the angular velocity of the
core being also determined, Equation (5.5) for the frictorial torque coefficient yields the results which
comply with the measurements within the interval 10*<Re<5-10° The paper is concluded by a
critical analysis of the existing theoretical solutions of the problem,
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