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WPLYW POLACZENIA STRUKTUR MECHANICZNYCH
NA WEASNOSCI DYNAMICZNE AGREGATU

CZESEAW CEMPEL (POZNAN)

1. Wsrtep

Podczas pomiardw wlasnodci dynamicznych obrabiarki [1] zauwazono, Ze po-
datnos¢ stolu wzrasta bardzo silmie na skutek jego polaczenia za pomoca narze-
dzia z ukiadem jednostki posuwowej i stojaka. Przed polaczeniem uktad obrabiarki
stanowif szeregowe polaczenie struktur (*) (sté}, stojak, jednostka posuwowa
i obrébeza), podiaczenie zas narzedzia zamyka uklad szeregowy tworzac agregat
zamknigty. Nalezy zatem zbadaé, czy tworzenie agregatu czyli dolaczanie dodatko-
~wych struktur oraz jego zamknigcie moze by¢é przyczyna wzrostu podatnofci.

2. CHARAKTERYSTYKA DYNAMICZNA STRUKTURY MECHANICZNET

Kazda struktura mechaniczna ze wzgledu na ciagly rozktad mas_ i sztywnosci ma
nieskonczona ilosé postaci drgan. Jednak amplitudy drgan poczawszy od pewnej
czgstodel sg na tyle male, Ze nie maja wplywu na interesujacy nas proces. Stad tex
dla celéw obliczeniowych kazda struktur¢ mozna zastapi¢é modelem dyskretnym
o skoficzonej iloéci stopni swobody n<co.

Niech sita wymuszajgca drgania dziala w n-tej wspohrzednej fizycznej (flub nogdl-
nionej) x, struktury. Wtedy réwnanie ruchu struktury przy zalozeniu liniowosci
mozna napisaé w postaci

U X=F(1), X=col [x( (¢}, ..., x, ()],

F)=col [0, ..., £, ()],
gdzie s oznacza operator roiniczkowania (s=d/dr), U(s) macierz dynamiczna
struktury zioZzong z macierzy bezwladnodei, thumienia i sztywnoscl,

Jak wiadomo, przy zaloZeniu wymuszenia zespolonego w postaci f, (f}=Ff, €%,
(Im £,=0) moZemy, analiznjac stan ustalony ruchu, zastapié operator 5 wielkoscia
urojong ip. Wtedy uwzgledniajac, Ze X=X, &', F(f)=F, "', Xg=col [x, ..., %,]
Fo=col [0, ..., /], mamy '

(2.2) U (ip) Xo=F, .

2.1

() Przez strukturg mechaniczna bedziemy rozumieli obiekt, kiérego ruch mozna opisaé za
pomoca ukladu réwnad rézniczkowych ¢ podobnych wiasnosciach. Procz tego bedziemy uzywali
ferminu agregat w znaczeniu zigczonego w calosé ukladu réznych struktur mechanicznych.
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Zatozmy, Zo interesuje nas amplituda drgah w r-tej wspolrzednej struktury, wiedy
po odpowiednich przeksztalceniach powyZszego réwnania uzyskamy ‘

_lr%"Nmi Arn
- LN @) A
det U (ip) A

gdzie N,,(ip) jest minorem macierzy dynamicznej, powstalym przez wykredlenie
" p-tej kolumny i n-tego wiersza. '

Fatwo zauwazyé, iz funkcja wymierna argumentu ip, stojaca przy sile f, we
wzorze (2.3) jest zespolona podatnodcia lub proseiel receptancja [2], liczona we
wspotrzednej r przy wzbudzeniu silg we wspélrzednej #. Oznaczajac zdefiniowang
wysej receptancje struktury przez B, otrzymujemy na podstawie (2.3)

(2'4) : xl’zﬁl'ﬂ.f;l Iub xl': |Bi'f!| e_ iﬁ’f;l 3

gdzie p=p (p) jest przesunigciem fazowym migdzy przemieszczeniem we wspoirzed-

nej x, i sita wymuszajaca £, 0<<e<<n). _
Pelna charakterystykg dynamiczna struktury mozna podaé znajac jej macierz

receptancji f§, kidra jak wiadomo jest odwrotnodcia macierzy dynamicznej

2.5) p=U""p)=h}  Li=1 ..n.

foo  A=det U(ip)

3, AGREGAT LANCUCHOWY

Weimy obecnie pod uwage dwic struktury B i C, pierwsza o a i drugg o m stop-
niach swobody i polaczmy je migdzy wspdtrzednymi X,p, Xnc clementem sprzgga-
jacym tak jak na rys. 1. :

Element ten w ogélnym przypadku dysypatywny moze mie¢ thumienie wiskotycz-
ne o wspdlczynniku € lub wewngtrzne materialowe o wspdlezynniku #, tak Ze
zespolona sztywnosé elementu wyniesie odpowiednio f=k-tipe tab k=k (1-+in).
Naszym zadaniem jest okredlenie receptancji agregatu 4 we wspdtrzednej y,=x,

przy pobudzeniu sila dzialajaca w tej wspdlrzednej, czyli wyznaczenie o, Zakiada-

my, e znane sa macierze dynamiczne struktur B (ip), C (ip) lub wynikajace z nich -
a bezpofrednio potrzebne receptancie Bum Jme RoOZcinajac myslowo agregat
w micjscu szukanej receptancji, tak jak na rys. 2, mamy

ApB= ﬁrm.ﬁxB > Xme = ))mmfmc [

3.1

? 1 I 1
X o= [m;g-* ?mm]f mer  Jme=Sme-
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Warunki polaczenia struktur w agregat 53 nastgpujgce:

(32) Xng ™= Xmc = Yus f;m+f;,:c zf;»; .

Korzystajac z pich i uwzglc—;dnia}qc (3.1) mamy

1
P {m*n?)‘ + }'mm]
= n = Gy j;l .

ﬁ:m R m]’_’?f

(3.3)

Otrzymana zaleZnod¢ wyznacza szukana receptancje agregatu w funkcji receptancii
struktur wyjSciowych f,,. V.. oraz parametréw zlgcza k, #.

gj B g X ich g [ “"'B’ E
518 ‘rmC w Pmc

Rys, 2

Przyjmijmy obecnie, Ze struktura B jest mniej podatna niz C, czyli |8l < [Vl
I poszukajmy warunkéw, dla ktérych receptancja agregatu |a,,| bedzie wicksza

co do modutu, niZ receptancja struktury wyjSciowe] B, a wigc gdy [otm|> |l
Podstawiajac (3.3) mamy

*

1
ﬁnn [m_l_ ymm:l ’
s .

Bn + Vi +miﬂ)

Po pewnych uproszczeniach tego warunku uzyskamy

(3.4)

(3.5) 1+—~—ﬁ"“—1ﬁ <1,

I ml_ﬁi

co oznacza, Ze modut powyZszego wyraZenia nie moze przekroczyé kola jednostko-
wego na plaszezyZnie zespolonej. Rozdzielajac wyrazenie (3.5) na czgé¢ rzeczywista
i urojong otrzymamy warunek konieczny i dostateczny wzrostu receptancji agregatu
SZETEEOWELO

2
(3_6) ﬁmx 1 < —ZRC ﬁﬂ"

Pmm -+ k—(lj{—:l;}j Vimm +m};)—

Jednak do celéw analizy jakosciowej dogodnie jest zamienié powyzszy waru-
nek dostateczny dwoma warunkami koniecznymi wynikajacymi z (3.6), co jest
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efektem 7zastapienia kota kwadratem jednostkowym. Nierdwnosci te maja
postaé

3.7y —-2<Re ———gﬂT"<0, —1<im -——Aﬁ—m—ié— <l1.

Pran +_k—(1—+—1;7~)— J . TP I k (1 _lﬁ;’fy )

Waranki (3.7) i (3.6) pokazano graficznie na rys. 3, gdzie zakre§lono obszar wzrostu

receptancji agregatu.
m * e
+1

by
(-r‘ 9——‘ ne
WAk y==1

Jom* W

Przejdzmy z kolei do analizy uzyskanych rezultatow. Zakladajac przypadek

1 :
1najprostszy sziywnego polaczenia struktur (amﬂ 0) 7 zaleznodci (3.7) otrzy- +
mujemy g

nn ﬁﬂll
(3.8) —2<Re{—f—w]<0, —1<Im[y ]<1.
i P

Stad wynika, ze dla struktur identycznych Buw= Vo, Q<P < o0), tzn. B(ip)=C(p),
wzrost podatnosci agregatu jest niemozliwy, gdyZ pierwsza nieréwnosé (3.8) nie
jest spefniona, Ponadto jesli nawet struktury tworzace agregat nie sa identyczne

[B (ip)# C (ip)], lecz dla pewnych czestoscl p=w; maja réwne receptancie S, (@;)=
=V (@), t0 WZrost receptancji dla tych czestofel jest réwniez niemozliwy.

Do celéw dalszej analizy przejdzmy do wykladniczego zapisu receptancji (2.4),

Bon=Bunl €% Puum= Vaunl e~ . Uwzgledniajac to w warunku dostateczoym (3.6)
dla polaczenia sztywnego otrzymamy B

(3 8) ( ) 1 1 ﬁlﬂl ‘
. —cos{g—y)>—=i—|,
. . bV 2 Pem
czyli
ﬁﬂﬂ' TE ( 1 \ ﬁml ‘)
<2, —yl>—+arcsin| )
'yﬂ'lﬂl i q} l//i 2 2 yfﬁlll

Powyzsze nieréwnoéci daja snacznie dokladniejsze kryterium wzrostu podatnosei
agregatu co zZaznaczono podwoinyin kreskowaniem na rys. 3. Tak wiec jesli moduly :
receptancji struktor spetniaja warunek | Bonf P <2, 2 przesunigcia fazowe wynikajace
z tych receptancji spetniaja warunek (3.8), czyli leza w obszarze podwdjnie zakresko-
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wanym na rys. 3, to sztywne polaczenie tych struktur spowoduje wzrost receptancji
powstatego w ten sposdb agregatu szeregowego. Dla oceny ilo$ciowej weZmy pod
uwage przypadek szezegdlny I8,,|=1y, .| i na podstawie (3.3) oblicziny receptancie
agregatu przy polaczeniu sztywnym. Postugujac sie zapisem wyktadniczym recep-
tancji i przyjmujac zgodnie z (3.8) w=nm—¢ mamy

i

3.9 7 Kan =m (Bl -
Jak fatwo zauwazyé wzrost receptancii agregatu w tym przypadku nastapi dla
p<7/6 i bedzie maksymalny, gdy ¢~0, w~n, tzn. wtedy, gdy fazy receptancii
struktur beda przeciwne,

Przechodzge do analizy potaczenia podatnego struktur (1/k (14+in)£0), wezmy
pod uwage nieréwno$é podstawowa (3.6). Postugujac sig¢ wykladniczym zapisem
receptancji po przeksztalceniach uzyskamy warunki analogiczne do (3.8)

] " -+ ; 1 ﬂrm
{p— !>? arc sin- _:__ml__ ,
Vim m
3.10
ﬁnn Iymm! sin W—i_m_nﬁ
1 <2, d=arctg
ymm+ _;’;(Tv-f:};)_ l)’mmi COS w+m

Zaléimy dla prostoty, iz nierdwno$¢ dotyczaca modulu jest spetniona i fazy re-
ceptancji struktur sa takie, ze dajg wzrost receptanciji agregatu w polaczeniu sztyw-
nym, p~0, y~mn. Jak tatwo zauwazy¢ analizujgc wrzory (3.10), mozna zawsze tak
dobra¢ parametry ziacza k, 5, e faza 8 <7/2, tzn. nierdwnoéé warunkujgca wzrost
recepiancji agregatu nie bedzie spelniona. 7 drugic strony jesli weZmiemy fazy
n>g~m, y~nf2, kiore w my$l (3.8) uniemosliwiaja wzrost podatnosci w pota-
czeniu sztywnym, to jak latwo stwierdzié na podstawie (3.10) odpowtedni dobdr
parametrow k,n moze spowodowaé, ze d<m/2 i tym samym warnnek wzrostn
podatnofci moze byé spetniony. Tak wiec dobdér parametréw zlacza podatnego
1jk (1-+in)#0 jest bardzo istotny, gdyz moze spowodowaé tub uniemozliwié wzrost
recepiancji agregatu.

4. AGREGAT LANCUCHOWY ZAMKNIGTY

Interesujacy jest wplyw polaczenia zamykajacego uklad taricuchowy struktor
na wiasnoéci dynamiczae powstalego w ten sposéb agregatu zamknigtego, WeZmy
wigc pod uwage uklad laficuchowy struktur 0ZNAczZORY umownie jako B o znanych
receptancjach f;, i polaczmy wspélrzedne x, i x, elementem podatnym z dysypacia
Tk (14-i)]1#0, tak jak na rys. 4.
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W celu obliczenia receptancji oy, agregatu zamknietego rozetniemy go myslowo
dodajac fikcyjne sity przy kazdej wspdtrzednej uktadu otwartego zgodnie z rys. 5.

T opr
XnB,FnB

g——mf

Xra,(mB

- 5 X4, 4
%, . B v 18,118 /L

Rys. 4 Rys. 5

Przemieszezenia w interesujacych nas wspélrzednych agregatu otwaricgo sa
funkeja receptancii By, 1 sit w ukladzie otwartym. Tak wigc

x1u=Pus fratBunfuss
an:ﬁnlfiB'I"ﬁm:f;lBa ﬁn1=ﬁ1ns

réwnanie za$ elementu laczacego ma postac

4.1

(4.2) x':B:Tc_({—fm’)er“B’ Syp=hus-

Jak tatwo zauwazyé (rys. 5) warunki zamkniecia agregatu sa nasigpujace:

(4.3) Xip=X,p=X1, fisifis=Fi- '

Uwzgledniajac powyzsze i zaleznoSci (4.1 1 (4.2) po przeksztatceniach znajdziemy
| Bus B Bt (fj;,g

4.4 X = N fi=e fi-

ﬁll —i_ﬁml _26111 +m

Tak wigc poszukiwana receptancja agregatu zamkpigtego ma postal

ﬁll.
2
ﬁll ﬁnn_ n1+ k(l+1]1)

(4.5) Ay = 1 .
ﬁll“l_ﬁrm_zﬁn}.r‘i I (1+iﬁ)

Przed przystapieniem do analizy uzyskanego rezultatu zauwazmy, z& receptancje -
agregata otwartego f;; majg te same bieguny i wobec tego dla kazdej czestodel
rezonansowe] mamy jednoczeSnie Re (8,)=0, [Im f;;|=max. Poprzednio przy:
laczeniu szoregowym struktur jednym z warunkGw wzrostu receptancji agregatu:
byly drgania w przeciwfazie struktur skladowych. Obecnie jak wynika z postaci:
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mianownika we wzorze (4.5), zmiana fazy spowodowana jest samym polaczeniem
zamykajacym, tak iz mozna waioskowaé, Ze wzrost receptancii bedzie czestszy
i silniejszy. Zauwazmy jeszeze, e dla agregatu symetrycznego 1= f,, jego zamknig-
cie polaczeniem sztywnym moze byé przyczyng tak wzrostu jak i zmnicjszenia
receptancji zaleznie od rcceptancjx wzajemnej f,., gdyz na podstawie (4.5) otrzy-
mujemy

(4.6) logq|=

BritBa
‘—‘2”@—' Z |B11l-

Analizujac warunek [oy,|>|B,,| wybierzmy sposréd kilku mozliwosel przypadek
najprostszy, mianowicie gdy

4.7 ' Bi1+Bum— 2P =0, _
wtedy receptancja agregatu zamknigtego na podstawic (4.5) bedzie miala posta
(48) o"-11_)6’11"|"‘?€ (l+177) [;811 ﬁnn ﬁnl]

Poniewaz w rezonansie mamy f;;= —i |8, Bi;= +i |1 [3), to ostatnie wyraZenie
przyjmie postad

(4.9) gy =1 {|Buil =k [ Bus* = 1Bust Bunl 13+ DBt — 181l |Bunl]-

Z powy’szego wynika, Ze jesli tylko wspo%czynmk strat elementu ]qczqcego jest
zerowy =0 (element nicdysypatywny), to zawsze [y, |>|f11] 1 W przypadku gra~
nicznym mamy |« ;|- oo, gdy k—oo. Wyplywa stad rowniez wniosek, ze poiaczenie
zamykajace sztywne (1/[k (1-+-i)]=0), przy spelnieniu zwigzku (4.7) jest zawsze
przyczyng wzrostu receptancii rezonansowej agregatu,

W przypadku przeciwnym pofgczenia dysypatywnego n#0 wzrost receptancji
agregatu nastapi zawsze gdy |81 —B11| |l <0, natomiast jesli | 8,112~ 11| [ Bl >
>0, wzrost lub zmniejszenie receptancii zalezny jest od wartosci parametréw zhacza
k, 7.

7 zaleznodci (4.5) wynika, ze ogélny przypadek wzrostu receptancii agregatu
leey 1] 31811 | wystapi, gdy mianownik tego wyrazenia bedzie bliski zera [z przeslanek
fizycznych wynika, Ze réwno$é zeru nigdy mc moze wystapi¢, gdyZ receptancja
kazdego ukladu dysypatywnego jest skonczona podobny wniosek odnosi sig do
relacii (4 7], a wige gdy bedzie

1-in

(410) . P11 ‘E‘ﬁnn 2B +Wg0

Jesli wzrost receptancii z tytutu spehienia relacji (4.7) moZe wystapi¢ na ogdt
dla czestodci rezonansowych f;;, to w tym przypadku jest to niemozliwe, gdyz
Re f,; (io,)=0, natomiast 1/k(1-+#%)#0. Teoretycznic mozna jednak znaleié:
przeliczalny zbidr czestosel w;, dla ktérych relacja (4.10) bedzie spetniona tak w czgéci
rzeczywistej jak i urojonej, a co za tym idzie mozliwy bedzie wzrost receptancii
agregatu.
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Z punktu widzenia zastosowan istotny jest tutaj wniosek, Ze odpowiednim do-
borem parametrow ziacza k,  moina Zawszc sprawic, aby efekt wzrostu receptancji
wystgpil lub nie w interesujgcym nas pasmie czestosci.

5. WNIOSKT

Podsumowujgc wyniki przedstawionych wyZej rozwazah moina powiedzied,
2e potaczenie struktur w agregat szeregowy, lub laficuchowy zamkniety stwarza
mozliwodci wzrostu receptancii agregatu. Mozliwy on jest dla przeliczalnego zbioru
czestosci wymuszenia p. Warunki tego wzrostu sa mniej krytyczne dla uktaddw
faficuchowych zamknietych i w tym przypadku nalezy si¢ liczy¢ z najwickszym
wzrostem receptancii z tytutu zamkniecia agregatu. Z rozwazani wynika takie
istotna rola podatnego elementu sprzegajacego struktury, doborem ktérego mozna
spowodowaé Iub uniemozliwi¢ wzrost receptancji. Wypada zauwazy¢, Ze poruszone
zagadnienie moze mieé¢ duze znaczenie w dynamice konstrukcji oraz wibroizolacji
drgajgcych obiektdw.
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Peszowme

BIMSHWUE COEJWHEHWUS MEXAHWYECKHMX CHCTEM HA ANHAMWUYIECKHE
CBOYICTBA AT'PEATA

PaGoTa SeugeTCes TOOLITKON pelens 3a0a4K O BIRAHAN COSAHHCHHS TOACHECTEM 1A HIMEHSHHE
JHAEMAYECKOH TONATIHBOCTH TONYYEeHHOTO arperata. PAccymneHms TOKA3hIBAXOT, ITO B CIyYac
3aMBIKAROINCI0 COCORHCHKA TENHOH CHCTCMEBI yBEIHIeHTe MORATARBOCTY SBANETCH HARCONBIUEM.
IToxazaHo Takxke, YTO YREIHUEHUE HOAATINBOCTH MOMKHO PETYITHBOBATE 1Y TEM nmopbopa KeCTKOCTH
COSHWHEHHH,

SUMMARY

INFLUENCE OF LINKINGS OF MECHANICAL STRUCTURES ON THE DYNAMIC
PROPERTIES OF THE SYSTEM

The paper cxamines the recepiance of the system composed of elastic elements joined together
by means of certain links. Tt is shown that the links may increase the receptance of the system,
especially if the chain system is closed. The important role of flexible links is demonstrated by
showing that it may be used to increase, decrease or stop the growth of the receptance,
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