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STANY GRANICZNE SKRECANYCH ELEMENTOW
Z LINIOWO ZMIENNYM CISNIENIEM BOCZNYM

WIKTOR GAMBIN (WARSZAWA)

1. WPROWADZENIE

W pracach [2 i 3] podano pewna klase rozwigzaf dla przeptywow materiatu
sztywno-idealnie plastycznego. Obecnie zilustrojemy ja przykladami konkretnych
problemdw brzegowych.

Narys. | pokazano tulejg o grubosci d= R, — R,,, osadzong na gztywnym, idealnie
szorstkim trzpieniu, z ci§nieniem bocznym zmieniajgcym sie liniowo od zera do
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wartoSci po £, gdzie / jest wysokoscig tulei, Rysunek 2 przedstawia t¢ samg tuleje
.1 tak samo obcigzong, tylko osadzong wewnatrz sztywnej, idealnie szorstkicj rury.
Wypdr tulei spowodowany réznicy ciSniefi na jej gérnej i dolnej podstawie przeno-
zony _]est ptzez element sztywny: trzp1en Iub rurg.

2kR,
Ho = Rz Rz .
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Rozwazmy nastepnie tulejg osadzong w sposGb pokazany na rys. 31 4. Zaklada-
my, ze dziala na nig liniowo zmienne ciénienie boczne, ktérego gradient opisany
jest wrzorem (1.1). PoniewaZ brak jest wyporu tulei, gdyZ przylega ona szczelnie
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do idealnie. szorstkiej podstawy, przeto nie ulega ona zniszezeniu pod wpltywem
przylozonego ciénienia. Przytdzmy zatem dodatkowo do swobodnego denka tulei
moment skrecajacy M. '

Interesowaé nas bedzie wartosé momentu, przy ktorej tuleja ulegnie zZniszezeniu.

Rozwiazemy zadanie o nosnoSci granicznej tulei w ramach modelu materiatu
sztywno-idealnie plastycznego Z warunkiem plastycznofci Hubera. Rozwazania
przeprowadzimy w ukladzie wspSlrzednych kartezjafskich x, p, z, W ktérym of z
pokrywa si¢ z osig tulei, a na plaszezyznie z=0.panuje ciénienie o=0. Poniewaz
Kierunki dziatania momentu M i napreZenia ¢ bedy dalej miaty istotne znaczenie,
przeto kierunki pokazane na {rys. 3 i 4 przyjmujemy za njemne.

Zakladamy, z¢ w chwili osiggnigcia noénoéci granicznej panuje w tulei nastgpu-

jacy stan naprg¢ienia:
(12) Oy = Oy =0z =0 [y Z 5 Txy:Os
gdzie po=const okreslone jest wzorem (1.1). Przy tych zatoZesiach powinny by¢

spefnione nastgpujace réwnania
quasi-statyczne réwnania ruchu

(13) sz,zm;oa Tyz;, z=0: Txz, x_l_ryz,_v: _"ﬂ():COuSt; .

watunek plastycznodci
1.4 2 o=k
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prawo plastycznego plynigcia

TJCZ T)’Z
Vx Z+sz y,z+Vz,y.
Warunek nlescmhwosm ¥, =0 spelniony jest tozsamosciowo.

Z réwnan (1.2) - (1.3); wynika, ze w strefie plastycznej tulei istnieje rodzina
powierzchni cylindrycznych, ktérych élady na przekroju poprzecznym tulei poja-
wiajg si¢ jako trajektorie naprezed stycznych.

Oznaczmy przez § (x, y) kat nachylenia stycznej do trajektorii naprezef stycz-
nych do osi x. Wowczas mozemy napisaé:

(1.6) Tes=kcos®, 1,.=ksind.

(15) Vx x=09 Vy p=0> Vz z=05 Vx y+Vy x=01

Warunek plastycznosci (1.4) bedzie wtedy spehiony tozsamo$ciowo, a réwnanie
{1.3); przyjmie postaé

1.7 9,xsin9~6,,,cosﬁ=—ljc—o=const.

Niech {a, §} bedzie ortogonalng siatka w plaszczyznie x, y, dla kidrej «-linie
sq trajektoriami naprezen stycznych. Jej f-linie nazywaé bedziemy liniami poslizgu,
Siatke t¢ mozna opisaé za pomoca funkcji .

(1.8) x=x(x f), y=y f).

Oznaczamy przez h,, hy parametry Lamégo tej siatki, przez ds, i ds; rézniczkowe
przyrosty diugosei a-linii i f-linii oraz przez x i k¥ krzywizny tych linii. Otrzyma-
my wowczas znane zwigzki (por.-np. [1], str. 152):

@ 0, a6,

(d)=~__ = 1 (ﬂ)——-: —_— 1
1.9 =« o 0 ;cos040 ,sinf, x @,k = —0 ,sind+-0 ,cosf.

Widzimy wiec, ze réwnanie plastycznej réwnowagi (1.3); mozna przedstawi¢ w naste-
pujacej réwnowaznej postaci:

(L.10) K = —i;:"=const.

Wniosek. Linie poslizgu sa okrggami o stalym promieniu
k
latal

Dla py=0 otrzymujemy rodzine linii prostych, co odpowiada zwyklemu skrecaniu,
- Rozwazmy teraz przypadek, w ktérym tulgja osadzona jest na trzpieniu. Wa-
runki brzegowe dla naprfgzen na zewnqtrznym brzegu przekroju poprzecznego

. {1.11) Ro=

(112) T, €08 §4-7,,8in §=0,

gdzw 8 jest katem nachylenia normaknej do brzegu do osi x. Réwnanie {1.12) jest
spe}mone gdy 9=0 lub 9= —0. Oznacza to, e brzeg zewnetrzony jest trajektoria
_n:a_prgzen stycznych lub obwiednig takich trajektorii. Podobnie okazuje sig, ze brzeg
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wewnelrzny z uwagi na idealnie szorstki kontakt pomigdzy tuleja a trzpieniem jest
linia poslizgu lub obwiednig takich linii.

W przypadku, gdy tuleja osadzona jest wewnatrz rury, brzeg wewngtrzny jest
trajektoria naprezef stycznych lub obwiednig takich trajektorii, brzeg zewngtrzny
jest linia poslizgu lub obwiednia takich linii. .

Tak wige problem znalezienia naprezen w obu przypadkach sprowadzony zostat
do zbudowania siatki ortogonalnej specjalnego typu: skiada si¢ ona z rodziny okre¢-
géw (linii podlizgu) i ortogonalaych do nich trajektorii naprezen stycznych, przy
‘czym brzegi wewnetrzny i zewnetrzny tej siatki stanowia jej linie nic nalezace do
tej samej rodziny lub obwiednie takich linii.

Opierajac si¢ na powyzszych wnioskach zbudujemy w p. 2 siatki linii poélizgu
i trajektorii naprezef stycznych, a w p. 3 znajdziemy graniczny moment skrecajacy
dla obu przypadkéw zamocowania tulei. W p. 4 opiszemy kinematyke, poczatko-
* wego plyniecia tulei. Pewne uogdlnienia podanych rozwigzan przedstawimy w p. 5.
Dodatek zawiera metode budowania plaskich siatek ortogonalnych z rodzing okre-
géw o stalym promieniu i opis siatek wykorzystanych w pracy.

2. SIATKI LINH POSIIZGU I TRAFEKTORII NAPREZEN STYCZNYCH
Korzystajac z wynikéw podanych na koricu pracy w Dodatku dla tulei osadzonej

na trzpieniu zgodnie z p. I przyjmujemy rodzing trajektorii naprezen stycznych,
opisana wezorami {rys. 5):

x {a, [B1} = Reosa— Rosin {&— ¢ (x, D},
y{a, [B1}=Rsina+Rocos {e—0 (, [5D},
gdzie kat ¢ («, [B]) okreslony jest wzorem (A.14) oraz a= &R, f=pR. Wowczas «

jest parametrem biezacym ustalonej trajektorii, a f§ jest parametrem numernigcym
linie tej rodziny. '

2.1)
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Zakladamy, Ze zewngtrzny kontur przekroju poprzecznego tulei jest linia asympto-
tyczna trajektorii napreZed stycznych. Woéwezas przy zalozeniu (1.1) kontur we-
wnetrzny bedzie obwiednia f-okregoéw. Aby to pokazaé, ozhaczymy przez R pro-
mien linii $rodkéw f-okrggéw, Na mocy wzoru (A.15) mamy

(2.2) R=VRI}R

Z drugiej strony ze wzgledu na (1.1) i (1.11) zachodzi zwigzek

2.3) 2R R,=RZ—R2,

Rugujac R? z (2.2} i (2.3) otrzymujemy promienl wewngtrznej obwiedni S-okregdw:
(2.4) . R—Ry=R,,

co nalezalo wykazaé. Oznacza to, Ze z chwily osiagnigcia no§noei granicznej cata
tuleja ulega uplastycznieniu.

G<0 ) : | o<l
M>0 Me<@

Rys, 7

Dila tulei wewnatrz rury siatke linii poslizgu i trajektorii naprezen stycznych
opisuja wzory (rys. 6)

x {0(., [ﬁ]} =RCOS°—°_RD sin {Om‘_ ? (5(., [BD} H
y{o [fl}=Rsina+R,cos {u—9 (= [FD},

gdzie kat ¢ (x, [5]) dany jest wzorem (A.13) oraz a=«R, fi= AR. W tym przypadku
~ kontur wewngtrzny przekroju poprzecznego tulei jest linia asymptotyczng trajektorii
. naprezefi stycznych, a zewngtrzny obwiednia B-okregéw, Istoinie, mamy teraz

(2.6) ‘ R=VR,+R,.

(2.5
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Ponicwaz dalej musi speliony byé wzér (2.3), przeto
2.7 R+R,=R,,

co oznacza uplastycznienie calej tulei.

60
M<0

Rys. 8

Zwroty o-linii i f-linii zaleza od kierunkéw przyloZonego ci$nienia ¢ i momentu
M. Poprawne siatki linii poslizgu i trajektorii naprezen stycznych, przy ktérych
spelniony jest warunek nieujemnodci mocy dysypowanej dla tulei osadzonej na
trzpicniu, przedstawione sg na rys. 7, a dla tulei osadzonej w rurze na rys. 8.

3. GRANICZNY MOMENT SKRECAJACY

Moment skrecajacy, powodujacy uplastycznienie tulei, ofrzymujemy ze wzoru

CBY; Mo= | [ Gery—yr)dxdy,
. 2
gdzie Q jest przekrojem poprzecznym tolei.
Przechodzgc do zmiennych « i @ (rys. 9) mamy

T
£ —
2

G Me=e [ Ik D)5 9)-rG PG DIDG Pldady
;gdzie ”

| _ N

(3.3) @ =arc.sin

r—l—slg’
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g=1, r=R,, dia tulei na trzpienin; ¢= —1, r=R, dla tulel wewnatrz rury oraz (por.

rys. 9)
x(o, )={r+eRy)cosa— Rysin (a— p),
¥ (@, ¢)=(r+eRo)sin e+ Ry cos(a—p),
dx ox
_ dp ~
D, )l=1| 75— {=Ro(rt+eRp)cos g,
dy dy
3.9) P i
T T os P [sinec}sin ¢ cos(e— ¢)],
ko
= s 7 [cosa—sin gsin{a— ¢)].
] Rw R, - dla tulei na f.rzpfem&
. (R ) (R.)-dia iuiei w rurze
| &)
B o~
& VS
2
ifo
I @
3 Plxy)
o
. A
&l \|
R 1= . i
<t Ry R Ry —g-l
v 5 -
Rys. &

Podstawiajac (3.4} do (3.2) otrzymujemy:
1) dia tulei na trzpieniu

ik _ ) - L
(3:5) Mo =75 Ro(Ryy~+Ro) [(2Riy+-3Ro) (m —200)+-4{Ryy +2Ro) €08 g0+ Rosin2po];

2) dla tulei wewnatrz rory

- nk

(3'6)_ _ My = 5 Ry (R;—Rp) (2R, — Ry) (?r+2$o) —4R, cos go— Ry sin 2(30_] .
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Ze wzoréw (3.5) i (3.6) wynika, 2¢ moment graniczny M, nie zalezy od wysokosct
tulei 4. Podamy pewng interpretacig otrzymanych wynikéw. Zatéimy, ze badamy
noénoéé graniczna szeregu tulei o tym samym promieniu zewngtrznym i maleja-
cym do zera promieniu wewnetrznym. Odpowiednie gradienty ciéniefi y,, obcigzajace
tuleje zgodnie ze wzorem (1.1) tez daza do zera. Na mocy wzoru (1.9}, promienie
p-okregéw daza do nieskonczonosci, a moment M, do wiclkosci 2zkR2/3. Zatem
w przejéciu granicznym przy go=0 otrzymujemy rozwigzanie opisujace zwykle .
skrecanie preta kotowego. Rysunek 10 pokazuje zalezno$¢ pomiedzy M, i p, dla
tulei o tym samym promieniu zewnetrznym i rdznych gruboéeiach.

At

=0 1
O L S

=
U

Rys. 10

Uwaga 1. Podane rozwiazania sa oczywiscie poprawne w przypadku, gdy na
tuleje dziata ciénienie opisane wzorem o=, 2-+0,, gdzie oo=const. Dotyczy to
réwniez pdl predkosci rozwazanych w p. 4. '

4. POLA PREDKOSCI

Z réwnan (1.5), opisujacych prawo plastycznego plynigcia, otrzymujemy nastg-
pujaca klas¢ pdl predkodei:

4.1 Vi=wyz+C,, V,=—wxz+C;, V,=w(x,)),
gdzie @, C,, C,=const oraz
cosd sin@
4.2) = .
wy+w, —@X+W,,

Jezeli wprowadzimy kat $=60— x/2, to wzér (4.2) przyjmie postac (por. [1], str. 154):

4.3 w
(4.3) dn=we(x,y),

gdzie n jest dlugoécia f-okregu, mierzona od wewngtrznego konturu przekroju
poprzecznego tulei do damego punktu; e=xcos §4ysin$ jest mimosrodem
f-okregu, tzn. odlegloscia stycznej do f-okrggu w danym punkcie od osi tulei.
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Jezeli przyjmiemy, Ze na wewnelrznym konturze tulei w{x, y)= wo_const
to otrzymamy

4.4 wix, yy=we(x, Y)n(x, P)+w,.
Poniewaz trzepien i rura, przylegajace do tulei, sa elementami sztywnymi, przeto
(4.5) h CO=Cl=C2=0.

Pole predkoéei (w obu przypadkach osadzenia tulei) jest zatem nastepujace:
4.6) Vy=0, V,=0, V,=wy=const.

Oznacza to, 2¢ w chwili osiggnigcia nosnosci granicznej uplastyczniona tuleja ma
tendencje do zsunigeia sig z trzpienia lub rury.

Uwaga 2. Przyjmijmy, Ze trzepien i rura sa wykonane z materiatu sprezystego,
przenoszacego czeS¢ momentu skrgcajacego, a tuleja z materiatu sprezysto-idealnie
plastycznego o tym samym wspdSiczynniku spreZystodci na Scinanie. Wowezas
w chwili catkowitego uplastycznienia tulei otrzymujemy nastepujaca kinematyke:

.(4.7) Vi=aypz, V,=-—wxz, V.=we(x,y)n(x,y)+w,.

Stalg w interpretujemy jako predko$é zmiany jednostkowego kata skrecania. W tym
przypadku uplastyczniona tuleja ulega deplanaciji i zsuwa sr@ ruchem §rubowym
7 trzpienia lub rury.

5. PEWNE UOGOLNIENIA

Podane Wyzej rozwigzania mozna réwniez otrzymad na innej drodze, wykorzystu-
jac wyniki prac {2 i 3]. W pracy [2] stwierdzono, Ze jezeli material sztywno-idealnie
plastyczny znajduje si¢ w ruchu, dla ktérego w kazdej chwili istnigje rodzina .2
réwnoleglych nierozciagliwych plaszezyzn, zalesma od parametru z, to wowczas:

1) na kazdej z tych plaszczyzn panuje stale ciénienie hydrostatyczne, zalezne
liniowo od parametru z zgodnie ze wzorem

o=liszt-0, dla  u,, oo=const;

2) isinieje réwniez ortogonalna do rodziny .2 rodzina W powierzchni chwilowo
nierozciggliwych, tworzgca uklad walcéw kolowych o statym promieniu Ro=4k/|u,!,
gdzie k jest wyirzymaloécia materiatu na $cinanie. Slady powierzchni rodziny
na plaszezyznach z £ tworza wige rodzing okregéw o promieniu R,. Budujae ro-
dzing linii ortogonalnych do tych okregéw, otrzymamy trajektorie napreZen stycz-
nych (por. [2]). W pracy [3] opisano kinematyke o§rodka poruszajacego sie w opisany

wyZej sposdb.

Pojawia sie zatem mozhwosc uogdlnienia podanych rozwiazan na inne elementy
pryzmatyczne, skrecane i §ciskane lub skrecane i rozciagane, osadzone na sztywnych,
idealnie szorstkich trzpieniach lub rurach. Kontur zewnetrzny przekroju poprzecz-
nego tych elementéw moze by¢ dowolny. Natomiast kontur wewnetrzny, a zatem
i ksztalt trzpienia lub rury, bedze zwiazany z wartoécia gradientu Ho Przytozonego
ci$nienia. Dla elementéw osadzonych na trzpieniu, dokonujac przejicia granicznego
dla po—0, otrzymamy klase rozwigzaf skrecanych pretéw  pryzmatycznych.
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Rozpatrzymy najpierw naroZe twoIzZace kat prosty. Jako siatke linii poslizgu
mozna przyjaé kombinacjg siatek opisanych wzorami (A.18) - (A.19). Otrzymamy
wowezas rozwigzanie przedstawione na rys. 11. Kontur zewngtrzny jest tu linia

A—B linia nieciggtosc!

Rys. 11

asymptotyczna trajektorii naprezen stycznych, a wewngirzny obwiednia f-okregéw.
Linia AB jest linia nieciaghodci naprezefi stycznych. '

Wyprowadzimy réwnanie tej linii. Skorzystamy z tego, Ze styczne do linii AB
sg dwusiecznymi katéw, jakie tworza styczne do przecinajacych sig¢ na niej p-okre-

U*I T rodzing okregow y | T rodzina okiegow

X“‘
>

NS

Rys. 12

g6w. Na rys. 12 pokazane sa dwie rodziny okregéw. Pole wersorow stycznych do
okregéw 1 rodziny jest nastgpujace:

| 1 . o
(5.1) t, (%, y)—-—“wR—{x, /R:—x*} dla 0<x<Ro,
0 .

a dla rodziny 11 ma postaé

(5.2 t (%, ) =7 (VE—-y,y} dla 0<y<Ro.
_ "R, _
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Stad mamy okreflone pole wektoréw dwusiecznych katéw miedzy stycznymi okre-
gow z I i H rodziny:

‘ 1 _ S
(5.3) to=titt = -G VR -7, —y+VRE= X3,
Zatem trajektorie tego pola opisuje réwnanie
dx dy
»+VRi=y?  —y VR

Réwnanie' linii AB jest catka szczegSlna réwnania (5.4) przy warunku y({)=0.

(5.4)

fuif> 2k /a Ho=0
Rys. 13

Poniewaz (5.4) mozna przedstawié w postaci

I3 —_— X
(5.5) > a’(x l/Rﬁ —x%-+Rjarcsin _IT) +

0

1 .
+7d(y VRZ= 3+ Riarcsin— )—d(xy)=0,

R

wigc natychmiast otrzymujemy réwnanic linii 4B

(5.6) xVRE—x%+y VRZ—y*+R2arc sin%— ~+ RZ arcsin —;— - 2xy=0,
Q 0

Opisana siatka pozwala zbudowaé rozwiazanie dla elementu, ktérego kontur
zewnetrzny przekroju poprzecznego jest prostokatem. Kontur wewnetrzny bedzie
zalezal od gradientu g, przyloZonego ciénienia. _

Na rys. 13 przedstawiono siatke linii poslizgu dla | x| > 2k/a, gdzie a jest krotszym
bokiem przyjetego prostokata. W przejéciu graniczaym przy p,—0 otrzymujemy
zwykle skrgcanie preta pryzmatycznego o przekroju prostokatnym. Pole predkosci
jest takie samo jak w przypadku pierécienia osadzonego na trzpieniu.

Uwaga 3. Dla 0<];z_0|<‘2k/a mozemy otrzymac przypadek zdegenerowany,
pokazany na rys. 14. Srodkowa cze§é trzepienia tworzy tu sztywna plaszczyzne
obcigzona z obu stron zgodnie skierowanymi sitami stycznymi. Na plaszczyZnie
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tej wystcpuje nieciagloéé skladowej normalnej wektora naprgZefi stycznych, co
w przypadku zwyklej powierzchni nieciaglo$ci naprgZen byloby niedopuszezalne.
Przypadek ten nie wystapi dla prze-
' / ' kroju kwadratowego.

W dalszym ciagu rozpatrzymy na-
roze tworzace kat 3mf2. Jako siatke
linii podlizgn i trajektorii naprezen
stycznych mosna przyjaé kombinacje
/ / siatek opisanych wzorami (A.16) oraz

(A.18)1(A.19). Otrzymujemy wdwczas
7 rozwiazanie przedstawione na rys. 15.
Powyzsze wyniki moga postuzyé do zbudowania siatki dla elementu pokaza-
nego na rys. 16. Dla ue=0 otrzymujemy zwykle skrecanic tego elementu.

¥ /
Rys. 14

I rodzing okregow

———— linia $radkdw I rodziny okregdw
——— linia $rodkdw IT rodziny okregow

|
|
g T~
|
|
!
i

T
i
|
|
i

=
N
\
A

A ! - ___|]

e _

| ! |
] /I II rodana
! okrggow

N

Rys. 15

([ [

/yg;'>{] Pﬂ:U
Rys. 16
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DoDATEK. PLASKIE SIATKI ORTOGONALNE Z RODZINA OKREGOW O STALYM PROMIENTY

Rozwigzemy zadanie o konstrukeji rodziny linii ortogonalnych do danej plaskiej,
jednoparametrowej rodziny okregéw o stalym promieniu. Rodzing okregéw o pro-
mieniu R, opiszemy ustalajge promien wodzacy linii §rodkéw tych okregéw (linia /
rys. 17):

(A1) ' r=r{u),

gdzie « jest parametrem naturainym linii 7. Mozna wykazac, ze dwie galezie obwiedni
rodziny okregéw (linie p i ¢) stanowig zbiér punktéw lezacych na prostych prosto-
padiych do / odleglych od niej o R,.

yh
) \
ol 4
I/’
n((ﬂ o ¢°Q“§
. -t[d‘) Q E’-
. ”E.’ Q,
2
¢
X
Rys, 17

Réwnanie rodziny okregéw zapiszemy w specjalnie dobranym krzywoliniowym,

nieortogonalnym ukladzie wspétrzednych o, ¢. Niech t(«) i n{e) oznaczaja wersory

- styczny i normalny do linii / w punkcie r (). Z punktu r (@), ktéry jest srodkiem

pewnego okregu z danej rodziny, prowadzimy promici wodzacy g (¢) taki, ze

lp (9)| =Ro. Przez p oznaczymy kat nachylenia promienia p (¢) do wersora & (x)
(rys. 17). Wielko$¢ ¢ okreSlimy wzorem: :

(A2) @ :?;JRG .

Dowolny punkt, przez ktéry przechodzi okrag z danej rodziny, ma zatem nastg-
pujacy promienn wodzacy:

(A.3) x=R(w, 9)=r(0)+p(p).

Opisany uktad wspoéhzednych przedstawiony jest na rys. 17. W ukiadzie tym
réwnanie danej rodziny okregdw ma postaé

(A.4) x=R; ([«}, @)=r [+ R, {t {[aD cos }% +a([e])sin }%—} .

Rozprawy Inzynierskie — 4
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W nawiasach prostokatnych bedziemy podawa¢ parametr numerujacy linie rozwa-
zanej rodziny, bez nawiaséw parametr biezacy ustalonej linii.
Odpowiednie réwnanie rodziny linii ¢=const bedzie mialo postal

(A.5) x=R" (a, [g) =T (®)+Ro {t () cos %‘- “m (e} sin %’i} .

7 drugiej strony wiadomo, Ze réwnanic rodziny okregdw mozna sparametryzowacé
inaczej, np. x=R, ([«], B). Przyjmujemy, Ze B jest parametrem, dla ktdrego réwna-
nie R;=R; (o, [B]) opisuje rodzing linii ortogonalnych do danej rodziny okregdw.
Tezeli zalozymy, ze parametry ¢ i f zwigzane sg réwnaniem p=¢ (2, £), przy ,;70,
to réwnanie poszukiwanej przez nas rodziny linii mo?na napisa¢ w postaci

(A6)  x=R;(x [B)=T{w; ¢ [AD}=
o (% [B]) ic [ﬁ])}

=r (a)+Ro {t {w}cos T - (a) s} R,

natomiast réwnanic rodziny okrggdw bedzie miato postaé

(A7 x=R,(lz], =R, {[al; (], A} = |
=r([u])+Ro {t (1D cos%@ﬂ(itﬂ) sin ﬂ[;—@}

Pole wektoréw styeznych do rodziny okregéw okrelone jest réwnaniem

T4 P
(A.8) R, ;=Ry,,0,5=9 B(ﬂt51n_+ncos—),
2 B ’ 1 RO RO

a pole wektoréw stycznych do rodziny linii ortogonalnych do okrggéw rownaniem

. P @
(A.9) RS =R} R} ,0,e=t+(9,aT%Ro) (——t sin 7{——|—n cos R_) .
Q ]

pdzie x (o) jest krzywizng linii /.
Warunek ortogonalnosci

(A.10) Ry, R; =0

sprowadza si¢ do postaci

(A.1D) ¢’1~sin%+Rorc=0.

Y

Rozwigzujac to réwnanie i podstawiajac znalezione p=p (o, f) do réwnania (A.6),
otrzymamy réwnanie rodziny linii ortogonalnych do danej rodziny okregow.
Uwaga 4. Wzér ten jest poprawny rowniez wtedy, gdy para: (t,m)ikat e
jednoczesnie zmieniaja orientacje.
Podamy rozwiazanie réwnania (A.11) dla przypadku szczegdlnego, gdy linia
§rodkéw jest okregiem o promieniu R:

-1
(A12) ;c(o'.)E“ﬁ:const.
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Wprowadzimy kat « jako kat nachylenia promienia r(e) do ustalonej osi. Zatem

a=oR. Ponadto niech f= R, Przy 0 d<2n otrzymujemy nastgpujace klasy rozwig-

zan: '
a) Jezeli R> R, (rys. 18), to:

_ 1—RZwc? T
(A13)  g=arcsin|Ryx+ P dla _?<§0<%’
Roichsh[R - ]/IMRg,cz]
0
oraz
— i : 1-R2x? oz
(A.14) p=arcsin )R, x+ “Ta<p dla go<p< 5
7 Ro.rc—l-sh[R " I/I—R(z,rcz]
L Ry

Rys. 18

Dla p,=arcsin R, x otrzymujemy catke szezegdlng bedacg krzywa asymptotyczng
dla pozostatych krzywych catkowych. Jest to okrag o promienin

(A.15) r=VR—RZ.
b) JeZeli R=R, (rys. 19), to

— T L T _ =
(A.16) @2—2[—4—+arctg(a—ﬁ)] dla Ty Se<5
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Dla p,=mn/f2 otrzymujemy punkt asymptotyczny krzywych catkowych.
¢) Jezeli R<Ry (rys. 20) to

Y —_— 2.2
(A.17) ga-ﬂflarctg{l e [1/ R —1tg ( Ror m
dl iR P
| a ) <@ <'2—_.
Osobno rozpatrzymy przypadek, gdy R-co. Otrzymujemy wtedy (rys. 21)
: _ a—fi T _
(A.18) @= —arctg(exp ) dla —~—=—<p<0
R, -2
oraz '
_ x—pf _ =m
(A.19) - p=arctg (exp ) dla O<g<+.
R, 2
yh '
yh
q

q.

=¥

=¥

Rys. 19 Rys. 20

Dla p=0 otrzymujemy calke szczegdlng, bedaca krzywa asym ptotyczng pozostatych
krzywych calkowych. Jest nig prosta bedaca linig $rodkéw. Parametr « jest jej
parameirem dlugoéciowym.
Réwnanie (A.6) opisujace promienie wodzace trajektorii naprezen stycznych
napiszemy we wspotrzednych kartezjanskich x, y o wersorach kierunkowych osi L, 1.
Promien wodzgey linii srodkéw jest dany w postaci

(A.20) r ()= X (@) LA+ Y (0 L.

Stad wersory styczny i normalny tej linii sa nastepujace:
(A.21) t (@)= X (o)L, + Y ()],

oraz

(A.22) ()= —— [X (@) TL+Y (L]

()
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Poszukiwaé bedziemy réwnania okreélajacego promienie wodzace trajektoric na-
preien stycznych w postaci

(A.23) X=x(«, [BDL:-+y (=, [BDI,.
Rzutujac (A.6) na I, I, i podstawiajac (A.20) - (A.22), otrzymujemy

: : , L ,
(A24) x=2x(s, [BD=X (@)+Ry { Z(ahcos w(aREﬁD b Fwsi co(o; Eﬁ]?}
oraz
(; * [ 1 " )
(A-29) y=y (e D= Te)+Ro {Y(a) cos (dRoﬂ]) T (o) Y(x)sin u (mREﬁ]) } .
yh
P 5 .

X

Rys. 21

Dla przypadku gdy linia §rodkéw jest okregiem o promicniu R mamy

(A.26) r(2)=Rcosal,+Rsinal,.
Stad
(A27) x=x(at, [f])= Ry cos w— Ry sin {—p («, [B])}
oraz
(A28) y=y (e, [BD=Rosina+Rycos {a—p(x, [BD},

gdzie a=aR, f=FR, p=yR.
Jezeli R—oo tak, aby linia érodkéw pokryta si¢ z osia x, to otrzymamy

(A.29) x=x(a, |f)=u+Rocos ¢ («, [F]
oraz
(A.30) y=y(% [BD)=Rosing(a, [£D,

gdzie p=9pR, a o jest parametrem dlugosei linii rodkéw.
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PeswoMe

IIPEJEIBHBIE COCTOSHIAA KONBUEBLIX TEI IPH KPYUEHUM C JIAHEAHRIM
PACHIPEAEJIEHVIEM JABJIEHWA BAOJIH OBPA3VIOIIEN

1

B pabote HaHO pemIeHHe 3a4a¥¥ 0 HeCymeH crrocofHOCTY KONBNG OPH KPYUCHHE C ARBeHHO
pacnopeneleHsol Goxoroit warpysre. PaccMOTpeHEL fBa CIyYas: ROJBIO MOCAIKEHOS HE MECTKOM
CTOpIKHE ¥ KOJBLO 3AKmoYennoe B sectxod Tpy6e.

IlonyuennEe pesyiInTaTE OOOOIIATOTCA Ha KONBOEBHIC Tea IPOUIBOIBHOIO IOTICHEYHOIO
ceucHMA., B IpenensuoM Tepexofie, UPE OTCYTCBHE GOKOBOTO JABIEHEA, TOJLYYATOTCH PEILCHUS,
ONHCHEBAICIIHE 0OEITHOE KpyJeHme IPAIMATHICCKUX CTCPIRHCH.

SUMMARY

LIMIT STATES OF TWISTED ELEMENTS
LOADED BY LINEARLY VARIABLE LATERAL PRESSURE

In the paper is solved the problem of load carrying capacity of a twisted rod of annular
cross-section loaded by linearly variable lateral pressure. Two particular cases are considered:
that of the ring mounted on a rigid pin and that of the ring clamped within a rigid pipe.

The results derived are then generalized to elements having arbitrary annular cross-sections.
In the limit case of vanishing lateral pressure, the usual solutions describing the classical problem
of torsion of cylindrical shafts are obtained.

N STYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIEL
POLSKIE] AKADEMIY NAUK

Praca zostala ziosona w Redakecii dwin 25 lutego 1972 r.






