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LINIOWA TEORIA MIKROPOLARNEJ SPREZYSTOSCI (*)

WITOLD NOWACKT (WARSZAWA)

1. WPROWADZENIE

Klasyczna teoria sprezystosci dobrze opisuje zachowanie sie materiatéw kon-
strukeyjnych (rozmaitych gatunkdw stali, aluminium, betonu) przy naprezeniach
nie przekraczajacych granicy spreZystodci oraz wszedzie tam, gdzie nie mamy do
czynienia zg spigtrzeniami naprezen. :

Rozbieinosé miedzy wynikami teorii sprezystodci a dodwiadczeniami wystepuje
tam, gdzie do glosu dochodza whasciwodci mikrostruktury ciala, a wice w poblizu
nacig¢ 1 karbéw, gdzie mamy do czynienia ze znacznymi gradientami naprezen.
Rozbieznodei te wystgpuja réwniez w ciatach uziarnionych oraz w ciatach wielo-
czgsteczkawych takich jak polimery.

Wptyw mikrostruktury ciata szczegélnie dobitnie ujawnia sie w przypadku drgan
sprezystych o duZej czgstotliwoéei i malej dlugosdei fali.

Te niedostatki klasyoznej teorii sprezystosci staral sig usunaé W. Voior 1]
przyjmujac, Ze transmisja oddziatywasi dwu czeéci ciata na siebie poprzez element
powierzchniowy pdd4 odbywa sig nie tylko przez wektor sity pdd, ale réwniez przez
wektor momentu md4. W ten sposéb zdefiniowane zostaly obok naprezefi (sﬁo-
wych) o;; rOwniez napreZenia momentowe ;.

Jednak w pelni konsekwentna teorie niesymetrycznej sprezystosci opracowali
bracia Franciszek i Bugeniusz CosseraTOWIE [2] publikujac ja w r. 1909 w dziele
«Théorie des corps deformables».

Zatozyli oni, ze cialo skfada si¢ z powiazanych miedzy soba czasteczek w postaci
matych bryt doskonale sztywnych. Kazda czasteczka doznaje w trakcie deformacji
przemieszezenia u (X, ) oraz obrotu & (, #), bedacych funkcja polozenia x oraz
czasu £ ' ‘ :

W ten sposéb opisany zostal odrodek sprezysty, w ktérym punkty uzyskaly
orientacjg (osrodek polarny) i w ktérym moZna méwié o obrocie «punktu». Wektory
u i¢p sg niezalezne od siebie i w zupehosci opisuja deformacje ciala. Wprowadzenie
wektordw u i¢p oraz zaloZenie, Ze transmisja sit przez element powierzchniowy dA
odbywa sig za pomocy wektora sily p oraz wekiora momentu m prowadzi w kon-
sekwencji do miesymetrycznych tensordw naprezenia og i ;.

(*) Niniejsza praca przegladowa przedstawiona byla na sympozjum «Micropolar Elastmty»
w Udine (19 -24.VL,1972) w Centre Internationale des Sciences Mécaniques,
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Teoria braci Cosseratéw pozostata jednak niezauwazona i za Zycia autorow
niedoceniona. Przyczyng tego bylo bardzo ogdlne jej przedstawienie (jako teorii
nieliniowsj, uwzgledniajacej duze odksztalcenia) oraz wyjscie jej poza ramy teorii
sprezystodel. Teoria ich stanowita prébe stworzenia jednolitej teoril pola, zawieraja-
cej mechanike, optyke i elektrodynamike, powigzang ogdlng zasada najmniejszego
dziatania {action euclidienne).

Prowadzone w ostatnim pietnastoleciu badania w dziedzinie ogélnych osrodkow
sprezystych i niesprezystych zwrécily uwage badaczy na dzielo braci Cosseratow.
W poszukiwaniu nowych modeli, lepiej opisujacych zachowanie si¢ rzeczywistych
cial sprezystych, natrafiono na modele zblizone lub identyczne z modelem Cossera-
téw. Wymienié nalezy tu przede wszystkim prace C. TRUESDELLA i R. A. TOUPINA [3],
G. GrioLieco [4], R. D, MiNpLINA i H. F. TierstenA [5]. Poczatkowo uwaga badaczy
zwrécona byla na uproszczona teorig sprezystosci, na teorig tzw. pseudo-kontinuum
Cosseratéw. Pod g nazwa rozumiemy ofrodek, w ktérym wystepuja niesymetryczne
napreZenia sitowe i momentowe, ale deformacja opisana jest wyltacznie przez wektor
przemieszczenia u. Przyjmuje si¢ tu, Ze @=1/2rotu, tak jak w klasyczne] teorii
sprezystodcl. Zauwazyé nalezy, 7e model ten rozwazony byl rowniez przez Cosseratow,
ktérzy nazwali go ofrodkiem z utajonym. tréjécianem.

Wielu autoréw niemieckich, jak W. GUntrer [6], H. Scuirer [7], H. NEUBER
[8], nawiazato wprost do ogdluej teorii Cosseratow, uzupelniajac ja réwnaniami
konstytutywnymi. Ogdlne zwigzki i réwnania teoril mikropolarnej zostaly rownicz
wyprowadzone przez B. W. KuwszyNskieco i A. L. AEro [9] oraz N. A. PALMOWA
[10]. Wymienié nalezy tu réwnie? vogdlniajace studium A. C. ERINGENA i E. 8. SUHU-
BIEGO [11].

Obecnie teoria o§rodka Cosseratdw jest w pelnym rozwoju. Rognie literatura
tej dziedziny, a zagadnienie niesymetrycznej sprezystosci stalo sig przedmiotem
dwu sympozjéw: Sympozjum IUTAM odbytego w Freudenstadt w r. 1968 oraz
sympozjum zorganizowanego przez CISM. Ukazaly si¢ wreszcie pierwsze monogra-
fie mikropolarnej teorii sprezystofei: R. StoranoviCa [12] oraz W. NOWACKIEGO
[13], obie z r. 1970, )

Rozwazania zawarte w niniejszym opracowaniu dotyczy¢ beda liniowej teorii
mikropolarnej sprezystosci. Omawiaé bedziemy najpierw zagadnienia dynamiczne,
nastepnie zagadnienia statyczne.

2. ZAGADNIENIA DYNAMICZNE MIKROPGLARNES SPREZYSTOSCI

Rozpatrzmy obszar regularny VU4, ograniczony powierzchnig gladka 4
zawierajacy ofrodek mikropolarny, ofrodek jednorodny, izotropowy 1 centrosy-
metryczny o gestoici p i bezwladnosci rotacyjnej I

Pod wplywem obcigzerh zewngtrznych ciato ulega odksztalceniu. Niech na czescei
A, powierzchni ograniczajacej ciato dzialaja sity p i momenty m, a na czgsci 4,
przemieszezenia u i obroty ¢. Wewnatrz ciala dzialaja sity masowe X oraz momenty
masowe Y. Wymienione obcigZenia wywoluja odksztatcenie ciata, opisane wektorem
przemieszczenia u (X, ¢) i wektorem obrotuep (X, £). Wewnatrz ciala powstang napre-
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zenia gy (X, £} oraz naprgZenia momentowe Ju; (%, ). Naprezenia o, u;; zwigzane
sa z niesymetrycznym tensorem odksztalcenia y;; oraz tensorem skretno-gigtnym ; ;.
Zagadnienie dynamiczne mikropolarnej sprezystoéci polega na wyznaczeniu
napreZen o, fy;, odksztaleen y,,, x;;, przemieszezen m i obrotéwep. Funkcje te po-
winny spelia¢ réwnania ruchu, réwnania konstytutywne, warunki brzegowe oraz
warunki poczatkowe,
Réwnania ruchu majg postaé

2.1) Uji,j‘f‘Xt:Pﬁi P Gljko'jk"*_ﬂji,j—i'Yi:I;};! .

W réwnaniach tych, napisanych w kartezjanskim uktadzie wspdfrzednych prosto-

katnych, € jest alternatorem Ricciego, p gestoscia, a T bezwladnoscia rotacyjna.
Roéwnania konstytutywne otrzymuje si¢ z nastepujacych rozwazafd. Z zasady

zachowania energii, przy zaloZeniu procesu adiabatycznego; mamy

d N - -
(2.2) _d?(QfH"qc): f(Xi"’i‘i‘YiWi)dV‘!‘f(Pi”i‘i‘miwi)dA; U=l Wi=¢p,
v A .
gdzie U jest energia wewnetrzng, X energia kinetyczng
(2.3) C)C=_é—f(p7.?i'vi+Iwi Wi)dV.
14
Prawa strona réwnania (2.2) przedstawia moc sit zewnetrznych.
Uwzgledniajge réwnania ruchu (2.1) otrzymamy
(2.4) ’ U=opbntuntu, U= [Uav.
: 4
Stad wynika definicja tensordéw odksztalcenia:

(2.5) : Yi=U; 57 €y Pr » K;ji=€0i,j .

Energia wewnetrzna U jest funkcja 2micnnych niezaleZnych v, %, i jest funkcja
stanu. Mamy zatem ‘
. du ., oU

(2.6}
.Zaioiymy, ze funkcje oy, u;; nie zaleza w sposéb jawny od pochodnych czaso-
wych funkcji y;;, x,;. Z poréwnania (2.4) i (2.6) mamy

. v v
( . ) [T ayﬁ 3 Hip = axﬁ .

Energie wewnetrzng mozna przedstawié w postaci

uto u—o A
(2.8) U= T Yala +T PiiPii +“2_ Vike Yna T
y+e& y—¢g
“I‘ 3 KKy I 3 Ejin'tj_i—_z_xkkxlm'
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Przedstawiona tu postaé energii wewngtrznej uzasadnia sig w sposéb nastgpujacy.
PoniewaZz energia wewnetrzna jest skalarem, to kazdy wyraz po prawej stronie
powinien by¢ skalarem. Otdz ze skladowych tensora y; moZna skonstruowaé trzy
niezalezne kwadratowe niezmienniki: v, ¥, ¥5i Yiss Yiw Pew- 10 5amo dotyczy tensora
K5 WYLAZY P, K350 Vi Kigs Vi Kna Di€ POjawia sig w wyraZeniu (2.8), poniewaz byloby
to sprzeczne z postulatem centrosymetrycznosci.

Mamy zatem szeé¢ stalych materiatowych g, 4, o, 5, 7, 6. Stale te spelmac po-
winny nastepujace nierdwnogoi:

33+2u>0, pu>0, 3842y>0, >0,
ptoa=>0, y+e>0, a>0, £>0.
Ograniczenia te wynikajg z faktu, ze funkgja U jest forma kwadratows zdefi-
niowana dodatnio.
Zwazywszy na (2.7) otrzymamy nastgpujgce rownania konstytutywne:
o= (uto) yut(u— ) Pyt AV Oy

(2.9)
ﬂji:(?‘i‘b‘) 7Cji+(y_£) ¥ Breg 6y

Jedli wyeliminowaé z réwnan ruchu naprgZenia za pomocy zwigzkéw konsty-
tutywnych, a dalej wykorzystal definicje tensordw y;;, iy, to otrzymamy uklad
szeciu réwnad w. przemieszezeniach u i obrotach ¢p.

W zwartym zapisic wektorowym réwnania te maja postaé

[, n+ (A4 p—e) grad divu+2« rotep+X=0,

2.10) )
s+ (Bf+y—e¢) grad divee+ 2« rotu+Y¥Y=0,

Wprowadzono tu nastgpujace operatory rézniczkowe:
Ca=(u+a)V2—pd?,  [la=(y+e)V>*—4a—I37.
Pierwszy z tych operaioréw jest operatorem d’Alemberta, drugi operatorem Kleina-

Gordona.

Otrzymali$émy zlozony ukiad i‘léwnaﬁ rozaiczkowych hiperbolicznych,
Do réwnafi tych doda¢ nalezy warunki brzegowe i warunki poczatkowe.

Zgodnie z zalozeniem waruinki brzegowe maja postac
Gji(xs r)”j=pl‘.(xz t); ﬂji(xﬁ t)nj:mi (Xa t) H XEAU’ t> 0:

21D .
ui(x: t)=f;:(xaf); 7 @i(xa t)zgi(xst)s XEAH” t>0=

gdzie n jest wektorem jednostkowym normalnym do brzegu, a p,, mi, g, fi sa
danymi funkcjami. '

Warunki poczatkowe maja postac

wx 0=k, ¢k 00)=Lk),
’:[i(xa 0)=]’11(X), ¢i(xa 0):ji(x)s XEV: t=0,

(2.12)
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Uktad réwnan w przemieszczeniach i obrotach jest nader zlozony. Dazyé be-
dziemy do rozwikiania tego uktadu, do zastapienia go ukladem prostszych réwnan
falowych.

Mamy tu dwie mozliwoéci rozwiklania tych réwnai. Pierwsza jest analogiczna
do drogi, jakg postuzy? sig Lamé w elastokinetyce klasycznej. Dokonajmy dekompo-
zycji wektoréw ¢ i u na czgsé potencjalng i na czesé solenoidalna:

u=grad ®+rot¥, div¥=0,

(2.13) .
p=grad I'+-rot¥, divH=0.

Postgpujemy w ten sam sposéb z sifami i momentami masowymi:
X=p(grad $4roty), divy=0,
Y=17I(grado+roty), divn=0.

Wprowadzajac te funkcje do réwnan (2.10) otrzymamy nastgpujace proste réwnania
falowe: :
Lh@+pd=0, [O3F+1e=0,

(2.14) LY 2urot H+py =0,
OaH-2a r.ot Y+ =0.
WprowadziliSmy tu dalsze operatory
[h=@A+2 V2 —pd}, [Th=F+2))V:—do—127.

Pierwsze z powyzszych réwnan jest réwnaniem fali podtuznej, identycznej w swej
postaci z réwnaniem fali podiuZzngj w klasycznej elastokinetyce. Drugie réwnanie
jest nowym typem réwnania, réwnaniem podiuzaej fali mikrorotacyjnej. Réwnania
trzecie i czwarte opisuja propagacje fal poprzecznych, przemieszezeniowej i mikro-
rotacyjnej.

Fala podtuzna jest dobrze znana z elastokinetyki klasycznej. Fala przemieszcze-
niowa mikrorotacyjna badana byla przez N. A. Parmova [10] i W. NowACKIEGO
[14}. Uktad dwu réwnai fal poprzecznych grupy (2.14) przyjmie po eliminaciji funkeji
¥ i H nastgpujgca postaé:

(s [La+H4e®* VHW =2alroty—p L%,

(2.15)
(2 D4+4oc2 VHH=2uaproty—II",7.

Ten typ fal byt przedmiotem badan J. Ionaczaka [15]. Latwo zauwazyé, e fala
przemieszezeniowa 17 i fale poprzeczne ¥, H sq falami ulegajacymi dyspersji. Uklad
rownan falowych (2.14) jest bardzo uzyteczny przy wyznaczaniu rozwiazaf osobli-
wych (funkcji Greena) w przestrzeni nieskoniczonej. Takie rozwiazania zostaly poda-
ne w postaci zamknigtej dla przypadku sit i momentdw skupionych, zmieniajacych
si¢ W sposob harmoniczny w czasie, przez W. NOWACKIEGO 1 W. K. NOWACKIEGO
[16]. Wykazano wreszcie, Ze przyjeta droga rozwiazania przy uzyciu potencjaléw
@, I,'¥, H prowadzi do rozwigzaii kompletnych (W. Nowacki [17]).




2 WITOLD NOWACKI

Druga droga prowadzaca do rozwikiania réwnad (2.10) jest droga, jaka poste-
powat B. G. GaLerxiN [18] w klasycznej elastostatyce oraz M. Iacovacsk [19] w od-
niesieniu do klasycznej elastokinetyki. Funkcje tego typu, poprawne dla zagadnied
_dynamicznych mikropolarnej sprezystosei, podat N. SanpRrU [20], a pdZniej pa innej
drodze J. StErPANIAK [21].

Reprezentacja N. Sandru ma postac
2.16) u=[1, s F—pard divEF -2arot 03 G,
' =1, 1 G—gard divOG—2x rot [, F,

gdzie
E=(tp—o) Da—de?, O=(ty—e)—4a®.
Wyrazono tu przemieszczenia u i obroty ¢ przez dwie funkcje wektorowe F i G.
Wstawiajac (2.16) do réwnan (2.10) otrzymamy dwa réwnania bifalowe dla
funkejii T i G: ‘
0 (O, Oy +H402 V) F4H-X=0,
Os (Dz D4+40€2 Vz) G+Y=0.
Roéwnania te sg szczegdlnie dogbdne dla wyznaczania przemieszezen i obrotdw
wywolanych w przestrzeni nieskoriczonej dzialaniem sit i momentéw skupionych.
Do tej pory uzyskano rozwigzanie osobliwe jedynie dla sit i momentéw skupionych,

zmieniajacych sie w sposéb harmoniczny w czasie. W tym bowiem przypadku uklad
réwnan (2.17) przechodzi na uklad prostych réwnan eliptycznych:

(V2443 (VKD (VAR FH X*=0,
(V-4 43) (VKD (VA G4 Y *20,

(2.17)

(2.18)

gdzie
X(x, )=X*(x)e ™ itd.

Istnieje jeszcze druga droga uzyskania podstawowych réwnan mikropolarnej
sprezystodci. Polega ona na wykorzystaniu réwnafh zwartodci

(219 Vi, n = Vi, 1— Sxni Kt G Kie=0, 1 a—%p;,=0

i wyrazeniu w nich funkeji y;;, 1¢;; przez naprgZenia g, g4, Uklad rownaf napreze-
niowych, stanowiacych rozszerzenie réwnan Beltramiego-Michella klasycznej teorii
spr¢zystosed, zostal podany dla zagadniefh dynamicznych przez Z. OLesiaxa [22],
dla zagadnief statycznych przez N. SANDRU [20]. Réwnania te moga mieé znaczenie
praktyczne w zagadnieniach dwuwymiarowych.

Rozpatrzmy przypadki szczegélowe odnoszace si¢ do propagacji fal. Interesuja-
cemu zagadnienin fal jednowymiarowych, zaleznych od x, i ¢, zaleZnych jedynie
od r=(x?4x2)112 | ¢ oraz zaleznych od R=(x3+x;+x3)'/* i 1, po$wigcono sporo
prac. Wymieni¢ nalezy rozwazania A.C. BrRINGENA [23], N. A. PaLmova [10]
oraz. A. C. SvarHA [24].

Rozpairzmy zagadnienmie dwowymiarowe. Zatdzmy, Ze mamy do czynienia
z zagadnieniem, w ktérym odksztalcenia sa niczaleine od zmiennej x,. W tym
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przypadku uklad réwnan (2.10) rozdziela sig na dwa niezaleine od siebie uklady
réwnan, W pierwszym ukfadzie réwnan wystepuia nastgpuiace wektory:

(2.20) u=‘(u1, u;,0), ©=(00,0,¢3), X=(X,X,,0, Y=(0,07Y;).
Uk#ad réwnan ma tu postac
(p+@) Vi, — puy+(utA—a) 2, e4-208, 9, +X, =0,
2.21) (u+a) V21, — pity -+ (-A—o) 3, e— 20 8,05+ X, =0,
[(?Jrﬂ)vf_%t_w:z] P3-F20(01uy—dyu)+Y3=0,

gdzie
Vi=02435, e=d,u,+0,u,.

Pole przemieszczen a== (i, 15, 0) i obrotéw ¢ =(0, 0, p,) wywoluje w ciele stan
naprezenia, opisany nastepujacymi macierzami:

Ty Jin 0 ) O 0 Uiz
(2.22) g = 0’21 Uzz 0 3 !.la= 0 0 ,lea
0 0 o031 HB31 Haz O

W drugim ukiadzie réwnan, opisanym przez wektory
(223) ll=(0, 0, us), <Pﬁ(¢1s @2, 0)9 X=(Os 0, X3)s Y=(Y1’ YZ: 0) >
mamy do czynienia z vkladem rownan

[(+&)Vi—do—187] ¢, +(y+B— )0, k2008, uy+ ¥, =0,
(2.24) [(y+e)VI—4a—1321 @s+(p+-f—e)d, k=208, u3+ ¥,=0,
(pta) V% My “P&3+20€ (G192—0,0)+X;=0,

gdzie k=2 ¢,+9; @,.

Latwo sprawdzi¢, Ze polu przemieszczeA w==(0,0, 2} i polu obrotéw @=
=(p1, @2, 0) przypisane sg nastgpujace macierze naprezeri:

0 0 o5 Hi1 f1z, O
(2.25) =] 0 0 oz, w=|tt21 Haz O
o3; 032 0O 0 0 Masi

Zatrzymajmy naszg uwage na pierwszym ukladzie réwnan. Przez wprowadzenie
potencjatéw & 1 ¥, gdzie

(2.26) =0, 2~ ¥, u=8,9-9¥ ¢:s=9¢,
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doprowadzamy uktad réwnan (2.21) do prostych réwnan falowych (przy X=Y=0):
[(4+2) V2 = p?10 =0

2.27) , ) .
{[(e+e) Vi—pdl] [r+e) Vi —da— 107 |-+4a? VI} (¥, 9)=0.

Ukdad tych réwnan stal si¢ przedmiotem rozwazan wielu badaczy. I tak V. R.
.. ParFiTT i A. C, ERINGEN [25] oraz J. STeFANIAK [26] badali odbicie sie plaskiej fali
od swobodnego brzegn polprzestrzeni sprezystej. A, C. Ermigen 1 E. S, Sunums
[11] badali propagacj¢ uogélnionej na ofrodek mikropolarny fali powierzchniowej
Rayleigha. Temu samemu zagadnieniu po$wiecona jest obszerna praca autoréw:
S. KausxiEco, J. KapeLewskieco i C. Rymarza [27].

Propagacje fal w plycie (rozszerzone zagadnienie Lamba) rozpatrywali W. No-
wACKE i W. K. Nowacki [28). Rozwigzano réwniez szereg zagadnien brzegowych,
gdy na brzegu péiprzestrzeni sprezystej dane sq obcigZenia harmonicznie zmienne
w czasic (W. Nowacki i W. K. Nowackr [29], G. Eason [30]). Zwrdcié nalezy
wreszeile uwage na tendencie do rozwigzan przyblizonych réwnan falowych (G. Eason
[31], J. D. AcuensacH [32]) i uzyskane w tym zakresie interesujace wyniki.

Wroémy do drugiego ukladu réwnan dwuwymiarowych, w ktérym deformacja
ciata opisana jest wektorami n=(0, 0, u3), @=(g,, @,, 0).

Uklad réwnan (2.24) doprowadzimy do prostych réwnafi falowych przez wpro-
wadzenie potencjaldéw I', I:

(2.28) 0 =8, T8y H, ¢y=0,T+8, H.
RéWnania te majg postaé
(B+2) Vi —4a— 171 I'=0,

(2.29) .
{(u+a)Vi—pdZ1 [y +e)Vi—da— 321140 V1) (H, u3)=0.

W pierwszym réwnanin rozpoznajemy falg podiuzna mikrorotacyjna, w drugim
falg poprzeczna. Réwnania te przy zaloZeniu, Ze

(2.30) (P1s P2 1) = (9] (51),, 93 (x1) 4 (x)) €150,

i przy przyjeciu, ze brzeg polprzestrzeni sprezystej x, =0 jest wolny od napreZefi,
prowadza do fal powierzchniowych typu Love’a. Zagadnienie propagacp tych fal
byto szezegétowo badane w pracy [27].

Interesujacy jest tu fakt, e w ramach klasycznej teorti spregystodei nie otrzyma
sig fal Love’a w jednorodnej potprzesirzeni sprezystef; propagacia fej fali jest mozli-
wa jedynic w polprzestrzeni uwarstwionej, przy zatoZeniu odpowiednich nieréwnodci
dotyczacych gestosel i stalych Lamégo obu ofrodkdéw.

Rozpatrzmy drugi typ zagadnied dwuwymiarowych, mianowicie zagadnienie
deformacji osiowo-symetrycznej ciala. Uklad réwnan (2.10) rozdziela si¢ w tym
przypadku na dwa niezalezne od siebie uklady réwnan.

W pierwszym ukladzie rownan wystepuja wektory

@3 w=@, 0 1), =000, X=(X,0X), Y=(00%,0.
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Uklad réwnaf ma postaé

1 -
[rofsr o]

‘ de 1 0 -
{2.32) [(p+a) V2 =pd?] uz+(/1+‘u—o:)£+ 2057 E;(rqoﬂ)+ X.=0,
e R IR e S I
(?+£) %= QDU_E_ o BZ ar +Yﬂ_ ]
gdzie '
) a* I ¢ a2 1 0 S,
V_3r2+r "a“*'aw oy 7(’%) dz
7 przedstawionym tu odksztalceniem ciata zw1qzane sa nastgpujgce macierze
naprezef:
g 0 0, 0 pe 0O
{2.33) Ce=]0 o O, w=lu O s
Ozr 0 Tyz 0 Hzp 0

W drugim uvkladzie réwnan wystgpuja wektory
@34) u=0,4,0), @=(0.0,0), X=(0,X%,0, Y=(¥.07%),

oraz macierze naprezen

| Y Grg 0 Hrr 0 Hrz
(235) LG ={ Gy 0 Toz | » = 0 Haa 0
0 0'.29 0 Hzp 0 fzz

Uklad 1'éwna1_’1 ma tu nastgpujaca péstaé:

1
LH84W~—J dor— ﬁ2%+w+w8%——% +Y =0,

‘ ‘ e 2o o
@360) G+ VP —da— 18] g (Btr—8) 5t - () +¥e=0,

1 dp, 29,
(o) Vz_‘"“ }-’75 tg-1-20 oz ar +Xy=0

d de,
o (WJ"‘T

F

edzie

Oba uklady réwnan mozna sprowadzi¢ do prostych rownan falowych. Réwnania
te poshuzyly do zbadania fal podhuznych i skretnych w nieskoficzonym cylindrze
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o przekroju kolowym oraz do rozwigzania dwu uogdlnionych osiowo-symetrycznych
probleméw Lamba (W. Nowacki i W. K. Nowackr [33 i 34]).
Na zakonczenie tego przegladu zagadnied dynamicznych wspommnieé nalezy
o twierdzeniach ogdlnych mikropolarnej elastokinetyki. Twierdzenia te byly przedsta-
wione i wyprowadzone przez wielu autoréw. I tak twierdzenie o wzajemnoéci prac
ma postac (N. Sanpro [20], D. Irsan [35]):

@37 [ Kot Yisg)dV+ [ (o suitmx p)ydd =
| 4 A

= f (X, vu+Y, = @)dV+ f(p; w1+m,x p)dd,
v A
gdzie wyraZenia

t
X, wu, = in(x,t—I)u;(x, T)dr, itd.
o]

sa splotami, Réwnanie to stanowi uogdlnienie znanego twierdzenia O. GRAFFIEGO
- [36] z klasycznej elastokinetyki., Twierdzenie o wzajemnodci (2.37) stanowi jedno
z najbardziej interesujacych twierdzefi mikropolarnej teorii sprezystodei. Twierdzenie
to jest nader ogdlne i zawiera mozliwoéci wyprowadzenia metod catkowania réwnan
elastokinetyki przy uzyciu funkcji Greena.

Powaine znaczenie ma tu zasada prac wirtualnych
- (2.38) f[(Xz“ﬂ&i)éui“l‘(Yi_Ié;i) dp;ldV + f(Pi5“t+mi5¢r)dA=
14 A4

= f(aﬁ Syt updry)dy.
14

Tutaj du; i dp, oznaczaja wirtualne przemieszczenia i obroty. Zasada prac wir-
tualnych moze postuzy¢ do wyprowadzenia réwnan zginania plyt i powlok przy
odpowiednich uproszezeniach oraz do przyblizonego rozwigzania réwnafi elasto-
kinetyki, wreszcie do wyprowadzenia twierdzenia o jednoznacznodei rozwiazad.

Waing role odgrywa rozszerzona zasada Hamiltona:

(2.39) P f 2( W - dt = f 50,

Zaklada sig tu, Zze du(x,t)=du(x, )= (%, t;)=5¢ (x, t;)=0. Symbol 5.2
oznacza pracg wirtualng sit zewnetrznych:

0L = [ (Xburt- Y, 80)dV +- [ (piduytmi Sp)dd,
v A .

K jest energig kinetyczng, a W pracg odksrtalcenia, ktéra w naszym przypadku
procesu adiabatycznego jest identyczna z energig wewnetrzng <,

W naszym przegladzie podali§my jedynie najwazniejsze naszym zdaniem rezul-
taty mikropolarnej elastokinetyki.
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Zauwazmy, 7e zasadnicze rezultaty otrzymano jedynie w przypadkuo propagaciji
fal monochromatycznych. Ledwie zainicjowane sa badania odnoszgce sic do fal
wywolanych przyczynami aperiodycznymi, czy te? przyczynami poruszajgcymi sig
ze stalg lub zmienng predkodcia.

Na uwagg zastuguje wreszeie fakt, ze wspdlczesne badanic zagadniefi dynamicz-
nych zmierza w kierunku objgcia i innych pdl fizycznych. Prowadzone sa juz badania
w dziedzinie mikropolarnej termosprezystosei, mikropolarnej magnetosprezystosci
itd.

3. MIKROPOLARNA ELASTOSTATYKA

Wprowadzenie zwigzkéw konstytutywnych do réwnan réwnowagi i uwzglednie-
nie definicji odksztalcen prowadzi do ukladu szeSciu rdwnan rézniczkowych w prze-
mieszezeniach i obrotach:

(u+w) V2ut- (At p—ea) grad divut- 2o rotp+X=0,

3.1
@D [(y--e)V2 —4al e+ (f+y—¢) grad div e+ 2ectotu- Y=0,

Jest to uldad rownan typu cliptycznego. Zauwazmy, Ze stale materiatowe
A o, B, 7, & wystgpujace w tych réwnaniach odnosza sig do procesu izotermicznego.

Postawmy sobie nastgpujace pytanie: Czy rozwigzanie ukladu réwnan (3.1)
da sig przedstawié jako sumy dwu rozwiazan, z kidrych pierwsze ma takg samg
postac jak rozwigzanie klasycznej elastostatyki, a drugie jest rozwigzaniem uzupel-
niajacym, uwzgledniajacym efekty brzegowe. Na powyzsze pytanie H. SCHARFER
[37] odpowiedzial twierdzaco.

Wprowadzajac welctor

1
3.2) §=?rotu~<p

i eliminujace funkcje ¢ z ukladu jednorodnych réwnan (3.1) otrzymamy

V2 oA+ grad dive=2x rotl,
3.3 1
33) [(v+e)V*—da] b+ (f+y—e)grad divg =7 (y+2) VZrotu.

Przyjmiimy rozwiazanie tego ukladu rownan w postaci
(3.4) u=u'+u"’, C=U'+48", pgdzie{'=0.

Za pomocy tej reprezentacii rozdzielimy vklad réwnan (3.3) na dwa niezalezne
od siebie uklady réownan

(3.5) uVia' () graddiva’=0, V?rotu'=0
oraz
aVEu A+ ) grad diva’ =2 ot ",

3.6 1
(3.6) f(y-Le) Vi —da] " +(f+y—e) grad divy” =3-(}’+8)V2 rota’’.
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Zauwazmy, ze uklad réwnan (3.5) w postaci swej jest identyczay z odpowiednim
ukladem réwnan klasycznej teorii sprezystosci.
Zalézmy, 7e na brzegu ciala dane sg obcigZenia p i momenty m:

(3.7 Pi=0uR;, M=y

Spetniamy uklad réwnan (3.6) z warunkami brzegowymi p,=o,n;. Przyjecie
~€'=0 jest jednoznaczne ze stwierdzeniem, e cze§¢ antysymetryczna tensora 7’;1
jest réwna zeru [?’21 »=01. Tnesor }’;.i jest tensorem symetrycznym. Zatem 1 napreze-
nia ¢, tworza tensor symetryczny. Ale zalozenie §'=0 prowadzi do zwiazku ¢’ ==
=1/2rot w’. Poniewaz ¢'+0, to i ;7#0. W ciele istnieja zatem naprezenia momen-
towe

(3.8) ' Ry =27 Ky 260 o+ Picy, 81
Warunek m; =, n; w zasadzie nie bedzie spelniony. Poniewaz funkcje u’ nie

spelniaja wszystkich warunkow brzegowych, przeto do rozwiazan w’, &’ dodaé na-
lezy rozwigzanie w’’, £’/, spelniajace uklad réwnast (3.6) oraz warunki brzegowe

(3.9) o m=0, (u+a)n=m.
Rozwiazanie ukladu réwnan (3.6) przyjal H. SCHABFER w postaci
(3.10) €' = grad d-+rotrot&d,
gdzie funkcje @, £ spehiajg réwnania rézniczkowe
: : 2y+4-p yt+e
272, — 2572 _ — 2 = 2 a=
3.1y EVi-1D)d=0, EPV*-DNR=0, K ot v o

Brak jednak dowodu kompletno$ci rozwiagzad §''.

Podobnie jak w elastokinetyce tak i tu przedstawié mozna przemieszczenia
i obroty przez dwie funkcje wektorowe G, F bedace uogdlnieniem funkcji Galerkina.
Jezeli podang przez N. SAnDRU [20] reprezentacje

u=(A+2u)V*{(y+&)V? —da] F — [(y-+6) (A4 p—o)V? — da {4+ )] grad divF —

(3.12) —2a[(B+29) V2 —du] rot G,
@=(u+)V*[(B+29)V* - 4o)] G~ [(n+) (f+y—8) V> —4a] grad div G—

‘ — 26 (A+2)V2 rotF

wstawi¢ do ukiadu réwnaft (3.1), to otrzymamy nastgpujgce proste réwnania dla
wyznaczenia funkeji F i G:

(420 VAV (1Y = DF+X =0,

(3.13)
1602 1 V2 (B2 V2 1) (I? V3~ 1) G+Y =0,

Zauwazmy, 7e zalozenie X=0 pocigga za soba, Ze réwniez F=0 Podobnie dla
¥=0 jest G=0. Réwnania (3.13) pozwalajg na nader proste wyznaczenie funkcji
Greena w nieskoriczonej przestrzeni mikropolarne.
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Podamy niZej juz tylko wyniki koficowe rozwiazan osobliwych. Niech w punkcie
g dziata skupiona sila jednostkowa, skierowana w kierunku osi x;. Przemieszozenia
i obroty tym dzialaniem wywolane majq postaé [20]:

. A+ ' +e&y(A+2 1—eg B
ugf)=_—i——aiajl}2+ (v )(+ﬂ)( e )]_
- Brait 20 G\ R
: 1 e’ 1
(3.14) ' —~—~~( - —V)éu,
dgp \pt+a R R
o 1 d (I—e‘R”)
2 M 87u eijka—xk —r

Tutaj R jest odlegloscia punktdw x 1§, Przechodzac do klasycznej teorii sprezystodci
mamy ‘

{1 l%»ﬂ
U, "= ————"
! 87 p(A+24)

! .
8;0;(R) +74TE/,{R5U’ P =0,
W przypadku dzialania jednostkowego momentu skupionego, przylozonego
do punktu E i skierowanego w kierunku osi x,, mamy nastepujace przemieszczenia

49 i obroty ¢ [20]:

1 P (1—e-Rﬂ)
wT 87 e”"(?_x; R g

iy 1 s [lw—e"”‘ ‘ I (e—R,Ih___ EMR”)]_%_ e—R,’! 5
Y5 T N6mu 1% R R dr(y+e)R

Obok funkeji typu Galerkina wproWadzono w mikropolarnej elastostatyce
funkcje typu Papkowicza-Neubera. H. NEUBER [8] vogdinit swe funkcje na mikro-
polarna elastostatyke i zastosowal je do szeregu zagadnien odnoszacych si¢c do
koncentracji naprezen woko! otwordw i karbow [38 - 40].

(3.15)

Pewna odmiang funkcji naprezest tego typu podali N. Sanpru {20]i 8. C. CowIn
[411.

Rownolegle z rownaniami w przemieszczeniach i obrotach korzysta¢ mozna
w elastostatyce z rdwnan naprgZeniowych, uogdlnionych réwnaf Beltramiego-
Michella. Interesujace sg w odniesieniu do tych réwnafi rozwazania H. SCHAFFERA,
ktéry wprowadzil bardzo ogélny typ funkeji naprezen, bedacych uogdlnmieniem
funkcji naprezen Morery i Maxwella z klasycznej elastostatyki [42]. Na uwage
zastuguje réwniez praca S. KesseLa [51] o funkcjach naprezes.

W sposob bardziej szezegdtowy wypada nam omowié zagadnienia dwuwymiarowe,
zagadnienia plaskiego stanu odksztalcenia i zagadnienia osiowo-symetryczne.

Rozpatrzmy plaski stan odksztalcenia, w kidrym deformacja jest niezaleina
od zmiennej x;. W tym przypadku otrzymamy dwa niezalene od siebie uktady
réwnan, W pierwszym zagadnienin plaskim wystepuja wektory w=(uy, 1,, 0,
©=(0,0, @), w drugim wektory w=(0, 0, u3), @ ={(gp,, ¢, 0).
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W pierwszym zagadnieniu punktem wyjécia viech beda réwnania geometrycznej
zwartosci

2 2
61022+32011—

A
mvf (011+022)=81 02 (0121+021) ,
ﬂ .
{3.16) (@3- (012 021) +‘o£_ Vi(o12— 0200428, 0, (01— 0622)+

4p
yte

+ (@1 13t t23)=0,
Oy Ma3=02 Uya
“oraz rownania réwnowagi
3.17) 810"11‘|"320'2L=03 d1012+02622=0,
612~ 021+ U1a+Ea a3 =0.
Mamy ukiad szescin réwnaf dla wyznaczenia szefcin nieznanych funkeji ¢4, 622,
T2, T215 Hu3s Hz3.
Roéwnania réwnowagi beda identycznie spetnione przez dwie funkcje F i ¥,
powiazane z naprezeniami zaleznoSciami

011=5§F—aiazlps GzzZB%F“i“@azg’,
(3.18) GlzﬁwalazF_ag'lp, 021=“3182F+3§Y’5
Uas=8 ¥,  py3=0, V.

Funkeja F jest funkcja Airy’ego, znana z elastostatyki klasycznej. Funkcja ¥ zostata
wprowadzona przez R. D. MINDLINA [43] i H. SCHAEFERA [7] do plaskiego stanu
odksztalcenia w kontinuum i psendo-kontinuum Cosseratdéw.

Wstawiajac funkcje (3.18) do réwnan zwarto$ci olrzymamy nastgpujgce rowna-
nia dla funkcji Fi ¥

(3.19) ' ViV2F=0, ViI(I*Vi—-1¥=0.
Funkcje F i w sa od siebic zalezne, speiniaja warunki Cauchy’ego-Riemanna:
(3.20) 8, (IEVE— ) ¥ =A43,ViF, _ (A42u) (y-+e)

8, (AV?—1)¥ =— 40, Vi F, 4p(Atp

Poniewaz funkcje V2 F i (/2 V2~1) ¥ sa funkcjami harmonicznymi, to nietrudno
spostrzec, ze do rozwigzania réwnan (3.19) szczegdlnie dobrze nadaje sie metoda
funkcji zmiennych zespolonych. Metoda ta zostala z powodzeniem zastosowana
przez G. N. SawiNa [44 - 46] i jego wspélpracownikéw do zagadnien spigtrzenia
naprezenn wokdl otwordw.

Badaniem kompletnosci rozwigzafn za pomocg funkcji F, ¥ zajmowal sig
D. E. CarrsoN [47]. '

Zauwazmy, Z¢ zagadnienie plaskie jest takie samo w swej postaci dla pseudo-
kontinuum i dla kontinuum Cosseratéw. Dlatego teZ mamy w tym zagadnieniu .
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sporo rozwiazan konkretnych, detyczacych stanu naprezen w pdiprzestrzeni spre-
zyste], koncentracji naprezen i rozwigzafh osobliwych. Wymieni¢ nalezy tu przede
wszystkim prace R. D. MinDLiNA [48], H. ScHAEFERA [7], R. MUKI E. STERNBERGA
[49] oraz P. N. Karomieco i T. ArmMana [50].
Pierwsze plaskie zagadnienie daje sig rozwigzaé réwniez na innej drodrze, do-
godnel w przypadku danych przemieszezen i obrotéw na brrzegu [52].
Wychodzge z réwnan rézniczkowych w przemieszezeniach i obrotach

() Viu -+t p—a)d; e+20d, p3=0,
(3.21) () Vit +(A+p—a)de—2ud, pa=0,
{(?4‘3)‘7%—4“] @3+20. (8, u;— 3, u;)=0, e=0d; 11+, Uy

i wprowadzajac potencjaly @, ¥, zwiazane z przemieszczeniami zaleznodciami

(3.22) =0, D48, ¥, u,=0,9-0,¥,

otrzymamy nastgpuigce proste rownania rézniczkowe:

{3.23) VIVio=0, VIi(]2Vi-1)gp,=0.

Funkeie @ i ¢4 nie sg od siebie niezalezne, powinny spetniaé warunki dane w postaci
d, VEQS—HW%—EB *Vi-1)g,,

(3.24) At2u
O, Vi = 81(12V1—1)g03

/1""'2

Sa to warunki Cauchy’ego-Riemanna dla funkcji Vi @ i (I?Vi—1) ¢;. Potencjat ¥
jest zwiazany z funl;cja @5 zaleznoscia

(3.25) V3= (o) Vi—dal g

Droga postgpowania przy rozwiazanin fego pierwszego zagadnienia plaskiego
jest nastgpujaca. Z rozwiazania réwnan (3.23), np. dla pélprzestrzeni sprezystej,
otrzymuje si¢ cztery stale catkowania. Do ich wyznaczenia shuzg trzy warunki brze-
gowe oraz zwiazki Cauchy’ego-Riemanna,

W drugim zagadnieniu plaskiego stanu odkszialcenia mamy do czynienia z ukla-
dem réwnan

] (o) Vi s +20(8, 92~ 8, 1) =0,
(3.26) [(r+e) V2 —da] o, +(f+y—2)d, 0+20d,1, =0,
i [(+2)V2—4a] ot (Bt y—£) @210 — 208, 1 = 0.

- Uklad tych réwnad najprofciej rozwiazemy przy uzyciu potencgjatow £2 i Z [53]
gdzje

@27 0,=8, Q49,5 qﬂz——-b‘z.Q—BlE.

Rozprawy Inzynierskie — 2
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Wstawienie zwigzkéw (3.21) do uldadu réwnad (3.20) prowadzi do réwnafs
(3.28) V(R Vi-1)Q2=0, Vi(*Vi-1)E=0.

Funkcje 2 i Z zwigzane sg ze soba zaleznosciami Cauchy’ego-Riemanna:
-3 (thz-—l)Q=——u—82(IZVZ— nE
e gt ! ’

az(hzv%—1)9«—-%31(12%—1)5.

(3.29)

4

Wielkoéé u, zwigzana jest z potencjalem spreZystym = zaleznoScig

(3.30) V2uy=

&

Inng droga rozwigzania «drugiego» zagadnienia plaskiego stanu odksztalcenia
podal M., SucHAR {54]. Punktem wyjécia jego rozwazafi jest pieé réwnan nierozdziel-
noéci i trzy réwnania réwnowagi. Uklad réwnan réwnowagi spetniony jest przez
cztery funkcje @, v, x, @ zwiazane z naprezeniami w nastepujgcy sposob:

O13=0, D, o23=—0 P, 031=—32@+31Wa Uszial@‘FazW,

(3.31)
' (=201 0sx,  far=Y—81Xs faa=—FF6Q,  p=20-0,0.

Wstawienie tych funkcji do zwiazkow nierozdzielnosci prowadzi do nastgpujacych
réwnaf rézniczkowych dla funkcji @, w, x, £2: '

(.32 V2(@RVi-Dd=0, V2(@PVi-Dy=0, L(»=0, L=0,
gdzie
L= Vi=D (2Vi-DVivi().

Nalezy dodaé, Ze funkcje naprezef @, v, x, £ nie sg od siebie niezaleZzne, po-
wigzane sa dodatkowymi czterema zaleznodciami rézniczkowymi.

Rozpatrzmy z kolei zagadnienie osiowo-symetryczne. Wiemy z poprzedniego
punktu, Ze uklad szeScin réwnaf w przemieszezeniach i obrotach rozdziela sie
w tym przypadku na dwa niezalezne od siebie uklady réwnad, W pierwszym defor-
macja opisana jest przez wektory u=(u, 0, i), @=1(0, g5, 0), w drugim przez
wektory a=(0, up, 0), @=(¢., 0, 9.)-

W klasycznej teorii sprezystosci przy rozwiazywaniu pierwszego zagadnienia
czesto postugiwano si¢ funkeja Love’a x (7, 2) spelniajaca réwnanie biharmoniczne.
W mikropolarnej teorii sprezystosci wprowadza siec dwie funkcje typu Love’a.

Wiazac w pierwszym zagadnieniu osiowo-symetryczinym fupkeje z przemieszcze-
niami i obrotami w sposéb nastgpujacy [55]:

2 e 2

(3.33) = —

_— — [, v ) = —
3}‘32 (FX)’ Pa 20((3.-4—2#} ar V }{,Hz @X azz (FX)I
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gdzie
T=+8) A+p—a) V2 —da (A+4) ,
a 1 a9 8

O=(1+21) V? [(J/+€)V2—40€] ’ V2= o2 +T ’E“]"a—zzy P (x _I_x:’-)ll'z

i wstawiajac powyzsze funkcje do réwnan elastostatyki, otrzymamy dla funkeji X
nastgpujace réwnanie:

(3.34) doupt (A2 VEVE (P V2D g (r, 2)+ X, (r, 2)=0.
Podobnie w drugim zagadnienin osiowo-symetrycznym, w ktérym przyiete, Ze

a2 d a2
72 @) =8t (VI D)y, .= 0y = (Qy),

(335 e=-

gdzie _
Q=(utw) B+y—a)V?—4a?,  D=(u+a)V[(B+2) V*~4a],

otrzymuje si¢ z ukladn réwanan elastostatyki nastepujace réwnanie dla wyznaczenia
drugiej vogdinionej funkeji Love’a:

(3.36) 1602 1 V2 (12 V2 —1) (12V2 =)y (r, 2)+ ¥, (r, 2)=0.

Analogiczne funkcje wyprowadzit J. SteramiAx [57] z funkcji wektorowych
N. Sawpru.

Inna droga rozwiazania zagadnieni osiowo-symetrycznych polega na wprowadze-
niu potencjaléw sprezystych [56]. Droge te krétko objasnimy na przykiadzie pier-
- wszego zagadnienia osiowo-symetrycznego. WyraZmy przemieszczenia u={u,, 0, 1,)
i obroty ¢ =(0, @y, 0) przez potencjaly @, ¥, 9, przy czym

a2y 0P *¥ 1 ¥ ad

G =T e Tm T T e e

Wstawiajac (3.37) do réwnad elastostatyki otrzymamy uklad dwu réwnan

(3.38) V2V2®:0,_ V2({2V2-1)8=0.
Funkcje @ i § zwigzane ze sobg zaleznosciami
vep—_ A2 - (2V2-1) 8=0,
AF2pu
(3.39)
2 e 2K (V2—~ il )(12V2 1)9=0
dz A+20 gz B e

Funkcje ¥ wyznaczymy z réwnania

(3.4 V2= —

1
5 [0+ V2 da],

. Zupelnie analogiczna droge postgpowania stosuje sie w drugim zagadnieniu
'_osmwo symetrycznym. Do celu oczywidcie prowadza i inne drogi, jak zastosowanie
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funkcji Neubera, czy tei wreszcie bezposrednie catkowanie ukiadu réwnaf roz-
niczkowych przy uzyciu transformacjl catkowej Hankela, czy tez Hankela-Fouriera.
Rozwiazano szereg zagadnien konkretnych, dotyczacych stanu naprgzen w poiprze-
strzeni sprezystej (problem uogdlniony Boussinesqa).

Na zakoficzenie naszego przegladu mikropolarnej elastostatyki kilka stéw nalezy
~ poswieci¢ ogdlnym twierdzeniom wariacyjnym, twicrdzeniu o wzajemnoéci itp.
“Twierdzenia tego typu mozna prosto przenie$¢ na teren mikropolarnej teoril przez
dodanie odpowiednich wyrazéw zwigzanych z praca momentéw i naprezefi mo-
mentowych,

Zasada prac wirtualnych przy wirtnalnych przemieszezeniach du; oraz wirtual-
nych obrotach dp; ma postac

(G41) [ x,0u,+V.80)av+ [ (i durm oy dA=3W, .
v A
gdzie

A
W= [ (W(m Yantaranran T3 mvmﬂ----) dav.
Vv

7 zasady prac wirtualnych wyprowadza sig twierdzenie o minimum energii poten-
gjalnej '
(3.42) =90,
- gdzie
=%, — f (Xyu+Yp)dV — f (piui+m ) dA .
v 4g

Tutaj 4, oznacza t¢ czgsé powierzchni ograniczajacej ciato, na ktérej dane sa obcig-
zenia.

Powasne znaczenie w klasycznej elastostatyce ma twierdzenie o minimum pracy
komplementarnej. Tutaj, w elastostatyce mikropolarnej, mamy do czynienia z za-
sada wariacyjna typu
(3.43) SII=0,
gdzie

=W, — f (psu; 1y p;)dA4
A

i

oraz

I

W, = f(#'U(ij)cf(uﬁ‘“'U(:f)“(i1>+—2—0kk0,z,.+---}dV-
¥

Tutaj A, odnosi sig do tej czesei powierzchni ograniczajacej cialo, na ktoérej dane
sa przemieszezenia i obroty.
Wyprowadzono (N. SANDRU [20]) twierdzenie o wzajemnosci

@A) [ Xt YDV 4 [ (pitmo)dd =
14 A

= [ @t Y, 9)dV + [ Ptmio)dd
v
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oraz szczegolne przypadki tego twierdzenia, uogélnione wzory Somigliana. Sporo
uwagi poSwiecono zagadnieniu jednoznacznodci rozwiazaf i twierdzeniom o istnie-
niu rozwigzad (M. Hravacek [58] i D. Iesan [597).

Oddzielnego traktowania wymagaja prace z teorii dyslokacji w kontingum
Cosseratéw. Na znaczenie mikropolarnej sprezystoéci dla teorii dyslokacji pierwszy
zwrocit uwage W. GUnTHER [6]. Pewne koncepcje dyslokacji byly omawiane w pracy
W.D. Cravsa i A. C. ERINGENA [60] oraz w pracy S. MINAGAWA [e1].

Teorig anizotropowego ofrodka Cosseratéw zajmowali si¢ S. Kgssir [62]
i D, Iesan [63].

Teorta ofrodka Cosseratéw jest obecnie teoria dobrze rozwinigta 1 stanowi dzi-
siaj nadbudowg klasycznej teorii sprezystosci. Teoria ta Jjednak nie ma dotad petnej
weryfikacji do§wiadczalnej. Stale materiatowe nie zostaty dotychczas okrelone
dla poszezegéinych typéw materialéw. Znamy jedynic rzad ich wielkosci oraz wza-
Jemne stosunki szeéciu statych. Mamy zatem do czynienia z jaskrawym przypadkiem
wyprzedzenia do§wiadczefi przez teorie.

Zdaniem moim punkt cigzkodei badan nad oérodkiem mikropolarnym powinien
przenie$¢ sig na badania doswiadczalne. Rola teoretyk6w jest tu w zasadzie wy-
cZerpana.
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Peswme
TEOQOPHWA JUHENHOM MUKPOIIOJIIPHOI YIIPYTIOCTH

Pabora COCTORT H3 ABYX wacTeil. B TepBO# 4acT oBCyKIAIOTCA TPOGIeMEr AMACTOKHHETHKHR,
BTOPOH — 3[aCTOCTATHKE. B 06OMX 9THX wacTsx CYMIECTBEHIYIO POJE HIPAXOT YIPHIHE MOTEH~
OEAIE B GYHKOEE #anpsokensi Tmma Tarepxera. Bonee oGmppno OCCYKICHEl CaMBIE IFPOCTHIE,
JBYMEpHEIC NPOGIEMET KACRIOTHECS TIOCKOro NeBOPMANEOHNOTO COCTORHMS I OCECHMMETDHYEGTO
HADSDEERHOTO cOCTONHE, TIo OTHOWEHIES K %IACTOCTATHRS VEQ34HZ PONb KaKyio HTPAET TEOPeMa

v THedepa o croxenur pememmif.
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SUMMARY
THEORY OF LINEAR MICROPOLAR ELASTICITY

The paper consists of two parts, the first part dealing wit helastokinetics, the second one—with
elastostatics. In both parts an important role is played by elastic potentials and stress functions
of the Galerkin type. Extensive discussion concerns the most simple, two-dimensional problems
of plane strain and axisymmefric stress. Tn the section dealing with elastostatics, the role of the
theorem by H. Schaefer in superposing the sohrtions is demonstrated.
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