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- WACLAW SZCZESNIAK {WARSZAWA)

W pracy przeanalizowano degania swobodne belki lepkospresystej, ktorej material odpowiada
reologicznemu medelowi ciala lepkosprgzystego typu standartowego Voigta I Maxwela. Uwzgled-
niono wplyw bezwladnosci obrotowej 1 wplyw sily poprzecznej na przemieszezenia. Dla belki typu
Voigta i Maxwella rownania opisujace drgania doprowadzaja sie do jednego réwnania, kitdre roini sig
jednak od réwnania bifalowego. Wyznaczono crestodei drgan swobodaych dla belld Voigia i prze-
prowadzono jei analize. W drugiej czedci pracy wyznaczono czesto$é drgan lepkosprezystej tarczy
swobodnie podpartej. Zastosowano funkcie przemieszezen, tzw. funkcje rozwigzujaca. Okazalo sie,
ze rownanie dynanicznej rownowagi doprowadza si¢ w tym przypadku dokladnie do roéwnania
- bifalowego, Ma ono jednak czynnik dysypujacy, powodujacy zanikanie amplitud fal dylatacyjnej,
dystorsyjnej i powierzchniowej.

1., WSTEP I SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

W pracy rozpatruje sig belki i tarcze z materialy lepkospreZystego typu stan-
dardowego Voigta lub Maxwella. W przypadku drgafi swobodnych preta uwzgled-
nia si¢ bezwladno$¢ obrotowa przekroju i wplyw sit poprzecznych na ugigcia, Row-
panie rézniczkowe drgajacego preta wyprowadzono zakladajac model reologiczny
materiafu w postaci standardowej. Pokazano przejécia graniczne na modelu Voigta
1 Maxwella. W przypadku drgan swobodnych tarczy zastosowano dynamiczng
funkcje przemieszczen Galerkina wzorujac sic na pracach {1 i 2]. Wykazano, Ze
w tym przypadluo rdéwnanie drgan jest réwnaniem bifalowym. Znaleziono czestosé
drgan wlasnych dla tarczy swobodnie podpartej. Wplyw sit poprzecznych i bezwiad-
nosci obrotowej przekroju dla belek sprezystych byt rozpatrywany w szeregu prac
[3 —21]. Mniej zoane sa jednak prace, w ktérych wplyw ten wystepowalby jedno-
czesnie z tlumieniem wewngtrznym materiahi. Jeszeze mniej prac istnieje z zakresu,
drgan tarcz lepkosprezystych.

W opracowaniu nie korzysta si¢ z analogii sprezysto-lepkosprezystej [24—29},
ktéra w przypadku drgan swobodnych ze wzgledu na podawanie tzw. uzupehia-
jacych warunkdw poczatkowych jest niecelowa [34].

2. DRGANIA LEPKOSPREZYSTEJ BELKI Z UWZGLEDNIENIEM BEZWEADNOSCI OBROTOWEY
I WPLYWEM SIE POPRZECZNYCH NA PRZEMIESZCZENIA

Rozpatrzmy drgania belki swobodnie podpartej (rys. 1) o przekroju pro-
stokatnym, ktérej material odpowiada modelowi ciala fizycznego typu standar-
dowego (rys. 2a).
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Jak wiadomo [8 i 20] dla tego modelu mamy zaleinosé
(21) Ll Gx+L2 dx=L3 £x+L4éx= 1—41 sz+f'2 "':'xz=f13 yxz+f‘4'pxz- (1)

‘W réwnaniach (2.1) zastosowano oznaczenia:

(2 2) Li=E, L, =E1E2, ji1'_—"G1 ’ f,3= GG,
' Ly=n,, Ls=m (Ei+E), I:z="?'f, -z'tt-:”{(Gi"_Gl)-
a b
0 B, EE G Banunl A x
L f
o Rys. 1

Do przypadku modelu pokazanego na rys. 2b réwniez odnosza sig rdwnania kon-
stytutywne (2.1), jednak odpowiednie stale materialowe sa inne: '

LI:WZ: L3=E1ﬂ2, L1=??g.- L3=G17?§,
Ly=(E; +E)y,, La=EiE;, L,=(G,+G2)n3, Li=G,G,.

«W ustrojach pretowych i ptytowych pomija sig z reguly wplyw sit poprzecznych na
ugiecia. Jedynie w przypadku krepych pretéw [ub plyt grubych wplyw ten jest wigkszy
i nalezy go uwzglednia¢ w obliczeniach». Co

Wykaz literatury do 1. 1964, poswigcone; drganiom takich belek, mozna znalezé
w [10]. «Podstawa klasycznej teorii pretéw cienkich jest zalozenie Bernoulliego-

(2.2

" -Naviera, natury geometrycznej o plaskich przekrojach. Punktem wyjScia niniejszych

rozwazafl bedzie réwniez zaloZenie geometryczne. Zatozenie to dotyczyé bedzie
ksztaltu przekroju poprzecznego belki po odksztalcenin. Ksztal ien dobierzemy
w ten sposob, aby znaleziony na podstawie zalozonego pola przemieszczen stan
naprezenia spefnial okreslone warunki statyczney. (?) Ta droga postgpowania jest
znana [23, 8 i 22}

Rzuty przemieszezenia dowolnego punktu preta o wspohrzednych x , z okreslone
53 (rys. 2) nastepujaco: S

w=w(x,1),
ow(x, t
@y w= =2 pea),

() Zastosowanie zwigzkow konstytatywnych (2.1} wymaga komentarza, W opracowaniu nie
stosuje si¢ rozdzialu tensoréw naprezenia i odksztalcenia na czesé skodnosymertyczng i kulista.
Réwnania réwnowagi sg tu spelnione w sposob catkowy przy zatozenin jednoosiowego stanu na-
prezenia. Podejicie takic stosuje si¢ w technicznej teorii drgan [30 - 33]. e

. {%) Cytaty pochodza z monografii 7. KACZROWSKIEGO [23} 5. 3.
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gdzie y (x,f) oznacza &redni kat odksztalcenia postziciowcgo w przekroju oraz
f(2) zmienno$¢ kata odksztalcenia postaciowego po wysokodci przekroju poprzecz-
nego preta.

W przypadkn ciala spreZystego naprefenie normalne o, i styczne 7., w pree-
kroju preta okreslone sg nastepujaco:

Ju(x, t)=E'(—z & w(x, t)+

%= &x ax?

24 + Gy (%, Qf(z)) ,

ox
du(x,t) @ L 1)
rx,:G( ”ff + wa(;c )=Gw(x,t)f’(2)-

Z drugiej strony naprezenie 1, wyraza sig znanym
wzorem - y2

_ Z(_x—) S () ‘ Rys. 3
(25) Txz™ I(X)b ». -

gdzie T (x) oznacza silg poprzeczng, 7(x) moment beawladnosci przekroju preta,
S, (2) moment statyczny, 4 (x) pole przekroju poprzecznego preta oraz b szeroko§é
przekroju. :

Wzory (2.4) i (2.5) okreélaja jednoznacznie naprezenia styczne, jeZel

A(x) Sy
.6 =10

Dla przekroju prostokatnego funkeje /() i £ (2) sa okre$lone wzorami

F@) 2 (1 422)
Zy=— Ty
@7) 3 h

e
fhlus“%”“ﬂ:‘{;:) ””“%Z“"g—zﬁzl
= (a) i
@ & :
a] * a 1 X
= z
= JfndA=a "&2 i
i
m b |
T
z I iz

Rys. 4

3

Rozprawy Inzynierskie — 9
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Wykres tych funkcji pokazano na rys. 4. Jak latwo sprawdzi¢, maja one cickawe
wlasnofci:

@.8) [r@ad=4, JECEZES k=g

Moment zginajacy i sile poprzeczna w przekroju belki sprezyste] okreslaja wzory:

Mx=foZdA, szfrxsz‘,
A A

2.9) _ (_52“’ é‘z)__ 29
Mo=BL\ — g Tk |=~F
T.=GAw.
W przypadku belki lepkosprezyste] wzory (2.9);,4 sa nastepujace:
o M. 39

l LlMx-i-Lz'*a}—= -:Lgfxg;c‘f

T ‘ 2
? “““*M\ (2.10) P
T3 dx _ 40 Gxat

- o, _ oy
LlTx+E2§i=L3Aw+L4A-£.

W réwnaniach (2.9) 1 (2.10) wprowadzono
kat 8, obrotu przekroju belki od samego
momentu zginajacego. Zgodnie z 1ys. 5
mozna zapisaé prosta zaleZnos¢ geome-
tryczng:

dw{x, ) k
o w(x, 1),

7 kolei zgodnie z rys. 6, rozpatrujac réw-
nowage dynamiczna nieskoficzenie matego
elementu preta o polu przekroju A, dtu-
godci dx, wysokoéci /4, drgajacego po-
przecznic — mozemy napisaé réwnania
zachowania pedu i momentu pedu:

@1 o=

T o paivd d
o X pAw %= —p(x,}dx,

(2.12) M.

ox

dx—T,dx—pdx [ tizdA=0.
A —

2

. 3 . ‘
gdzie My=pl, r dx=— pd:ic f uzdA.
A

Ostatecznie otrzymaliémy pieé réwnan (2.10), (2.11) i (2.12). W réwnaniach tych
wystepuje pie¢ niewiadomych: w(x, ), w (x, 1), 2(x,0, M, I, Ukld (2L0),



DRGANIA SWOBODNE LEPKCOSPREZYSTEJ BELKI TIMOSHENKI I TARCZY G73

-

(2.11)i (2.12) daje si@ doprowadzié do dwu réwnan z dwiema niewiadomymi w (x, ),
w(x, 1) lub wix, ) i 3(x, 7). Oto te réwnania:
3 A?w(x, 1) A*w(x, D) - By x, t)]
(L1+§;L2) [p (x5 t) pA atz +plx axz atz —p x axatz -
) ((54 w(x, - 63 wi{x, t)) B

ax* ax?

.4 d? ay(x,
o ) 22 22 70

dB(x.the- &A ELLA N
o= Haln %_%&J’“ & gy

(2.13) - (L3 Ao

Tix )

_ Df"- t)

ll!!l!lllllll ”" ‘J"m'“”"

‘M‘.GM(M i d

Rys. 6
lub
a v 8w, ) & ((88(x, D)
(Lﬁar )[ CoD=pd =7+ I‘arZ( % )] |
(2.13% ' ( 4 ) ((33(;: t))
| B SR T Ko W

F;
(LI +6t )(p(x H—pAd - ‘gf)cr))%*

d . )(azw(x,t) a3 {x, t)) 1
o )\ o ot |k

W przypadku drgan swobodnych dla uldadu (2.13) nalezy przyjaé

+A(E3+'

p(x,0=0, w(xnH= Z Ay e” " sine, x,
(2.14) . n=t
mr
W(xa t):ZBm e"-fmmt COS oty X, c’[m_;T’ m=192 37“-‘

m=1

Po podstawieniu (2.14) do (2.13) otrzymamy réwnanie dla uk}adu réwnan jednorod-
nych:
(Li—iw L) 0l p(A+T, 02y~ (La—icwoy, L) T o

2.15) (Ly —iw L) — pkl, @2+ (Ly — i, L) kI, 22 [ =0,
(-E]. — Wy Lz) Pw,%. "“ (ES i ia)m f’d—)
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Réwnanie czestosct drgan swobodnych ma postaé

(2.16) A0S + B’ + Coot +iDa? + Feo?, + iFo, + G =0 .
W réwnaniu (2.16) wprowadzdnb oznaczenia:

A=p* kL L, L,

Bep? kI, (L Lo+ L, L),

C= -L, L4 (A +Ix Oﬂm)P—Pz k. Ly JEl _]:2 L4P’dx 0"'::1215

D=—(L; Lo+ Ly L) p{A+ 1 o) —(Ly L+ Ly La) Kl Ly 5
E:LI_ flsp(A +Ix 0!'-3,) +L4_E4 Ix 0.'.3; +l_11 L3kax OCJ?H
F:Ix M::; (L3£4+L3L4) N
G—=—L3L3Ixm:;. "
Imfugy
&
-4
Re {h)mj
e .
\
Re {swm)

{| Tt } plaszezyzna zmiennej
rrecrywisie)

Rys. 7

Réwnanie (2.16) daje sig rozwiazaé w kazdym konkreinym przypadku; state 4—G
sa liczbami rzeczywistymi.
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Na rys. 7 podano intérpreta.ch geometryczng rozwigzania rownania tego typu.
Pierwiastki réwnania (2.16) powinny by¢ zespolone, sprzgZone w,,=w,, +iw, b

rzeczywiste w,=c,,. Ogdlne rozwigzanie rownania czgstoéci dla modelu Voigta
podamy w nastepnym punkcie.

3. DRGANIA PRETA IDEALNIE SPREZYSTEGO

Wykonamy przejScie graniczne na rownaniach (2.13) do réwnania opisujacego
drgania swobodne pr¢ta o modelu idealnie sprezystym. W tym celn uklad réwnaft
(2.13) podzielimy odpowiednio przez L, i L,, a nastepnie zalozymy, Ze 7,—oco
i 7T oo oraz E;+E,=E 1 Gy+G,=G. W wyniku otrzymamy uktad dwu réwnadq,
ktore sprowadzaja sie do jednego réwnania

a*wix, 1) Fw(x, ) ( kE) d*w(x,f) Kl p* &*wix 1)
G.n - BL dx* bod =g P\t e T e T
o Lkp Pp(x,t) ELk &Fpi,t)
AR AT AG o

Jezeli wprowadzié oznaczenia wl=‘!/~f— i ’02=]/$, to réwnanie (3.1) mozna
napisa¢ w postaci ‘
Mwix [1 PYd*wix,) 1 Fwixn) A 3wixd)
ox* _( _) 2 or oiel et oL af
" plxt) 1 @plx,t) k& Pp(xd
TR Apr? F GA | ox?
Roéwnanie to mozna rowniez przedstawi¢ inaczej:
& 1 a2\far 1 27 A Fwlx, ) plxd)
3.3 (5;““ a?) (a—“— 312)’”("”)+wyx ie g ¢
1 @Ppix) k Pplx, )
Apv*ol a2 G4 x®
Réwnanie (3.3) nosi nazwe tzw. «réwnania falowego» belki idealnie sprezystej.

(3.2)

2 z
vy 9

4. DRGANIA SWOBODNE BELKI Z MATERIALU LEPKOSPREZYSTEGO VOIGTA

Jezeli zaloZzymy, ze E;—co i G—co, to ukiad réwnan (2.13) przedstawia si¢ na-
stepujaco:

2 wix,1) o* wix, 1) P (x, )
_pA 2 Plx 2 nez | My 2
ot ox* at dx ot

1) 1 (1 8)34w(x,t) Py (x, 1) 0
. D -E L +Té‘t axe° sy
P w(x, 1) ( 8) dw (x, 1)
P(xaf)—PAT“"l-Gg 1+r5? Aiax =0.
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Wprowadzimy oznaczenia G,=G, E;=F oraz zalozymy, Ze

771 KA

(4.2) I G- R

Odpowiednie wzory na naprezenie i sity wewngtrzne dla tego modelu reologicznego

sa nastepujace:
) 0
o.=E\l+7_| 8,

ot
G(l 3)
- +T 31‘ 'yxz,
4.3) . .
( )39(3: )
M,=—EI, IJ”a: w0

Ty= GA(I*!“TE) {x,0,

gdzie 7 oznacza czas opoznienia.

Ostatecznic po doprowadzeniu ukiadu (4.1) do jednego réwnania i uporzadko-
wanin go otrzymamy rownanie réwnowagi dynamicznej pra;ta 7 materialu reologicz-
nege wg Voigta:

d c':“‘w(xt)
(4.4) EI(1+’L’—") S b (

) 32 wx,0)
ot

1+ — 32

at

( kE)( )34W(R,f)+p2k1 é*wix, 0 (1 3)
e\ ) e T e T et s LA

- Elk ( )52p(x, 0 pkl, 3 p(x, r)
TG4 Yar] T ax? GA ot

Pomifimy w réwnaniu (4.4) wplyw §cinania na odksztatcenia belki; w tym celu -
zalozymy, e G-ro0

45 (1 3)264w(x,t)+ ( )Bzw(x 1)
@-5) Poor] T TP e

( )34w(xf) (1 8)
—L.p 1+rat aiopz (1T pix, 0.

Po obnizeniu rzedn rédwnania rozniczkowego otrzymamy

( )84w(xt) Aazw(x,t)- *wix,1)
BlL\ltvg | = oA~ ~heage —r0e0:

(4.6)

Réwnanie (4.6) jest rozszerzonym na lepkosprezystosé réwnaniem Rayleigha.
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Po pominigciu bezwladnosci obrotowej w ‘réwnaniu (4.6) otrzymamy zwykle
réwnanie drgan poprzecznych belki Voigia:

a\ ot ) I ¥
)w(x)+A w(x, 1)

4.7 EIx(I-l-TE P p 3 = p{x, ).

q Ll_l
Rys. 8 Rys. 9

Réwnanie (4.4). mozna napisaé inacze] po uwzglednieniu wzoréw na predkosei
fali -podiuinej 1 poprzecznej:

* g (1 3)234w(x,t) (1 3)(1 1)6“w(x,r) 1 34w(x,t)+
@8 o] T axt T\ T2 e T T o
a2 w(x, 1) ( 3) 0P p(x, 1)
I D . - _
+'z)fIx (1+T8t) L or? 1+Tc’3t p(x1) ApvioZ  at?

Rownanie (4.8) po zwinigeiu czgdci falowej ma postad

o [t o)t
(4.9) o ax vt af? T axt vk o W,
' A a\ P wix, o) NpG) 1 &plxd
5 1+c— Q22 i\ ltTo + 2.2 7
vl at ot ot EI, Apviv Ot

+
k (1 a)azp(x, £)
A\ YT e

Rozpatrzmy teraz drgania swobodne belki Voigta. Zatozenie, e rozwigzanie
ma postad

_NT ot i S
wix, 1) ,,,% Cne sin T
(4.10) B
mn
G{’"l=—l—’ n1=152’ 33"" p(x’ I)EO’

doprowadza do réwnania cz¢stodel drgain swobodnych:

4.11) Awd+ Biw} + Co?, + Diw, + E=0.

m
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W réwnaniu (4.11) state A—F sg liczbami rzeczywistymi:
prkl,
G 3

A = m 2 G

- - kE
D=-2El oat7r, B=pdr+Lpaicl{l+—],
(4.12) B _ kE
E=ulEl.,, C= —p/i—plxot,?,(1+ E)"*Elxajlrz.

Zalozymy, Ze rozwiazanie réwnania (4.11) moZna przedstawi¢ w postaci liczby

zespolonej:
(4.13) D=0, T 0.
Dla gdrnego znaku w wyniku podstawienia (4.13) do (4.11} otrzymuje si¢ ukfad
dwu réwnan:
.13 A(w}— 607 0] + 05+ B (30} w;— 03) + C{o} —w3) +Dw, + E=0,
44 (w3} o5 —~03)+B(— o} @, +303)+2C, 0% —Dw, =0.

Rozwigzaniem drugiego réwnania jest w,=0. Zatem rdwnaniec czgstosei drgan
swobodnych jest nastgpujace:

(4.14) Aot - Co? + E=00).

Rozwigzanie. réwnania (4.14) doprowadza do wzoru na czgstodé drgahd swobodnych
lepkosprezystej belki Voigta. Zauwazmy, 2e po wprowadzeniu predkosci fali po-
diuznej i poprzecznej réwnanie drgan swobodnych ma postac:

CO":: 2 1 1 4, 2| a4 4
(4‘ 15) ‘UZ 7)2 - K+ O('m ,U_z + i)_z + allllr wm + o:"l = 0 2
1Y 1 2

gdzie K=pA[FI,.
CzestoSci drgan sg nastepujace:

(4 16) wml,’?_ =

V1 Dy Uy 1 1 K 2 1 1 X 2 s 2 4
:“ﬁ T+q}7+"‘5+0(.m’r + vT+1)T+7+°’-mT ~ T 3.

1 2 “H v 'UZ
W przypadkn pominigcifi thumienia nalezy we wzorze (4.16) przyjaé 1=0. Wdwczas
rownanie (4.16) przechodzi w rozwigzanie réwnania jednorodnego (3.3).
Zauwazymy dodatkowo, ze jeZeli przyja¢ w réwnaniu (4.15) v,—o00 1 v,—00
to otrzymamy

1 2 %

(4.17) oy (K+o 1) =ot.
Z réwnania (4.17) wynika, e

El 1
(4.18) Wi =—a

— g —————
m "1+l

(*) Rownanie (4.14) jest pierwszym przyblizeniem réownania (4.11). W zwiazku z powyiszym
wzor (4.16) jest rozwiazaniem przyblizonym.,
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Wzor (4.18) rézni sig od klasycznego wzory dIa czestosei swobodnej preta lepko-
sprezysiego :

' .Elx w2 7?
(4.19) 0= gt [ 1 I
o]

i 4
Dla t=0 oba wzory (4.18) i (4.19) sa identyczne.

5. DRGANIA SWOBODNE BELKI Z MATERTALU LEPKOSPREZYSTEGO MAXWELLA

Z uktadu réwnan (2.13) moina otrzymaé réwnanie drgan poprzecznych belki
z materiatu reologicznego Maxwella. Nalezy w tym celu wykonaé odpowiednie
przejécie graniczne, mianowicie zalozyé, 7e E,=0, G,=0. Uklad réwnan (2.13)
przedstawi sig wtedy nastgpujaco: :

d 2 wix,1) Fwx,t) | 3y (x, 1)
(ElJ”“ ’a}")(_”A N PR L PE v (x”-))—
: @wen ) Py
(5.1) —mEIxE( o ke ] =0,

é 2w (x, t))' (8y/(v t))
r_ _ 7 T e
(G1+??1 at)(p(x= t) pA 3 2 +7f,1 GlAdI ax

Wp10wadz1my oznaczenia G,=G, E,=E oraz t=g5/E=5%/G. Symbol ¢ oznacza
teraz czas relaksacji. Po doprowadzeniu ukladu (5.1) do jednego réwnania i uporzad-
kowaniu go otrzymamy réwnanie drgant poprzecznych preta wg Maxwella:

5o ; Fwix,t) pzklx( )3”»1)(JL t)+ A(1 a)'azw(x,z)
(5-2) " axt ot e Yot ar® P r” ar?

I( ﬁfc)(l 8)54w(x,t) (1 8)[
LR )\ VT ) aae T\ T et

pkL: 3p(x, ) ( F ) nkl, 22 p(t, x)]

An* A -H(Bz M;I?F T ax?

Pominienry w rownaniu (5.2) wplyw lepkodci; w tym celu zalozymy, Ze p-»o0
i gT—co. W ten sposdb otrzymamy réwnanie

53 [E 34w(x,t)+ y a2 w(x, 1) / 34w(x,t)] d

(3.3 or |75 et TP T g P o | ar PO

kidre po obniZeniu rzgdu jest znanym réwnaniem Rayleigha (4.6).
Rozpatrzmy drgania swobodne belki Maxwella, Zalozymy, ze ro7wzqzame
rownania jednorodnego (5.2) ma nastepujaca postaé:

(5.4) w(x, )= Z Cpe ™sin g, x.

m=1
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Rownanie czestofei drgan swobodnych jest nastepujace

5.5 . idw® + Bw) +iCorly+ Do, +IE=0,

edzie
. % pk . [A +2(1+1:k)]
A= e P e T Tyl
_ 2mpk N

(5.6) B= i B=-uic
N ‘pk 74 (1 rk) ,
C= +I 2\ +17TA T

Rozwiazanie réwnania (5.5) jest mozliwe dla konkretnych warto$ci wspélczynnikow

(5.6).

6. DRGANIA SWOBODNE TARCZY LEPKOSPREZYSTE]

Rozpatrzmy tarcze swobodnie podparty, ktérej material odpowiada lepkospre-
systemmu modelowi reclogicznemu Voigta. Rozwiazanie przeprowadzimy przy wy-
korzystaniu funkcji przemieszczen Galerkina {1 1 2].-

Rozpatrywana tarcza przedstawiona jest na rys. 10. Warunki brzegowe w tym
przypadku sa nastepujace dla

x=0, y=0,
(6.1) 4

mamy

x=a, y=bh

v=0, [Nx]x—0=05 [NIF}

Ny=o¢h, Ny=o,h, Ny=tyh. =

Zwiazki fizyczne dla plaskiego stanu naprezenia w przypadku przyjecia do rozwa-
zania modelu Voigta majg postac:

Oy

E d
=Tz 1—y2 (1+T )(8 +18y):

' E é
{6.2) i — (1+’c )(a,,+vex), .

: ( 3 )
=TIAA o) T
- gdzie

=3

7
G

2
E

oznacza czas opoznienia.
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Rdéwnania geometryczne sa takie same, jak w teorii sprezystoéci:
au 0v . dv  du

6.3) sx:aa 83?:5: 'J’xv=5);+a_y.
Dynamiczne réwnania réwnowagi nieskofczenie malego elementu tarczy (rys. 11)
sg réwniez takie same, jak w teorii sprezystodei:

Ao, Oty & u A

ox T ey P O

(6.4) Jtyx | do, g*v
. + - — g —— =
R ax 8_]/’ pY(x9y5 t) P atp_ 03
Ty = Tyx - - W’*%‘—dy
' mg’atv dudy
*y W\ e B dy
]
i - |
& 6',,,4-'36 dx
gl?_ -IE = E—Ln-.
. a} E? P - ‘h*t Tyt By
E ’[ . 2 '
Jlo L x 7 \"@i{
WAL T T T
i a Lo X
Rys. 10 Rys. 11

Réwnania (6.4) po uwzglednienin (6.2) i (6.3) wyrazamy przez przemieszczenia:
Lll u(xays t)+L12‘U(x5y9 1‘):0,

6.5)
. p (x:}’, t) h
Lzlu(xsy: r)+L22‘U(x!y: t): : S .

W uldadzie rownan (6.5) wprowadzamy nastepujace oznaczenia operatoréw Li,:

( 3)(32+1—v 32) ph &*
L=\t et 2 52 5w
A\ l+v &
6.6) - :( _)___
( Lip=La=\ltro 15 500
( 8)(6"‘+1—v 32') ph & Eh
Lu=\Wro ot o o] s o S5

Przemieszezenia u (x, y, 1) 1 © (x, ¥, 1) dobieramy tak, aby tozsamosciowo speinialy
pierwsze z rownan (6.5) oraz aby spelpialy réwnanie zgodnodci geometrycznej
odksztaltcen:

e, 8%, 0%
©.7 A A

oyt ax? Gxdy
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Po wprowadzeniu funkeji rozwigzujacej F{x, y, t) przemieszezenia u(x, y, vy,
maja postaé

( 8) 1+v 82F(x,pn0
u(x:yst)'"'* 1+Taf 2 axay s

6.8
(_ ) o2 F(x, y,t) 1—v F(x,p3,0\ ph P F(x,p,0

v(x 0, 0)= (I”‘a_)( T2 T ey )“5 e

Funkcja przemieszezenl F (x, y, t) spelnia uklad réwnania (6.5)

Liy Ly, » (3, 2)
©9) |2 | <2208

Z1 L22

Réwnanie (6.9} po rozwinigeiu i podstawieniu operatordw (6.6) jest nastgpujace:

o\2 h{(3—
(6.10) (1+rgf~) V2 (V2 F(x,y, 1))~ (1+r)£§%§—)azz(V2F(x », )+

~

N 2p* R F(x,3,0) 2p,(x, 3,00
(-ws> a+ S(1-y

Dila ©=0 réwnania (6.10) 1 (6.8) opisuja drgania dla tavczy idealnie spreZystej.
Sity wewnetrzne w tarczy sy nastepujace:

Sv(l—v) 8 J c'izF(xy,t) 62F(x,y,t)
Meman={ie) 5 e )-

2 ay o e
B th BZF(x,y,t)}
SaA—w ~ a ’
Sv(l—v) @ [( 3)(62F(x 20, PE, y,t))
(6.11) Ny—a),h~(l+15;){ 5 ax 1+r§ %2
2ph 8 F(x,y, t)]}
S{1—v) ot ’
N, h (1 )S(I—V) 3 {( 8)(82F(x,y,t) P (x,p,1)
wET =T T ax® T g
ph 3* F(x,y, t)]
K at* :

Wprowadzimy prediosel fali dylatacyjnej:

©.12) | WI=V%,
P

gdzie 1 oznacza staty Lamégo, oraz predkosci fali dystorsyjnej

G T E
(6.13) '“2*!/7: “l/m-
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Zauwazymy dodatkowo, e

1 1__p(l—i—v)"(3—4v)

2

o "ol E(l+-—v)
(6.14)

Rownanie (6.10) stanie sig $cifle réwnaniem bifalowym, jezeli w wyraZeniu
p(3—dv+v2) (1 +v) (1—v)?
E(—7) pominaé wyraz v* oraz jezeli przyjaé Tzz—vzl;
nia te wydaja si¢ uzasadnione dla v<<1/3.

Réwnanie (6.10) moina teraz napisa¢ w postaci

§ [2(1 a) 132HV2(1 a) 1a°]F 2y (5,1, )
@) Vi I+eg =0 3 o) "o ar| P =T Ty

uproszcze-

W przypadku pominigcia thrmienia wewnetrznego w materiale tarczy T=0 otrzymamy

, 1 52 2_i 2 2p,(x, v, 13 A
(6.16) (V “23[) (‘7 )F(x )—W

Rownanie (6.10) dla przypadku pominiecia ttumienia ma postaé

pR(Z—v) @

(6.17) VZ(VZF(x,y,t))—STI 5 a;z(v F(x,7,0)+

2p*h® VFlx,p,0) 29,03 3,0k
(I-ws>  a* = S1-v

Rozpatezmy teraz drgania swobodne tarczy. Przeanalizujemy naprzdd przy-
padek tarczy spreZystej. W tym celu zalozymy ruch harmoniczny niethumiony:

u (x,y, t) =u(x,y) COB Wy, g z,
(618) v(x,y,t):v(x,y)coswm,,,t, Py(x:ya I)EO)
F(x,3,0)=F(x, ) 008 0y, , 1.

Aby speini¢ warunki brzegowe (6.1) dla tarczy swobodnie podpartej (rys. 10) nalezy
przyja¢ funkcje przemieszezen w postaci szeregu

mnx i?ﬂ.'y
(619) o F(x y)_ Z ZAEHH _'“n b

m=1 p=

Podstawienie {6.18) i (6.]9) do (6.17) doprowadza do réwnania czestofci drgan
swobodnych:

4(m2 . n? )2 X phay, ,(3—v) (m3 ! nz) 207 1wy, _
(6.20) = Ty S(1—v) W—

a
a® b

az bz
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Pierwiastkami réwnania (6.20) jest czesto§é drgan swobodnych tarczy sprezystej:

e e e |
@ eV )]
Co:n,rm:ﬂ:l/; 1; (f)2+(%)2'

Czestodei te réznia sig nieznacznie miedzy sobg, np. dla v=1/3, o, =0,577w,.
Dla drgann tlumionych, opisanych réwnaniem (6.10), przewidzie¢ nalezy roz-
wiazanie

MTX nwy

. H : —itom,nt
Flx,y, )= Z ;Z: Ay 830 p sin 3 e ,
(6.22) m=1 =
m ....E
O = a ’ &= b .

Rdéwnanie drgan swobodnych jest nastgpujace:
(6.23) Aw?  +Biw} |+ C?  +Diwy, ,+E=0.

L, m, m,n

Stale (5.6) réwne sy odpowiednio:

) 20 W2
A=,
(1-v) 82
_—phB-w
B.— S(1—v) “lom =+ )
(6.24) ) )

= - 2 2Y 2 {2 oy
C (0(."1—!—0(") t (c{m+ ai‘l S(l —“V) 3
D= —21(a2+a2)?,
E= (a2 +a?)?.

Crzesto$é drgan swobodnych tlamionych

P EICEI B =
E/S (1""){_[_{(11?4"” (‘“"'*“")]i sa-w "

8o I }
(1—v) 8=

2
b )| -

(625) 5m, nif2 = 4,02 hz

Dla ©=0 wzér (6.25) przechodzi we wzdr (6.21).
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Podstawienie (6.22) do jednorodnego réwnania bifalowego (6.15) doprowadza.
do rownania (6.23), jednak stale (5.6) okreSlaja inne wzory:

_ |
A= viwl’
_ 1 |4
) ]
(6.26) . 1
_ C=—[(91 )(oc -|~o*2)+’cz(otm+of.,, ],

D= —2z(a}+a2)?,
B= (g +a)”.

Czestosé drgan swobodnych wyrazi sie przez predkosé fal o, i o,

1/(v1 +02) (o +a2) +0l 02 72 (o2 + o) +V [(0F +ol) (o, +al) +

+‘Z)11}2‘Z' (OC +O€2 * "“41?%'02(0(,"'—1-&2)2
2

(627) 6:m, ni2 =

Dla przypadku t=0, réwnanie (6.27) przyjmuje postac

C Oy, g1 =Y ]/052 +CK.EM. .
(6.28) T e T
a)m, na =Y, ]/061::; + G’f .

Wzor (6.28), jest fcisle taki sam, jak wzdr (6.21);.
Wzor (6.28); po podstawienin (6.12) jest nastepujacy:

B SU—-22v+v) [{ m\* [n\?
(6.29) w—l/—p"(ﬁ l() +(?) ] -

Aby wzér (6.29) byt 1dentyczny ze wzorem {6.21),, nalefy pominqc w (6.29) czynmk
v, . przyjac v*=0.

7, WNIOSKI T UOGOLNIENIA -

W pracy pizeanalizowano drgania swobodne belki lepkosprezystej, ktérej ma--
terial odpowiada reologicznemu modelowi ciala lepkosprezystego typu standardo--
wego Voigta i Mazwella. Uwzgledniono wplyw bezwladnosel obrotowej i wplyw:
sity poprzecznej na przemieszezenia, Dla belki typu Voigta i Maxwella rownania.
opisujace drgania doprowadzajg si¢ do jednego réwnania, ktére rézni sie jednak.
od réwnania bifalowego. Wyznaczono cze$é drgan swobodnych dla belki Voigta.
i przeprowadzono jej analizg.
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W drugiej czesci pracy wyznaczono czestos drgan lepkospretystej tarczy swobod-
nie podpartej. Zastosowano funkcjg przemieszezen, tzw. funkcje rozwiazujaca.
Okazalo sie, Ze réwnanie dynamicznej réwnowagi doprowadza sig w tym przypadku
dokladnie do réwnania bifalowego. Ma ono jednak czynnik dysypujacy, powodujacy
zanikanie amplitud fal: dylatacyjnej, dystorsvinej i powierzchniowe;.
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PesomMme

CBOBOJHBIE KOJNEBAHWA BAKOVIIPYIOM BANKHW TUMOIIEHKW W JTACKA

B paGoTe Hpoawayw3EpOBaHEl cBOGOAHBIE koNeGaHHA BASKOYNPYroH Oaikd, MAaTEpHAN KO-
. TOpo# OTBEUAET PEOJIOTEYCCKONR MOJSIH BA3KOYOAPYTOTO TElA CTAaHAApTHOTO THHA DoiixTa u Maxc-
BelIa. YYTEHE BAMSHKG BPAMATEIIRHON WHEPINHE ¥ BIUSHEEC OOMEPETHol CHIB HA TepeMenIcHus,
I Ganxu vana Soiixta B MakcBeiula ypaBHEERAS QNHCHIBRIONIHS KOieOaHMA NPHBOAATCA K OJTHO-
MY YPaBHEHEIO, KOTOPOE OTAHYACTCE OHAKO OT OHBOMHOBOTO ypapHemds. OOpPeCHCHEl 9aCTOTHI
cpoboamnx xonchbanmil nns barky Pofxta ¥ npopencH ce aHanu3. Bo propoil wacTr padoTHL Onpe-
JeleHa MacToTa KoncOaHrE BAZKOYOPYTOTo, cBOOONHD TMOANEPTOrD Iucka. IIpuMeneHa ¢yHKmEs
mepeMeruenui, T, Ha3, paspemaoman Gysrima. OKazanocs, YTo YDABACHHC THHAMITYECKOT( PABHO-
BECHS TIPHBOAMTCA B STOM CIyYae TOWHO X GHzomHOBOMY ypapHeHHAO, VIMEET OHO O/fHAKC HNHCCH-
TATABHBIH (GAKTOD, BHIBLIBAIOMAN 3aTYXAHHE AMIUIHTYX NEIATALHOHEOH, HECTODCOOH H IIOBEpX-
HOCTHOMH BOIHEL

SUMMARY

FREE VIBRATIONS OF VISCOELASTIC TIMOSHENKO BEAM AND SHIELD

Free vibrations of viscoelastic beam the material of which is described by standard rheological
wiscoelastic model of Voigt and Maxwell type are analyzed. The effects of shear and rotational inertia
are taken into account, For Voigt and Maxwell type of beam the vibrations equations are reduced
to one equation different, however, than biwave equation. Frequences of free vibrations for Voigt
beam are evaluated and analyzed, ’

In a second part of paper the vibrations frequency for viscoelastic free supported shield is
determined, The displacement function, so called solving function, was introduced. Ft has appeared
that in this case a dynamic equilibrium equation leads exactly to biwave equation. Tt contains,
however, a dissipative coefficient which causes amplitude attenuation of dilatational, distorsional
and surface waves.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA
INSTYTUT MECHANIKI KONSTRURCIE INZYNIERSKICH

Praca zostala zloZona w Redakcii dnia 22 marca 1974 r.

Rozprawy Iniynierskie — 40





