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PROBLEMY STANOW ROWNOWAGI SIt. I ZGODNOSCI PRZEMIESZCZEN
W DYSKRETNYCH UKLADACH SPREZYSTYCH

BOGDAN OLSZOWSKI (KRAKOW)

W pracy przeprowadzono rozwazania nad interpretacjs, powstawaniem I strukturg macierzy,
liniowo niezaleznych i jedorodnych ukladéw réwnan rownowagi sit i zgodnosci przemieszezen,
Ograniczono sig przy tym do przypadku linjowych zwiazkéw statycznych i kinematycznych oraz
do wezlowego dziatania obcigzen., Wykorzystujac jednorodny zapis réwnah zaproponowano jedno-
lity i ogdiny sposob analizy kineto-statycznych wtasnosci ukiadow dyskretnych o wiczach dwustron-
nych. Rozwazania zilustrowano frzema przyktadami ukladéw pretowych pracujacych glownie
na zginanie i sily osiowe.

1. WsTEP

W dwoistych sformutowaniach statycznie i kinematyecznie liniowych problemow
mechaniki ukladéw dyskretnych [4 i 5] pewne korzyéci przynosi postugiwanie sie
réwnaniami réwnowagi sit i zgodnoSci przemieszezen przedstawionymi w postaci

1y - HX=0, Gx=0,

G 1 H sg w tym przypadku odpowiednimi stalymi macierzami prostokatnymi,
a X i x wektorami sil i przemieszezen.

Ze wrgledu na jednakowe i réwnoprawne potraktowanie wszystkich zmiennych
statycznych X i kinematycznych x, zapis o postaci (1.1) pozwala przeprowadzi¢
analizg zwigzkéw i odpowiedniosci pomigdzy tymi zmiennymi w sposéb najbardziej
ogolny.

W pracy przeprowadzono rozwazania nad interpretacja, powstawaniem i struktu-
rq macterzy G i H, pozwalajace w dalszej kolejnosel na ustalenie wlasciwego podejécia
do zagadniefr zwiazanych z tworzeniem ogdlnych potencjaléw energetycznych
mechaniki ukladéw dyskretnych o wigzach dwustronnych [4]. Potencjaly te sa od-
powiednimi funkcjami Lagrange’a, wystepujacymi w dwu wzajemnie dualnych po-
staciach i uwzglgdniaja réwnania wigzéw (1.1) w sposéb alternatywny. Jak sig
okazuje, przeksztalcenie jednej postaci potefcjalu w druga moina przeprowadzié
W sposéb ogélny na gruncie transformacji Legendre’a [ 4 i 6] w odérwanin od kon-
kretnych wlasnoéci fizycznych ukladu. Fakt ten wyjasnia i uzasadnia potrzebe
przeprowadzania rozwazan nad problemami czysto kineto-statycznymi, zwiazanymi
wylacznie z wlasnoSciami strukturalnymi uktadu. :

Postugujac sig znanymi analogiami sieciowyini [7 i 8] mozna by réwnania (1.1)
interpretowa¢ w odpowiedni sposéb i dalsze rozwazania przeprowadzaé na gruncie
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teorii sieci. Takie podejécie mozna spotkaé w wielu pracach na temat nowoczesncj
analizy i syntezy konstrukcji 1, 2 1 9].

W niniejszej pracy celowo Zrezygnowano z odwolywania sig do teoril sieci i
postugiwania sig jej terminologia, ktadgc gldwny nacisk na SciSle mechaniczng in-
terpretacje -wszystkich zwiazkéw 1 pojeé wystepujacych w razwazaniach. Potrzeba
przedstawienia takiego podejécia wynika zdaniem autora 7 faktu, 7e czysto formalne
wprowadzanie i wykorzystywanie pojeé teorii sieci w wieln zagadnieniach mechanicz-
nych czesto niestety zaciemmia ich interpretacje. Podejicie tego rodzaju w niczym
nie umniejsza znaczeaia teorii sieci, lecz tylko traktuje ja jako teorig nadrzedna,
wymagajgca jednak odpowiedniej, indywidualnej interpretacii w konkretnych przy-
padkach szczegélnych, ‘

Dodatkows, ale jak sie wydaje nie mniej waing okolicznoécia, uzasadniajaca
stanowisko autora, sq trudnosci na jakie napotyka sieciowe podejécie do problemow
obliczania ukladéw nieregularnych, na przyklad tzw. nieciaglych, zawierajacych
przeguby i innego rodzaju oswobodzenia (releases ) [BL

Tres¢ pracy mozna tematycznie podzielic na dwie zasadnicze czeéci dotyczace
1) wyboru i ilustracii sposobu tworzenia liniowo niezaleznych rdwnan réwnowagi
siti zgodnoéci przemieszezen (p. 21 3) oraz 2) analizy struktury ukladu przy zafozeniu,
7e macierze G i H sa jedynymi zrodlami informacji o jego wlasnosciach (p. 4).

Dla uproszczenia rozwazan i skoncentrowania uwagi na kwestiach zasadniczych
ograniczono si¢ w pracy do omoéwienia ukladow dyskretnych, obcigzonych tylko
wezlowo 1 pracujacych gldwnie na zginanie i sily osiowe. Rozwazania takie mozna
odpowiednio wogdlni¢ na przypadki bardziej zlozoune.

2. ZWIAZKI POMIEDZY MACIERZAM: G I H

_ Rozwazmy uklad, kt6rego stan statyczny i kinematyczny mozna opisa¢ w sposdb
jednoznaczny za pomocg wektorow X i x o wspélrzednych, odpowiadajgcych sobie
wezajemnie. Wspdirzedne te sa zmiennymi, opisujgcymi stany obcigZenia i pize-
mieszezenia wszystkich elementéw i wszystkich weztow ukiadu. Na skutek istnienia
ograniczen okre§lonych réwnaniami (1.1) nie wszystkie wspotrzgdne stanu ukladu.
sg zmienmymi niezaleZnymi.

Oznaczmy wektory zaleznych i niezaleznych zmiennych kinematycznych odpo-
wiednio przez x, i x,. Dzigki temu mozemy napisac

21 Gx=(Gy, G} {x1, %) =0, ¥+ Gy x,=0.
Jezeli réwnania zgodnoéci przemieszezefi sa liniowo niezalezne, to wowczas Gy

jest nicosobliwa macierza kwadratowa i réwnanie (2.1) moZzemy rozwigza¢ wzgledem
Ziiennej xg:

(2.2) ' x,=—G7 Gy xs .

Przyjmijmy jako wirtualne przemieszczenia x, spetniajace réwnanie (2.1), i sko-
rzystajmy 7 zasady prac wirtualnych uwzgledniajac (2.2):

XTx=X] x1+X§x2§X'f(—Gfl G2x2)+X§x25(le"XfG;l G,) x,=0.
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Wobec dowolnoéci zmienne] niezaleznej x, otrzymujemy
(2.3) ‘ XT—-xIa7'G,=0

jako warunck réwnowagi si, przy czym X 1 X, sa wektorami zmiennych statycznych,
odpowiadajacymi wektorom x i x,. Zapiswjac (2.3) w postaci

(2-4) Xz—_‘(Gfl'Gz)TXL

sposirzegamy, Ze X odgrywa role zmiennej niezaleinej, a X, — zaleznej. Jednakowo
indeksowane zmienne Xy i x; (X, i x,) odgrywaja wiec w zagadnieniu wzajemnie
przeciwne role.

Wprowadsmy analogiczny do (2.1) zapis réwnan réwnowagi:

(2.5) HX=(H,, HZ)(_XIJ Xz)T5H1 X1+H2Xz=.0-

W przypadku gdy réwnania te sy liniowo niezaleine, musi z nich wynika¢ (2.4).
Jest to jednak mozliwe tylko wtedy, gdy H, jest nicosobliwg macierza kwadratows
i rowngmie (2.5) mozna rozwigzad wzgledem zmiennegj X, :

(2.6) _ Xy=-—-H;"H; X;.
Z poréwnania (2.4) 1 (2.6) otrzymujemy

2.7 (G7*Gy)'=—H; ' H,,

skad wynika H; GY +H,GI=0 i ostatecznie

2.8 - |  HG"=GH"=0.

Oznaczmy odpowmdmo przez m i n liczby hmowo niezaleznych réwnan rowno-
wagi i zgodnoéci. Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze suma tych liczb jest 10wna
liczbie wspdirzednych kazdego z wektordw X i x, a zatem jest réwna wymiarowi
przestrzeni stanéw rozwazanego -ukladu,

Jezeli wiersze macierzy < i H bedziemy interpretowaé jako wektory M+ n-wy-
miarowe] przestrzeni stanéw, to macierze te okreslaja bazy dwu podprzestrzeni
2 1 2y o wymiarach odpowiednio n i m. Jak wynika z (2.8) kaidy wektor jednej
z baz jest ortogonalny wzgledem kazdego wektora drugiej bazy. Podprzestrzenie
2 1 L2 sg wiec wzajemnie ortogonalne,

Rozwigzaniem réwnania HX=0 jest kazdy wektor X ortogonalny wzgledem
wszystkich wierszy macierzy H. Taki wektor musi si¢ jednak daé przedstawic w postaci
kombinacji liniowej wierszy macierzy G, a zatem musi by¢ wektorem podprzestrzeni
£2;. Na podstawie (2.4) stwierdzamy, ze rozwigzania réwnania HX =0 tworzg
przestrzen n-wymiarowa, skad wynika, 7¢ przesirzen ta jest identyczna z podprze-
strzenia Q. '

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dotyczace rozwiazad réwnania
Gx =0 mozemy stwierdzié, Ze przestrzenie rozwigzad réwnan (1.1) sq identyczne od-
powiednio z podprzestrzeniami £ i £2,. Wiersze macierzy H mozna wige interpreto~
waé jako bazowe stany zgodnofci przemieszczen, a wiersze macierzy G — Jako
bazowe stany réwnowagi si.
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Dla danego konkretnego ukiadu mechanicznego liniowo niezalezne réwnania
(1.1) moga przybieraé rézne postacie zalezne od zastosowanego sposobu postgpo-
wania. Przejécie od jednej postaci do drugiej mozna jednak réwniez zrealizowac
w spos6éb czysto formalny. Oznaczmy W tym celu przez U i V dwie kwadratowe
i nicosobliwe macierze odpowiedtich stopni m i #n i wprowadZmy do rozwaZzan
macierze H i G powstajace z H i G w wyniku transformacji

(2.9) A=UH, &=VG.
Macierze 1 i G spelniaja na mocy (2.8) zwiazek
AGT=GHT=UH(VG)" = UHGTV =0

i okreflaja nowe bazy w tych samych co poprzednio podprzestrzeniach Qy i 2.
W zwiazku z dowolnoscia wyboru macierzy Ui ¥ obydwie bazy przeksztalcaja sig
zupetnie niezaleinie od siebie. W szczegdlnym przypadku mozna przeksztalcic
tylko jedna z baz pozostawiajac druga bez zmiany.
W wyniku transformacji (2.9) réwnania (1.1) przeksztalca_]eg sie w réwnowazne
rownania:
ax=0, Gx=0.

Dowolnoéé towarzyszaca ukladaniu rdwnaf réwnowagi i zgodnoéci siwarza
mozliwosci wyboru wlasciwej metody postepowania, ktéra gwarantowataby uzy-
skiwanie réownan liniowo niezaleznych o najwygodniejszej postaci.

Jedna z mozliwych metod, jakie mozna tu zaproponowac, polega na wykorzysta-
niu interpretacji wierszy macierzy H (G) jako bazowych standw zgodnoéci przemiesz-
czen (réwnowagi sil), wywotanych dziataniem kolejnych jednostkowych zmiennych
niezaleznych xt=1, i=1,2,..,m (X{=1, j=1, 2, .., n). Przy takiej metodzie po-
stepowania otrzymuje sig bezpoérednio macicrze

(210) H= (Hz—i HI: m) G=(E'ft’ Gl_l G:’.)s

zawierajace bloki jednostkowe E,, 1 E, odpowiednio stopni m1 i n, pozwalajace na
natychmiastowe napisanie réwnaf o postaci (2.6) i (2.2). Po uwzglednieniu (2.7)
i wprowadzeniu oznaczenia

@.11) Fe(H; H) = -GG,
otrzymujemy zamiast (2.10), (2.6) i (2.2) odpowiednio
(2.12) H=(F",E,), GG=(E,, —F)
oraz

(2.13) FTX,4X,=0, x,—Fx,=0.

Podsumowujac powyzsze rozwazania zwrdémy uwage na fakt, ze dokonany po-
dzial zmiennych X i x na zalezne i niezalezne wiaze sie¢ z odpowiednim podzialem
kolumn macierzy uldadéw réwnan (1.1), co najlepiej jest widoczne w (2.1) i (2.5).
Jest rzecza istotna, Ze zmienne zaletne X, (x,) zawsze odpowiadaja tym kolumnom
macierzy H (G), kidre sg wzajemnie liniowo niezaleine.
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Maksymalng liczbg liniowo niezaleznych kolumn dowolnej macierzy bedziemy
nazywaé w dalszym ciagu jej baza kolumnows. Baza ta moZe w szczegblnym przy-
padku skladac si¢ z kolumn jednostkowych tak, jak to ma miejsce np. w (2.10).
Ten przypadek jest réwnowazny rozwigzaniu ukladu réwnaf wzgledem tych zmien-
nych, ktére odpowiadaja kolumnom bazowym [por. (2.12) i (2.13)].

3. PRZYKLADY TWORZENIA MACIERZY G 1

Przy praktycznym stosowaniu proponowanej metody tworzenia macierzy G i H
dla danego ukiadu mechanicznego stajemy przed koniecznodcig dokonania wyboru
zmienmych niezaleznych.

Jako jedna z mozZliwoéci rozwazymy przyjecie za zmienne niezaleine x, tych
wszystkich przemieszczen, ktore w sposéb jednoznaczny okreflaja zmiany pofozen
wszystkich weziow ukladu wrglgdem pewnego ustalonego ukladu odniesienia. Dla
jednolitoéci metody mozemy sobie wyobrazié, ze kazdy z weziéw ukiadu polaczony
Jjest z «otoczeniem» fego ukladu za pomoca odpowiedniej liczby dodatkowych cle-
mentdw, kidrych’ przemieszczenia mozna utozsamiaé ze zmiennymi niezaleznymi x,.
Pozostale przemieszezenia x;, wystgpujace w rozwazanym ukladzie, odgrywaja role
zmiennych zaleznych i okreflaja na zasadzie odpowiednioéci zmienne niezalezne X.
Omdwione posigpowanie zilustrujemy na konkretnych preykladach, w ktérych po-
stuzymy si¢ konsekwentnym znakowaniem wielkodcl statycznych i kinematycznych:
np. rozciaganiu i wydluzeniu elementu przypiszemy te same znaki (np. -+).

Rys. |

W uldadzie pokazanym na rys. 1 kazdy z jego wezldw hy:zyniy Z otoczeniem
za pomocg dodatkowych elementéw (linie podwdjne) ponumerowanych kolejno
od 4 do Il. Zmienne kinematyczne r;, i=4, 5, ..., 11, okreslajace przemieszczenia
w tych elementach, przyjmujemy za wspoirzgdne wektora x,. Podobnie zd wspolrzedne
85, 7=1, 2, 3 wektora X, przyjmiemy zmienne statyczne, okredlajace sily w elementach
ukfadu oznaczonych numerami 1, 2 1 3.
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Dla otrzymania elementéw np. pierwszego wiersza macierzy H wywohlijemy
bazowy stan kinematyczny powodujac przemieszezenie r, =1 przy r;, =0, i=5,6, ..., 11.
Ze zwiazkéw kinematycznych wynika, Ze w tym przypadku zostajg réwniez wywolane
przemieszezenia zalefme s;=1/3/2, 5,= ~1/3/2, 53=0 bedace wspSirzgdnymi
wektora x,. Omawiany bazowy stan kinematyczny pokazano na rys. 1 linig przery-
wang. _

Blementy np. pierwszego wiersza macierzy G otrzymujemy jako wspdlrzedne
bazowego stanu statycznego, wywolanego dziatahiem sily S;=1 przy S,=S5;=0.
Ze zwiazkéw statycznych wynika, ze w tym przypadku zostaja réwniez wywolane
siy zalezne Ry= —)/3 /2, Rs=—1/2, Ry=1, R,=0, i=7,8, ..., 11 bedace wspSlrzed-
nymi wektora X,. Omawiany bazowy stan statyczny zilustrowano na rys. 1 za pomocy
strzatek dziatajacych sil.

Flementy pozostalych wierszy macierzy H (G) otrzymuje sie w sposdb analogiczny
do opisanego przez wywolywanic za pomocg jednostkowych przemieszezen (sif)
niezaleznych, kolejnych bazowych standéw kinematycznych (statycznych).

Otrzymane w wyniku opisanego postgpowania macierze G 1 H przedstawiaja sig
nastepujaco:

"1 0 0|l—-wu-¢100000
G=| 0 1 0| u-0000100],
0 0 1| 0 1000001
G.D

 ouw —u 0 1 00000090

2 v —1 0 1000000

-1 0 0 0 010000090
e 0 0 0 0 00106000
O 6 0 0 00010007
0-1 0¢ 0O 0000100

0O 0 0O 0O 00000160

| 0 01| 0 0000001

gdzie u=l/§/2, v=1/2,
Dla uktadu z rys. 2 otrzymujemy na tej samej co poprzednio zasadzie

{1 0 olol1o00100]
G= 0 1 010010000},
0 0 1|(00100010]
(3.2) -
o0 — 10000000

01000000
00100000
00010000
00001000
00000100

00000010

00000001

QDo 0O =O

f
I
= - R = =
OO O~ DD
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Mimo 7e zasada postepowania dla ukladu przedstawionego na rys. 3a nie ulega
zadnej zmianie, to jednak przypadek ten oméwimy nieco szerzej ze wzgledu na to,

Ze rozai sig on od dwdoch poprzednich
wystepowaniem standw  zgigciowych
w elemenatach ukladu oraz katowych
stopni swobody jego wezldw. Kaidy
z weztdow ma tutaj trzy stopnie swobo-
dy i dlatego wymaga potaczenia z oto-
czeniem za pomoca trzech dodatkowych
elementow. Podobnie stan kazdego
z pretow ukiadu okredlony jest trzema
niezaleznymi zmiennymi statycznymi
i kinematycznymi; sa to momenty zgi-
najace 1 sila podiuina w.przywezlo-
wych przekrojach pretdow oraz odpo-
wiadajace im przemieszczenia. Na
1ys. 3b 1 3c pokazano przykladowo

o 5 g
T b z s Ry=1
4 ——— S
7 '3
ot
1
1
i
70

Rys. 2

I

po trzy bazowe stany statyczne i kinematyczne. Dla rozwazanego ukla.du otrzy-

muje sie nastepnjace macierze:

I
=== =~ R

1 0 0 0 0
0 1 0 ¢ o
6 o 1 0 o
=l o 0 0o 1 o
O o0 0 0o 1
0 0 0 0 0
(3.3
- 0 0 -1 0 0
w w 0 0 O
1 0 0O ] 0
-w—-w 0 0 0
H= 0 0-1 w w
o 1 0 1 0
0 0 0 —-w —w
0O o0 0 0 0 -
6 o 0o 0 1

- 2 0 oo

[=]

[n R e R e B o B

o=~ o e i B e Bl e Bl e R

I

-
-

=

[ e B I e

<

SO0 OoO =0

S o O OD -,

gdzie w jest odwrotnoscia dlugodci preta ukladu.

W omawianym przypadku mogg pojawiaé sie pewne trudnoéci zwiazane z okre-
§laniem znakéw wspdlrzednych macierzy G i H, odpowiadajacych katowym stop-
niom swobody wezkdw. Dla uwsuniecia tych trudno$ci wygodnie jest wyobrazié
sobie, ze elementy dodatkowe 9, 12 1 15 sa pretami skrecanymi prostopadlymi do
plaszezyzay ramy. Przyjecie jednakowego kryterium znakowania obcigZeh i prze-
mieszezen skrgtnych dla tych pretéw pozwala juz postugiwaé sie poprzednio stoso-
wanymi zasadami okre$lania znakow.

C O oo O OO D

= =

0 OO

SO oo o -2 oo

0 0
0 -1
1 0
—w —1
—w 0
c 0
0 0
0 0
0 ¢
0 0
i 0
¢ 1
0 o
6 0
0 0

00
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w 0
w0 —
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4, ANALIZA STRUKTURY UKLADU

Na podstawie znajomodci macierzy G i H dla okreflonego ukiadu mechanicznego
mozina przeprowadzi¢ dokladng analizg jego struktury, W tym celu wygodnie jest
jednak poshuzy¢ sie takim nowym podzialem zmiennych, ktéry jest juz zwigzany
z I_cdnkretnymi rolami, jakie te zmienne pelnia w danym uktadzie,
 Podzielmy mianowicie wszystkie zmienne na trzy grupy, ktére w dalszym ciggu
bedziemy oznacza¢ indeksami a, b i ¢. Do grupy a zaliczymy dane sily o znanych
wartodciach X, oraz odpowiadajace im przemieszczenia x,. W grupie ¢ umiefcimy
sily X, oraz odpowiadajace im dane przemieszczenia o znanych wartoéciach x,.
Wsz.ystkie pozostale zmienne zaliczymy do grupy b i oznaczymy przez X, 1 x,,.

Dzigki nowemu podziatowi zmiennych mozemy teraz korzysta¢ z nowej postaci
macierzy H 1 ¢ oraz rdwnan réwnowagi i zgodnosei

' (41) H=(Hm H,, Hc): G:(Gaa Gb: Gc) )
HX:(Ha: Hb: Hc) (Xa: sz XC)T=H41 X, +H, Xb+HcXc=Os

(4.2)
Gx=(G,, Gy, G (%, Xp, X) =G X, +Gpx, + G x.=0.

Powracajac do przyldadu z rys. 1 widzimy, e zastosowanie réwnan (4.2) wymaga

* uprzedniego dokonania podzialn zmieanych na grupy a, b i c. Staje si¢ to jednak

mozliwe dopiero wtedy, gdy zostana konkretnie ustalone zaréwno obciaZenia ukladu,

jak réwniez sposéb jego podparcia, co w dotychczasowych rozwazaniach bylo zu-
petnie zbyteczne.

Przyjmijmy, Zc obcigZenia R, 1 Rssg dane co do wartodci oraz ze #; =0 dlai=46,7,...

-y 11, Grupe g tworza wige zmienne 4 i 5, grupe & — zmienne 1, 21i 3, a grupe ¢ —

Zmienne 6, 7, ..., 11. Po odpowiednim przestawieniu kolumn otrzymujemy zamiast.

(3.1) nastgpujace macierze:

—u —w| 1 0 01100000
G= U —u 0 1 0|000610G0H,
0 1| o o 1loo00001
4.3)

1 0 u—u 01000000

0 1 2 o —1:0000060

0 0] -1 0 0l100000C

He o 0 60 0 0 010000
0o 0 0 0 0i001000

0 0 0 -1 061000100

d 0 0 0 0(000010

0 0| 0 0-1|000001L

Zwrocmy teraz uwage na fakt, ze uklad réwnafn réwnowagi, ktdrego macierz
IT ma postaé (3.1); lub (4.3), moina uwazaé za rozwigzany wzgledem zmiennych
R, i=4,5,..,11. W sytuacji, kiedy R, i R; sa dane, interesuje nas rozwigzanie
wzgledem zmiennych S, S,, Ss, R, Rq, ..., Ry, kitdre w zagadnieniu wystepuja
jako niewiadome. Widzimy jednak od razu, Ze rozwigzanie takie nie moze by¢
jednoznaczne, gdyz liczba niewiadomych przewyisza liczbg réwnan o jednosc.
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Przy dokonanych zaloZeniach dotyczacych dziatania obcigze oraz sposobu pod-
parcia ukiadu jest on wigc jednokrotnie statycznie niewyznaczalny lub, jak réwniez
méwimy, jednokrotnie przesztywniony.

Postugujac sie pojgciem bazy kolumnowej dla macierzy H.mozemy stwierdzic,
Ze wspomnjana niejednoznacznosé rozwiazan rownan rownowagi ma swoje Zrddlo
w liniowej zaleznodei pomiedzy kolumnami grup b i ¢. Wybér bazy kolumnowej
dla tych grup jest tu mozliwy na rézne sposoby, przy czym kazdorazowo jedna
z kolumn musi znajdowaé si¢ poza baza. Odpowiadajaca tej niebazowej kolumnie
zmienna jest niezalezna i odgrywa role tzw. niewiadomej hiperstatycznej. Przyjecie
okre$lonej bazy kolumnowej dla grup b i ¢ odpowiada wigc przyjeciu pewnego
ukladu statycznie wyznaczalnego, obcigzonego danym obciazeniem R, i R, oraz
niewiadoma hiperstatyczna.

Analizujac mozliwosci tworzenia réznych baz kolumnowych spostrzegamy, Ze
bazy te nie moga nie zawieraé ktérejkolwiek z kolumn odpowiadajgcych zmiennym
7, 8 1 10. Kolumny te bowiem nie daja si¢ zastapi¢ innymi kolumnami 1 dlatego zawsze
musza wechodzi¢ w skiad bazy. Tego rodzaju ograniczenia swobody wyboru baz
wiaza sie z wystgpowaniem chwilowo chwiejnych ukladéw statycznie niewyznaczal-
nych, powstajacych w wyniku usunigcia ktdregokolwiek z wigzow podporowych
7,8 lub 10. _

Baze kolumnowa macierzy G mozemy tworzyé tylko z kolumn grup a i b, gdyz
zmienne grupy ¢ sa dane zgodnie z zatozeniem (r;=0, i=6,7, ..., 11}y i w zwigzku
z tym musza by¢ traktowane jako niezalezne. Kazdorazowo poza baza musza w 1e]j
sytuacji znalezé si¢ dwie kolumny, co jest réwnoznaczne z dwukrotng kinematyczng
niewyznaczalnoécia ukladu. Zmienne odpowiadajace kolumnom pozabazowym-
sg zmiennymi niezaleznymi i moga byé przez analogic nazywane niewiadomymi
hiperkinematycznymi. Niewiadome typu «hiper», zarowno statyczne jaki kinematycz-
ne, nie moga byé obliczone bez uwzglgdnienia konkretnych wiasnosci fizycznych
rozwazanego ukladu mechanicznego. Te aspekty zagadnienia wykraczaja jednak
poza ramy pracy.

Dia przykiadu z rys. 2 ustalmy, ze danymi sa obciazenia R,, Rs, Rg Ry oraz
przemieszezenia r; =0 dla =8, 9, 10, 11. W tym przypadku otrzymujemy zamiast (3.2)
nasigpujace macierze:

0100; L 0 0|00
G={1001| 0 1 ©0[0000},
@4 :o 010 0 0 1][0010]
1000/ 0—-1 0[/0000
0100 -1 0 00000
0010 0 0-1{0000
410001 0-1 0/0000
0000 0 0 O[1000]
0000l -1 0 00100
0000 0 0-1{0010
0000 0 0 00001
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Poniewaz laczna liczba koluma grup b 1 ¢ jest mniejsza od liczby réwnan réwno-
wagi, przeto nie moZna utworzy¢ tuiaj pelnej bazy kolumnowej dla macierzy H
poshigujac sie wylacznie kolumnami grup b 1 ¢. Brakujaca kolumneg trzeba dobraé
z grupy a; wiedy jednak odpowiednia zmienna te] grupy przestaje byé niezalesna,

Uktad o takich wiasnodciach macierzy H jest ukiadem jednokrotnie chwigjnym
fub, jak réwniez méwimy, jednokrotiie niedosztywnionym. Jego cecha charaktery-
styczug jest brak mozliwodci zrealizowania stanu réwnowagi przy dowolnym ob-
cigzeniu zewngfrznym. Sizje sig to jednak mozliwe, gdy odpowiednia skladowa
tego obciaZenia przestaje byé zmienng niezalezng. )

W rozwazanym ukladzie tworzenie pelnej bazy kolumnowsj dla macierzy H
z udziatem okreslongj kolumny z grupy o, warunkujace istnienie standw réwnowagi,
wiaZe si¢ z koniecznoscig odebrania temu wvkladowi jednego «stopnia swobody
statycznej». Mamy tufaj wigc do czynienia z sytuacja odwrotna niz w przykiadzie
poprzednim, w ktérym obserwowaliémy pojawienic sie dodatkowego «stopnia
swobedy statycznsj» w postaci niezaleine] zmiennej hiperstatycznej. Jak latwo
sprawdzi¢, dia ntworzenia pelnej bazy kolumnowef mozna w rozwazanym przypadku
postuzyc sie tylko jedng z dwu kolumn, odpowiadajacych zmiennym 1 3, ¢o wigze sig

« 7 rodzajem chwiejnosdel uldadu.

Istotna nowodcig, jeZeli chodzi o macierz G, jest to, Ze jej bazy kolumnowe
mozna tworzy¢ np. tylke z kolumn grupy a. Gznacza to, e zmiennymi niezaleznymi
sg w tym przypadku nie tylko zmienne grupy ¢, ale moga nimi by¢ takze zmienne
grupy b. Korzystajac z tego mozemy w szczegbluodcl przyjaé s =s5,=s,=0. Jest to
réwnoznaczne przejiciu do rozwazan nad lancuchem kinematycznym, dla ktérego
otrzymujemy jako rozwigzaniec rownan zgodnosci: ry = —r;, ry=ry=0, co swiadczy
o mozliwoéci wystepowania ruchu sziywnego w badanym ukladzie.

Przechodzac do analizy ostatniego z przykiadow (rys. 3) preyimijmy jako dane
obcigZzenia R, i=7,8, ..., 12 oraz przemieszczenia r 3 =r,=r;s=0. W tym przy-
padku zamiast (3.3) otrzymujemy macierze

0 —w —1w 0 0 i 0 0 0 0 o0loo ¢

0 —w Ow 0 —1 0O 1 0 06 0 0/00 ©
G:l 0 00 1 0© 0 ¢ I 0 0 0|00 O
00 00 —w —1 0 0 0 1 0 O0lwo oFf

0 0 00 -w O 0 0 0 0 1 0|wo0 —1

0 0 01 0 0 0 0 00 0 1|01 O
4.5 _ . -
I 0 00 0 O 0 0-1 0 0 0lo0o0 O

0 i 900 0 0 w w 0 0 6 0100 0

6 0 10 0 O 1 6 0 0 0 0/00 0O

0 0 01 0 O0|-=w-—-w 0 0 0—-1100 o0
H=[0 0 00 1 0 0 0-1 w w 0,00 O0f
60 0 00 0 1 ¢ 1 0 1 ©0 0[00 O

0 0 00 0 O 0 0 O-w —-w 0|10 0O

0 0 00 0 O 0 0 0 0 0-1]01 0

0 0 00 0 0 0 06 0 0 1 0l00 1]
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lub w postaci blokowej
G=(—~A4, E, B),

T
H=[ E, A,O],v

(4.6)
0, —BT, E

' Poniewa?, macierz A jest nieosobliwa macierzg kwadratows, mozemy GiH poddac
nastepujacej transformaciji:

- [ ¢ o
= (T =
G=crG, A [BTC’ E]

po wprowadzeniu oznaczenia C=(AT)~*. W wyniku tej transformacji otrzymujemy
zamiast (4.6) macierze

G=( —E, C*, C*B),

~ ¢ E 0
a ‘[ BTC, 0 E ]
Mozliwoéé przedstawienia macierzy G 1 H w dwu réwnowaznych postaciach

(4.6) i (4.7) wynika z ich specyficznej struktury §wiadczace] o stalycznej wyznaczal-
nodci ukladu i charakteryzujacej si¢ nastgpujacymi gléwnymi cechami.

(4.7

1. Bloki a i b obydwu macierzy G i H maja t¢ sama liczbg kolumn, réwna
liczbie wierszy macierzy G.

2. Bloki G, i (H,, H.) sa nieosobliwymi macierzami kwadratowymi, w zwiazku
z czym ich kolumny tworza pelne bazy dla G 1 H.

3. Po wprowadzeniu zapisu (4.7), dla macierzy G, w zapisie (4.7), dla macierzy
H zostaja wyodrebnione réwnania stuzace do obliczania reakeji wigzow podporowych.
Tworzg one koficows grupg réwnad,

4, Jezeli rozwazania ograniczymy do zmiennych grup @ i b przyjmujac x.=0
i nie interesujac sig wartosciami sit X, to spostrzegamy, 7e istniejg dwie grupy
rdwnowaznych zwiazkéw wynikajacych z (4.6) i (4.7):

— Ax,+x,=0, —x,+C"x%,=0,

(4.8)
X, AT X, =0, CX,+X,=0,

przy czym odpowiedniosci zaréwno pomiedzy zmiennymi statycznymi jak i kinema-
tycznymi s wzajemnie jednoznaczne. Jest to zasadnicza cecha charakterystyczna
ukiadéw statycznie wyznaczalnych.

5. ZAKONCZENIE

Podsumowujac wyniki przeprowadzonych rozwazaf mozemy stwierdzié, 7e
zasadniczg zaletg zapisu réwnaf wiczéw w postaci (1.1) jest jego uniwersalnos¢. Polega
ona gléwnie na tym, Ze zapis (1.1) jest poprawny niezaleznic od sposobu obcigzenia
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i podparcia uldadu. Dzigki temu mozna stosowaé dokladnie tg sama metodg analizy
dla kazdego uktadu niezaleznie od tego, czy jest on ukladem chwiejnym, przesztyw-
nionym, czy tez statycznie wyznaczalnym, Co wiecej, ten sam ukiad mozna analizowad
przy réznych zatozeniach dotyczacych sposobu jego obciazenia i podparcia. Wigze sig
to jedynie z koniecznodcia dokonania odpowiedniego podzialu kolumn na grupy
oznaczane umownie indeksami a, b i ¢. Z algebraicznego punktu widzenia jest przy
tym zupetnie obojetne czy kolumny nalezace do tej samej grupy zostang razem zblo-
kowane, czy tez nie. Ma to wplyw jedynie na przejrzystos¢ samego zapisu.
 Analiza istnienia i jednoznacznofci rozwiazan réwnan (1.1) sprowadza si¢ do
badania réZnych mozliwosci tworzenia baz kolumnowych dla macierzy G i H a
w szezegolnosci baz jednostkowych. Tworzenie bazy jednostkowei jest réwnowazne
rozwigzywaniu uktadu réwnan i dlatego odbywa si¢ zazwyczaj metoda typu Gaussa.
Przechodzenie od jednego rozwigzania do innego jest réwnowazne zmianie bazy
jednostkowej, ktéra moze si¢ odbywaé sukcesywnie na drodze kolejnej wymiany
pojedynczych kolumn bazowych. Ma to bliski zwiazek z metodami programowania
_ liniowego.

Omowione w pracy problemy zwigzane z analizg standw réwnowagi sit i zgod-
nosci przemieszezen okreslonych przez réwnania (1.1) sa z punktu widzenia alge-
bry mniewatpliwic problemami podstawowymi. Problemy te jednak majg $cisly
zwigzek z jednej strony z budowa wzmiankowanych we wstepie ogélnych potencjatéw
energetycznych, z drugiej za$ z teoria sieci a w szczegdlnosci ich topologia. Sprawia
to, Ze nabierajg one waZnego znaczenia zaréwno z feoretycznego jak i praktycznego
punktu widzenia,
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PezmoMe

IPOBJIEMBI COCTOARWA PABHOBECHS CHJL 11 COBMECTHOCTI/I HEPEMEIE[EHI/II/I
B JIACKPETHRIX VIIPYIHX CHUCTEMAX

B paboTe MpoBefeREl OOCY i HEHHA MAIEPUPETAIMH, BOSHEKHOBCHHA W CTPYRTYPB! MATPHLL
JIMBEHHO HE3ABACHMEIX H OZHOPONHLIX CHCTEM YpapHenmif PaBHOBCCHA CHIL W COBMECTHOCTH Ie-
pemerentii, YIpH 5TOM OrpafRIMBAFOTCA CAYIRCM JIHHEHEBIX CTATHYECKHX H KHHEMATHICCKAX
COOTHOIGEHHIE H Y3IOBBIM neiicTBHEM HATPY3O0X. - . '

I/ICHOJ‘J];B}T)I OAHOPONTHYEO 3aTHUCh ypaBHCHEH TIpeANcIKeH OFHOPONHELE U o0uptt cmocob aHa-
33 KEHETHAKO-CTATHMECKEX CBONCYB JUCKPETHBIX CUCTEM ¢ JBYXCTODOHHMME CBssamu. Paccyx-
JIEHAY MAMOCTPHPOBANLI TPEMS TIPHMEPAME CTEPHHEBBIX CHCTEM, paboTAOMEX rHaBipM o6pa-
30M H& #3rud W OCeBnIe CHILEL ’

SUMMARY

PROBLEMS OF FORCE EQUILIBRIUM AND DISPLACEMENT COMPATIBILITY
EQUATIONS FOR DISCRETE ELASTIC SYSTEMS

Considerations concerning interpretation, formation and structure of matrices for linearly
independent and homogeneous systems of equilibrium and compability equations are given. Con-
siderations are restricted to the case of linear static and kinematic relations and to node loads action.
Because of homogeneous form of equations the uniform and general way of analysis of kinematic
and static properties of discrete systemis with bilateral constraints is proposed. A theory is illustrated
by three examples of rod systems working mainly in conditions of bending and axial forces.

'POLITECBNIKA KRAKOWSKA
INSTYTUT MECHANIKI BUDOWLI

Praca zostala zioiona w Redakefi dria 20 marca 1974 r.






