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ZASTOSOWANIE SCHEMATU BROADBENTA DO DWUWYMIAROWEGO
PRZEPLYWU Z KONDENSACJA PARY WODNEI W DYSZY DE LAVALA

MAGDALENA BRATOCS i BOZENA D R;Z AZGOWSKA (WARSZAWA)

W pracy zastosowano schemat numeryczny E.G. Broadbenta do znalezienia rozwigzania
dwuwymiarowego przeplywu kondensujacej pary wodnej w dyszy de Lavala. Przedyskutowano
mozliwoé¢ wykorzystania schematu E, B. Broadbenta nie tylko do wyznaczania rozwiazania
dia przepylwow diabatycznych, ale rowniez do konstruowania takiego modelu kondensacji (nukleacji
i roénigeia kropel), ktéry dawathy najlepsza zgodno$é teorii z eksperymentem,

1. WstEp

Rozpatrywane w tej pracy zjawisko kondensacji w dyszy de Lavala wystgpuje
w naddzwigkowe]j czesci dyszy. Na wlocie do plaskiej dyszy de Lavala znajduje sig
przegrzana para wodna, ktéra ekspandujac osiaga nasycenie w poblizu gardzieli
dyszy. Metastabilny stan réwnowagi pary przechiodzonej utrzymuje sie jeszcze w pew-
nej odlegtoéci od gardzieli dyszy, gdzie dopiero na skutek ciggtych, statystycznych
fluktuacji gestosci stan réwnowagi metastabilnej ulega. zalamaniu doprowadzajac
do gwaltownej, spontanicznej kondensacji. W wyniku tworzenia si¢ fazy cieklej
w postaci rosnacych kropel wydziela si¢ cieplo odpowiadajace przejéciu migdzy-
fazowemu — cieplo kondensacji, ktére ogrzewa parg wodna. Opisany przeplyw
jest szezegdlnym przypadkiém’ klasy diabatycznych przeplywéw dwuwymiarowych,
dla ktorych E. G. BROADBENT wprowadzil schemat numeryczny, stosowany w licz-
nych pracach [1, 2, 31 4]. : :

2. SFORMUL.OWANIE ZAGADNIENIA DIABATYCZNEGO PRZEPLYWU PRZY UWZGLEDNIENIU
SCHEMATO BROADBENTA ’

Przeplyw mieszaniny dwufazowej bez poslizgu miedzy fazami opisany jest przez
prawa zachowania, ktére (w ukladzie s, #, — zwiazanym z liniami pradu i normal-
nymi do nich) wyrazaja sig przez nastgpujacy uklad réwnai:

(2.1) - pudn=const=c,
(2.2) : : : puu,s+p,s=0 ,
(23) puz H,s'}'P.n:O,_

(2.4) | u(c,,T-l-%m)'s:Q,
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gdzie dn oznacza szerokos¢ rurki pradu, # ; krzywizne linii pradu, # nachylenie linii
pradu wzgledem osi x, ¢ wielkoS¢ stala, w predko$¢ przeplywu, p cisnienie gazu
oraz p gesto§é mieszaniny dwufazowey.

Parametry p, p, T sq ze soba zwigzane przez réwnanie stanu dla gazu dosko-
nalego w postaci

. R

(2:5) p=p(1~u)z T.
Przy zaloZeniu znajomoséci masowej koncentracji u fazy ciekle] gestose mieszaniny
dwufazowe]j wyraZa si¢ bowiem przez gesto$é gazu (pary wodnej) p, w nastepujgcy
sposdb: .
_ Pq
=
Idea metody E. G. Broadbenta polega na tym, 7e dla rozpatrywanego przeplywu
wprowadza si¢ ustalony z gdry ksztalt linii pradu, np. znany z cksperymentu lub
obliczony dla przeplywu izentropowego, i zaklada sig, ze doplyw ciepla nie wplywa
na zmiang ksztattu rurek pradu. W ten sposéb z réwnania zachowania masy (2.1)
mozna wyznaczy¢ gesto§¢ mieszaniny p i wyeliminowaé ten paramefr z réwnan
zachowania pedu (2.2)—(2.3). W ten sposéb problem rozwigzania ukladu réwnaf
(2.1) — (2.4) sprowadza si¢ do poszukiwania parametréw # i p z réwnanf 2.2) —
(2.3). Znajac predkos¢ przeplywu u i ci§nienie pary p, mozna wyznaczyé na pod-
stawie rownania stanu dla gazu doskonatego (dla fazy gazowej) oraz z réwnania
(2.4) na zachowanie energii ilo§¢ ciepla Q wydzielajacego si¢ w procesie kondensacji
na jednostke masy gazu i w jednostce czasu. Daje to mozliwosé okreslenia zmian
koncentracji masowej fazy cieklej w czasie przeplywu.

Ostatecznie wige cheac znaleZé rozwiazanie przeplywu nalezy postawié¢ zagadnie-
nie mieszane dla ukladu dwéch réwnaf, kidre mozna zapisaé w nastepujacy sposGb:

(2.6) o P

C
@7 au, +p =0, gdzie E—m\(s,n);

Pt B=0, gdziec S, s,m=aul .
Uldad (2.7) jest systemem liniowym i mozna go przedstawié w postaci
(2.8) (¢ Xk x4 w)=0, s =1,.,1, [=2, i=12.

Dla ukladu (2.8) mozna wprowadzi¢ pojecie wektordw charakterystycznych A=
=(4y, 4,) okredlonych dla kazdego punktu (x', x*, u, p) za pomocy warunku

 (2.9) det |[a5 4,1/ =0.

Kazdemu charakterystycznemu wektorowi 1 odpowiada co najmniej jeden wektor
n=Qu; jtp) (wektor wigzi) okreslajacy charakterystyczne zwiazki odpowiadajace
wektorowi charakterystycznemu 1. Wektor u dany jest za pomoca dwu liniowych
jednorodaych réwnan:

@1 peaid, =0, s=1,2.
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Uklad (2.8} jest hiperboliczny, jesli dla kazdego punktu (x', X2, u, p) rozpatry-
wanego obszaru istniejs dwa liniowo niczalezne wektory charakterystyczne 1,
ktérym odpowiadaja dwa liniowo niezaleine wektory wiezi u.

Wektorami charakterystycznymi sa wek- ,

tory A*t=(1,0) i A7=(0,1), poniewaz x4 L
det |[a} )i =al, 1,=0. Odpowiadajace im 5*7
wektory wigzi wyznacza sie na podstawie
zwiazkéw (2.10). Wektorowi A*=(1,0)
odpowiada -wektor u*=(0,1), a wek- X
torowi A7 =(0,1) jest przyporzadkowany
wektor p~=(1,0). Wektory u*, u~ sg ay
lintowo niezalezne, - a wige rozpafrywany Ly
uktad (2.7) jest hiperboliczny.
T W celu sformutowania warunkéw gwa-
rantujgeych istnienie i poprawnoéé rozwig-
zania zagadnienia mieszanego [S i 6] (2.11) {rys. 1) przypomnijmy nastepujace defi-
nicje i zaleznoéei:

Rys. 1. Schemat ideowy obszaru preeplywu
w plaskicj dyszy Lavala

w (0, x)=¢/(x?), a, <x?<by,  j=1,2;
o (xt, x%) ! (x4, ¥ =a” (x4, x2), (x', x%) € L, ;
BT (x, x¥)ul (xF, x2)=b° (', x%), (x, x3) e Ly

o=1,2; x'=y, xt=p.

(2.11)

Kazdej z charakterystyk C+, C- odpowiadaja liniowo niezalesne wektory u*, u—.
Mozna wtedy dla kazdej charakterystyki wprowadzi¢ nowg niewiadomg funkeje
(2.12) ' Ul=pl (x', xM !, 5=1,2,

Ze wzgledu na hiperboliczno$é macierz M, ktérej wierszami sg wektory ut, u-,
spetnia warunelk

@.13) det |[M]] 0.

A wige przejécie od zmiennych zaleznych u do U jest wzajemnie jednoznaczne.
Rozpatrzmy Scianke dyszy L, (cys. 1). Charakterystyka C* (jedna) przecina scianke
L,, a wigc nalezy sformulowaé jeden warunek na éciance, W tym szczegdlnym przy-
padku dia ukdadu (2.7) warunek na L, mosna postawi¢ w formie zaleznosci
(2.14) : eytta,p=a.
Zagadnicnie mieszane (2.11) dla ukiady (2.7) nie dla kazdych warunkéw (2.14)
na L, ma rozwigzanie i jest poprawnie postawione {7, §1i 5].
WprowadZmy zmienne U=(U!, U?) za pomoca liniowej transformacji
(2.15) . U=Mu, .
gdzie r |[M]] =2. Zmienna U! odpowiadajaca. krzywej charakterystycznej C*,
przecinajgoej L, jest postaci

(2.16) - Ul=glut=ptutpfp=p.
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Cheemy wiedzieé, jaki warunek brzegowy (2.14) mozna stawjad na L, tzn. w jakim
przypadku po wstawieniu zmiennych U', U? do (2. 14) z rownania (2.14) mozna jedno-
znacznie wyznaczyé U' jako funkcje U2, Po podstawieniu zmiennych U!, U? do
(2.14) otrzymamy zwigzek

(217) A . . a‘i’y;]"UJ':AjUf:a.

Aby warunek (2.14) mozna bylo stawia¢ na L; musi by¢ spelniona nierdwnosé

(2.18) . A, #0,
a wige
(2.19) _ 4, #0.

Stad wynika, ze dla uktadu (2.7) warunek o, p=a (x1, x?) daje poprawne zagadnienie
mieszane, a wige na $ciance mozna zakladaé rozktad ciénienia.

7 przeprowadzone] ‘analizy wynika, ze na §ciance nie mozna przyjmowaé np.
rozkladu predkosci, gdyz otrzymalibySmy niepoprawne zagadnienie mieszane,

Stosujac schemat Broadbenta warunki poczatkowe formulowano w naddziwieko-
wej czgéei dyszy de Lavala przed wystgpieniem efektu cieplnego ziawiska kondensacji.
Ksztalt linii pradu przyjgto na podstawie rozwigzania przeplywu pary wodnej
z kondensacja przy zastosowaniu innych metod numerycznych (macierzowej fakto-
ryzacji oraz jawnego zmodyfikowanego schematu Laxa) [51 6].

‘3. DWUWYMIAROWE, DWUFAZOWE PRZEPLYWY Z PRZEMIANA FAZOWA

Przeplywy dwufazowe z przemiang fazowg stanowia szezegblny przypadek
przeplywow diabatycznych: Metastabilny stan pary przechlodzone] ma skutek
fluktuacji gestosei i tworzenia sig skupisk molekut ulega zalamaniu w czesel naddzwig-
kowej dyszy.

Zachodzi spontaniczna, nieréwnowagowa przemiana fazowa. Strefa intensywnej
przemiany fazowej liczona od miejsca maksymalnego przech%odzema do miejsca
os:qg_mqma réwnowagi termodynamicznej tworzy tzw. skok kondensacp Obszar
silnej nukleacji w przeplywie, stanowiacy front strefy intensywnej pzzemlany fazowej,
jest bardzo waski, a maksymalna szybko$é tworzenia si¢ kropel krytycznych wystgpuje
w miejscu osiggnigcia maksymalnego przechtodzenia. - -

Stosujac schemat Broadbenta do . wyznaczania diabatycznych przeplywow
w plaskiej dyszy de Lavala zaklada sig znajomoS¢ linii. pradu w przeplywic oraz roz-
kiad ciénienia na $ciance dyszy. Znajac rozklad ciénienia na Sciance dyszy, ksztalt
linii pradu w przeplywie oraz warnnki poczatkowe w przekroju poprzecznym dyszy,
w poblizu jej gardzieli, wyznacza si¢ parametry przeplywu: p, U, p, T'(p, p, H) oraz
ilo§é ciepla O wydzielajacego si¢ w procesie przemiany fazowej na jednostke masy
gazu i w jednostee czasu. Linie pradu w tym przypadku nie sg przyjete w sposob
dowolny, ale sg liniami pradu wyznaczonymi W diabatycznym przeplywie innymi
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metodami réznic skodczonych, gdzie nie wprowadra sie idei zamroZonych linii pradu
[5 1 6], To samo dotyczy rozkiadu ci$nienia na dciance. Przy zastosowaniu tych
metod konieczne jest podanie modelu kondensacy oraz sformutowanie warunkéw
poczatkowych na wielkosé (promien
kroph} i temperature  kropel, kidre v
tworzac. sig w procesie nukleacji maja - /
tendencje do dalszego wzrostu. ] : —
* W metodzie Broadbenta ilo$¢ ciepla . Ly une Ak
wydzielajacego sie w przeptywie w jed-
nostce czasy i mna jednostke masy
okresla sie bezposrednio z rdownan
(2.1)<2.4) przy danych liniach pradu
i rozkladzie ci$nienia na $ciance. Dla-
tego tez w tym przypadku istnigje moz- : -
liwoé¢ korekty modelu nukleacji przy

okreslonym modelo wzrostu kropel w
przeptywie. Mianowicie, jesli wprowa-
dzimy model $redniej kropli podobnie, jak w pracach [5, 6, 15], to ulklad réwnan opi-
sujacy zmiane masowej koncentracji fazy tworzqcej sie w przeplywie jest nastepujacy:

Rys. 2. Schemat ideowy linii pradu w przeplywie
oraz ohjetosci plynnej

S, = a4,
3.1 Vu +o ,u,s——‘--;[;--, D (s, y)pE-i-? aryJ (s, ¥,
o S drriJ(s, ¥y I i
3.2 Vit 4o D = *mg"—l) +D ( )
p di
SnrOJ(s ¥) dr
(3.3)  Verrerny, —~p—+m =)
I S 5, .
(3.4 Vi +o? D2“=¥’

gdzie J oznacza szybkodc nukléacji, p masowa koncentracje fazy tworzace] sig,
Symbole D, D,, D, oznaczaja zmienne wprowadzone w celu zredukowania réwnania
catkowo-rézniczkowego do czierech réwnan réZniczkowych I-szego rzedu. Réwnanie
calkowo-rézniczkowe uzyskuje sie analizujac tworzenie 51@ i rosch:ie kropel w wy-
branej objetosei plynnej (rys. 2) 4,V

. J 12221 dz 2
(3.5) D(s, )= 4f[(y(s)s)( fdf ’ )]dsl,

1% 2 l/uz+fa

B ; J(y(sl),sl) ‘ S dF - ds, .
I 2 G e L
7 ' o (y(ss)s»fl)
a1 | D, (s, y.):u&rc ! -——l .
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Warunki poczatkowe na wiclkosci D, D,, D, formutowane w fzentropowej czedci
przeptywun naddzwigkowego sa nastepujgce:

(3.9) Dy=D,g=Dyo=lim D=lim D, =lim D, =0.
50 g0 50
Szybkosc wzrostu kropli (dr/dt) wystgpujaca w réwnaniach (3.1)-(3.3) odpowiada
szybkoéci wzrostu éredniej kropli, ktérej promien jest definiowany [15, 51 6]
jako :
2D
(3.9 1 =D,
Zaldlada sig, ze wzrost $redni kropli jest opisany przez model Hertza-Knudsena. Prawa
zachowamia masy i energii dla rosngcej Sredniej kropli sg takie same, jak dla rzeczy-
wistej kropli. Mozna z nich wyznaczy¢ szybkodé wzrostu $redmiej kroph, ktdra
zalezy mnie tylko od ciénienia i temperatury otaczajacej krople pary, ale rowniez
od temperatury kropli i od jej rozmiaréw.
Warunki poczatkowe dla sredniej kropli wynikaja z jej definicii

(3.10) lim 7 (s, p)*=F (0, y)* =13,
59

gdzie

3.10) o = 1,

a r* jest promieniem kropli krytycznej. Temperaturg kropli okredla si¢ z rdéwna-
nia zachowania energii dla rosnacej kropli biorge pod uwage zwiazek (3.10).

4, UZYSKANE REZULTATY. WNIOSKI

W pracy tej poréwnano rezultaty numeryczne uzyskane dwiema metodami dla
przeplywu pary wodnej w dyszy de Lavala dla przypadku opisanego w [5 i 6]. Obli-
czemia prowadzone byly dla dyszy plaskiej o nastgpujacych parametrach w punkcie
spietrzenia :

Po=0,664692 bara, T,=409"K.

Rysunki 3 -5 ilustrujg rozklad gestodci mieszaniny dwufazowej, liczby Macha
i temperatury dla przeplywu w naddzwigkowej dyszy de Lavala ze szczegdlnym
uwzglednieniem rezultatéw uzyskanych schematem Broadbenta w obszarze wystg-
powania efektu cieplnego zwiazanego z kondensacja. Wydzielenie sig ciepta konden-
sacji uzewnetrznia sig we wzroscie ci§nienia (gestosci} dla przeplywu z kondensacja
w stosunku do przeplywn izentropowego oraz wzrostem temperatury i zmniejszeniem
si¢ szybkofei wzrostu liczby Macha w obrgbie skoku kondensacji. Otrzymane
obu metodami rozwigzania wykazuja duZa zgedno§é, w szezegdlnodcl w centrum
strumienia przeplywu (ponizej 1%/,,); wicksze odchylenia migdzy wartodciami para-
metrdw charakteryzujgcych przeplyw do 39 wystepuja wzdluz dcianki dyszy.
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Gesto$¢ uzyskana schematem Broadbenta osiaga na §ciance nieco mniejsze wartosci
w strefie kondensacji niz  odpowiadajgca jej warto§¢ wyznaczona metoda
macierzowej faktoryzacji. Liczba Macha oraz temperatura otrzymane na podstawie
rozwigzania zagadnienia przeply-
wu metodq Broadbenta charakte-
TYZUja sie wyZszymi warto$ciami.
Znacznigjsze réfnice wystepujace
migdzy rozwigzaniami przeptywu
na §ciance dyszy sg zwiazane naj-
prawdopodobniej z wigksza krzy-
wizna linii pradu, a wigc z wigksza
nieregularnodcia siatki. Poza tym
siatka stosowana w pracy [5 i 6],
zwigzana z linig pradu oraz osig
¥ nie pokrywa sie z siatkg wspot-
rzednych naturalnych. Diatego
tez, w celu znalezienia warunkéw

&

Rys. 3. Rozklad liczby Macha wzdhsz osi i §cianki dyszy
uzyskany réznymi metodami numeryeznyrmi

. 1 — - — schemat Broadbenta dciank
poczqtkowych oraz rozkladu ci- 2 ——A— schemat macierzowej faktoryzacji | o o0
e . 3— —O— schemat Broadbenta
SnIenta na scrance dyszy’ dodat- 4 ——@— schemat macietzowej faktoryzacji }

kowo stosowano interpolacje li-
niowa migdzy wartoSciami parametréw w wezlach siatki, uzywanej w metodzie
macierzowej faktoryzacii.

grio?

fgm’]

16

10
x
08 H | i ! | | X/_Ai
-0 gz 04 g6 xfem] -

Rys. 4. Rozkiad gestodei gazu na osi i §eiance dyszy uzyskany roZnymi metodami numerycznymi

I — —x— schemat Broadbenta ..
2~ — A — schemat macierzowe]j faktoryéacji } fefanka
3 — —(O— schemat Broadbenta

4 — —&-— schemat macierzowsj faktoryzacji }

Schemat Broadbenta moze by¢ z powodzeniem zastosowany do hadan przeplywow
z kondensacjy bez konieczno$ci wnikania w mechanizm tworzenia sie 1 roénigcia
kropel. _

7 drugiej jednak strony mozliwosé wyznaczenia schematem Broadbenta ilogci
ciepla wydzielajacego sig w jednostce czasu na jednostke masy, proporcionalnego

'
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do szybkobcl zmian w przeplywie masowe] koncen'tra’cji fazy cieklej, daje ‘szanse
wyboru najodpowiedniejszego modelu opisujacego” proces nﬁkleacp i rosnigcia
kropel. Jest to szczegblnie wazne ze wzgledu na roszeznosc: W opmu na ten temat
[9, 10 i 11]. .

Schemat zaproponowany przez E. G, Broadbenta moze ‘byé stosowany przede
wszystkim przy analizie eksperymentéw. Tym bardziej, ze podobna idea wykorzy-
stywana byla w wielu eksperymentach [12, 13 i 14}, dla ktorych doplyw ciepta na
jednostke masy znd]dowany byt przez rozwigzanie réwnan Jednowymw.rowego
przeplywu w pow;qz‘mzu z pomlara;m ciénienia wzdluz dyszy :
gt

50 -

a0 20 0 x/Ax
260 T } T T
g a7 4 a5 68 K 12 x[cm]

Rys. 5. Rozklad temperatury gazu nia osl i éctance dyszy uzyskany réznymi metodami numerycznymi

1 — — x— schemat Broadbents .

. : .. ¢ Scianka
2 — — A-- schemai macicrzowej fakioryzacii -
3 — —0— schemat Broadbenta
4. @ — schemat macierzawej faktoryzacii
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Pezwome

NPUMEHEHUWE CXEMEL 2. I'. BPOABEHTA IS IAIBYMEPHOI'O TEYEHUA C
KOHAEHCAIWEN BOJAAHOIC IHAPA B COIUIE JIABAJLS

B pabore mpunvencHa uucieHHas cxema 3. . Bpoxfenta ansa HaxoxIeRMA pellesua IBy-
MEPHOTO TEUYCHHA KOHACHCHDYIOINEIaOCs BOJZAHOTC mapa B Ccoine HﬂBaJ’Iﬂ.

OBCYyXIEHa BO3MOMKHOCTD HCIOIB30BAHUR CXeMBEI 2. I Bponfenta He TONBKO JNIS ONpEage-
JIEHESE PeINCHAA n/17 JAHaGaTHICCKHR TEHCHMAN, HO TAKe Td OOCTPOSHMT Takol MOJETH KOHIcH-
canpy (06pazoBAHMA W POCTA Kaleqb), KOTOPas papana Ob HAKIIYYOIEE COBNAJISHHE TCOPHM C
RCIICPHMEHTOM.

SUMMARY

APPLICATION OF THE E.G. BROADBENT SCHEME TO THE TWO-DIMENSIONAL
TWO-PHASE FLOW WITH A WATER VAPOUR CONDENSATION IN THE LAVAL.
NOZZLE ‘

In the paper the numerical E. G. Broadbent scheme was applied to find the solution of two-
-dimensional water vapour flows with a condensation in the Laval nozzle, The possibility of an
application of a Broadbent schemic to diabatic flows was considered as well as the possibility
of a construction of a proper condensation mode! (the nucleation and the droplets growth niodels)..

POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
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