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WYBOCZENIE 1 POZAKRYTYCZNE UGIECIA
SPREZYSTO-PLASTYCZNEJ TROJWARSTWOWE] PLYTY
PIERSCIENIOWEJ

MARIA RADWANSKA I ZENON WASZCZYSZY N (KRAKOW)

W pracy podano ogélna metode numerycznego obliczania obcigzen krytycznych sprezysto-
plastyeznych plyt pierécieniowych oraz analize pozakrytycznego stanu. Przyieto, ze plyta ma przeksdj
typu sandwich 1 jest wykonana z materialnl z liniowym izotropowym i kinematycznym wzmocnie-
niem. W proponowanej metodzie wykorzystano pamied komputéra do zanotowania rozktadu na-
prezen i odiksztalcon stanu tarczowego. W pracy wyznacza si¢ obeigzenia kryiyezne wedhug kon-
cepcji Shandeya wzrastajacego obcigzenia oraz Kdrmdna ustalonego obciazenia, Warunki brzegowe
w stanie tarczowym i gigtoym spelnione sg iteracyinie, zamieniajac zadanie brzegowe na poczatkowe
i stosujac wzory Newtona-Raphsona. Dla realizacji stanu gietnego zakladano male zakldcenie ze
stanu tarczowego. RozwaZania ograniczono do symefrycznych form wyboczenia, a w przykladzie
przyjgto plyie z takimi warunkami brzegowymi, przy ktorych obliczone obeigzente jest najrizszym
(podstawowym) cidnienfem krytycznym, niezaleznie od stosunku promieni b/fa. W analizie poza-
krytycznych standw uwzglednienie nicliniowosci geometrycznych spowodowalo, Ze zamiast linfi
pozicmych wychodzgcych z punktu bifurkacyjnego dla koncepcii ustalonego obciaZenia otrzymujemy
kizywe na plyszezyinie (pi., Z) zaleine od wiclkosci wzmocnienia, Typ wzmocnienia (izotropowe
czy kinematyczne) ma wplyw na wyniki dopiero przy znacznych ugicciach w momencie wystepowania
wtornych uplastycznied,

}. UWAGI WSTEPNE, ZALOZENIA 1 OZNACZENIA

Wyznaczenie obcigzenia krytycznego oraz pozakrytycznych ugigé plyty pierscie-
niowej w zakresie pozaspreiystym jest znacznie utrudnione w poréwnaniu z tym
samym zadaniem w zakresie sprefystym. Przy obliczaniv obcigzen krytycznych
moezna korzystad z bifurkacyjnego kryterium utraty statecznodei, zaldadajge mozhi-
wos¢ wystepowania dwu bliskich form réwnowagi: tarczowej i giginej. Zamiast
punktu okreflonego pierwsza sita krytyczng w obszarze sprezystym — otrzymuje sig
przy wyjsciu poza zakres proporcjonalnosci caly przedzial zawarty pomiedzy sila
odpowiadajgca koncepcji ustalonego obciazenia Kédrmina i wzrastajgcego obeig-
zenia Shanleya,

Koncepcja ustalonego obciazenia Kérmana zaklada, ze po wyboczeniu obcigze-
nie nie ulega zmianie, & w chwili utraty statecznosci powstaja natychmiast strefy
lokalnych odcigzefi. Wedlug koncepcii wrrastajacego obciazenia Shanleya rozwija-
Jja sig strefy proceséw biernych dopiero w wyniku powstawania pozakrytycznych
ugiet. Koncepcje te zostaly opracowane dla usirojéw pretowych, a nastgpnie
przeniesione na ustroje powierzchniowe. W poréwananiu z pretami znaczna kompli-
kacja w zagadnieniu stateczniodci plyt jest koniecznoéé uwzglednienia zlozonego
stanu naprezenia. '
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W pracach [8 i 11] zestawiono najwazniejsze pozycje w literaturze poswigcone
sprezysto-plastycznerau wyboczeniu phyt. Utratg stateczno$ci plyt kolowych poza
zakresem sprezystym zajmowali sie J. R. Lepik [3], S. M. Porow [5], L. A. Toro-
KONNTKOW [7]. Obie koncepcje Karméana i Shanleya zostaly zastosowane w pracy
7. WaszczyszyNA [8] do wyznaczenia obciazenia krytycznego tréjwarstwowej
sprezysto-plastyczne]j plyty kolowej.

Dodatkowo w analizie statecznodci sprezystych plyt pierécieniowych obcigzo-
nych symetrycznie roztozonym cidnieniem radialnym powstaja trudunodci oblicze-
niowe zwigzane z nigjednorodnym stanem tarczowym. W tym przypadku poszuki-
wane obcigzenie krytyczne wystgpuje nie tylko w argumencie, ale wplywa takizo
na rzad funkcji Bessela [6]. '

W przypadku pierScieniowych plyt sprezysto-plastycznych dodatkows trudnosé
stanowi brak jawnych rozwigzan stanu tarczowego. W plytach pierScieniowych
zwicksza si¢ ponadto liczba niezaleznych warunkow brzegowych 1 nie moZna wyko-
rzystaé warunku wynikajacego z kolowej symetrii dla punktu na osi symetrii.

W niniejszej pracy zajmiemy si¢ wyznaczeniem obcigZenia krytycznego wedlug
koncepcji Karmana i Shanleya oraz pozakrytycznych ugieé sprezysto-plastycznej
plyty piericieniowej. Zakladamy, ze pod dziataniem kolowo-symeirycznego cbcigze-
nia powstaje w plycie symetryczny stan naprezefi i odksztalcen. Oprzemy sig¢ na
teorii matych odksztalceni i dugych przemieszczefi dla opisania pozakrytycznych
- ugieé. Rozpatrywaé bedziemy plyte o przekroju sandwich o stalej grubosci, wyko-
nang z jednorodnego i izotropowego materialu sprezysto-plastycznego, o liniowym
kinematyczno-izotropowym wzmocnienu. Mozemy rozpatrywac dowolne warunki
brzegowe na konturze zewngtrznym i wewngtrznym, nie zakladajac jednak ograni-
czefi na wzajemne pionowe przemieszczenia obu konturow.

Stosujemy zwigzki fizyczne teorii plynigcia plastycznego, wykorzystujac sposdb
odwracania zwiazkéw fizycznych oméwiony szezegélowo W pracy o1

Problem poczgtkowo-brzegowy opisany podstawowym ukladem nieliniowych
réwnaf rézniczkowych zostanie rozwigzany metoda pélodwrotng bezpodredniego
calkowania,

Wszystkie wzory i rdwnania przedstawimy w wielkoéciach bezwymiarowych
stosujgc nastepujace oznaczemia:

j=1,2 indeksy odpowiednich kierunkow: promieniowego i obwo-
dowego,
a, wspdlrzgdne $rodka krzywej granicznej F warunku
plastycznosci,
A wspdlczynnik liniowego wzmocnienia izoiropowego,
¢ wspdlezynnik liniowego wzmocnienia kinematycznego,
E,; macierz sztywnoéci w zwiazkach fizycznych,
&, 0, odksztaleenie i naprezenie na granicy plastycznosci,
e;=g;e,, 8,=0,/o, wzgledne odksztalcenia i bezwymiarowe naprezenia
wzdhz Kerunkéw glownych,
€, paramefr Odqvista,
k, uogdlnione odksztalcenia powierzchni érodkowej,

2

g
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kat nachylenia normalnej po odksztalceniu plyty,
grubodé warstwy w przekroju saendwich, grubo$é pivty,
intensywno$¢ obcigzenia zewnetrznego, '

obcigzenie krytyczne wg koncepeji Karména i Shanleya,
sity podiuzne, '
momenty zginajace i sita poprzeczna,

wzgledne napreZenia,

cze§é dewialorowa wzglednych naprezen,

intensywnoéé naprezefl,

parametr umownego czasu teorii plastycznosc,
umowny czas w stanie tarczowym i gietnym,
bezwymiarowe wielkosci zachowywane dla poprzedniego
CZASTL T =Ty_1,

bezwymiarowe skladowe wektora przemieszczenia powierz-
chni Srodkowej,

promieft kola réwnoleinikowego przed i po odksztakeenin
plyty,

wektory wierszowe swobodnych wartosci poczatkowych
i warunkéw brzegowych,

pochodna przestrzenna,

pochodna wzgledem czasu,

parametr charakteryzujacy stan gietny. s

2. METODA WYZNACZANIA ORCIAZEN KRYTYCZNYCH

Opierajac sig na koncepcjach KArmana i Shanleya, nalezy rozpatrywaé na plasz-

czyznie p, Z obszar gigtnych sprezysto-plastycznyeh standw réwnowagi zawarty miedzy
prosta p=py i krzywa ABC, wychodzaca z punktn 4 o wspéhezednych (0, pgy) (rys. 1)

Jesli do plyty przylozymy wigzy uniemozliwiajgce powstawanie gietnych standw
réwnowagi i bedziemy podwyizszali cisnienie do wartodcl p>pgy, to okazuje sie,
7e po odjecin wigzdw nie nastapi przeskok do punktu B, na krzywej ABC, lecz proces
bedzie sie rozwijal wedlug linii przerywanej (rys. 1). W ten sposdb kazdy punkt
Zaznaczonego obszaru przedstawia mozliwy stan réownowagi gigtnej.

Aby wyzttaczy¢ przedzial {pem, pr> oraz obszar pozakrytycznych stanéw réw-
nowagi, postgpujemy w nastgpujacy sposdb. Wychodzac od nieobcigzonej plyty,
przyjmujemy jako umowny czas %7, np. obcigzenie plyty p&. Dla ustalonego-czasu
rozwigzujemy stan tarczowy, a nastepnie sprawdzamy, czy istnieje sgsiedni stan
rownowagi gietnej. W tym celu zakidcamy stan tarczowy, wymuszajac gietny stan
odksztalcenn. Przyjmujemy mianowicie jako parametr Z w zaleznoéci od warunkdw
brzegowych, rézny od zera kat ¢ lub moment m, dla E=a (rys. 2).

Badamy réznice pomiedzy obciazeniem ze stanu tarczowego p,, 4 obciaZeniem
wyznaczonym z iteracyjnego rozwigzania stanu gigtnego p,. W wyniku rozwigzania
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stanu giétnego otrzymujemy dla coraz wyzszego cisnienia p, stale tg samg wartos¢
p, (w granicach dokladnosci obliczen), co oznacza, Z¢ p,<Pspm 2 punkt pz {ezy na
dolngj granicy obszaru mozliwych standéw réwnowagi.

P{\

Rys. 1

Najnizsze obciazenie p,, dla kidrego otrzymane z rozwigzania stanu gigtnego
ciénienie p, jest wyzsze od pj, nalezy uwazaé za krytyczne obcigzenie wg Shanleya.
Dla wzrastajacego obciaZenia p, ponad psy maleje coraz bardziej réznica pomigdzy

Stan farciowy “ b
| 1
L,._g_.______ﬁh__i PP,,,Z% ——
p=y=my=0 i W p=y=m;=U !
Stan gietny
| ( b !
s~_ 1 T~
=iy #0 Z=my+0
Rys. 2

piapya cifnienie p,, ktére ma te samg wartosc co pg, Wyznacza krytyczne obciaze-
nie wg Kirména: p,=py. Po wyjéciu z przedziatu {psa, pxy OlIZymujemy mnigjsza

wartodé obciazenia ze stanu gigtnego niZ tarczowego, €0 odpowiada stanom niesta-
bilnym. :
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Na podstawie przedstawionej koncepcji wyznaczania obciazed krytycznych
zostal opracowany program, ktérego bardzo uproszczong sie¢ dzialan przedstawiono
narys. 3. ' '

.- USTALENIE WARUNKOW BRZEGOWYCH
DANE MATERIALOWE
GHARAKTERYSTYKA GECMETRYCZNA

f{'-—=f + AT ‘l

ROZWIAZANIE STANU

" POPRAWIENIE

TARGZOWEGO 1 PAMIEGE STANU . | . -
ZADANIE BHZEGOWE 141 g “TARCZOWEGO -

}

ZAKEOGENIE STANU TARCZOWEGO
Z

. i
ROZWIAZANE STANU
GIETNEGO

ZADANIE BRZEGD:WE 3+2 |

POCZATEK OBLICZ.
UGIES POZAKRYTYCZNYCH

7

KONIEG OBL. CBG.
BIFURKACYJNEGO

Rys. 3

3. PODSTAWOWY UKLAD ROWNAN

‘Do wyznaczania obcigzen krytycznych oraz pozakrytycznych ugicé poshlzymy 8ig
podstawowym ukladem, réwnan réimiczkowych, ktére ze wzgledu na propenowang
metode numerycznego catkowania przedstawimy w postaci quasi-liniowej. Réwna-
nia te zostaly wyprowadzone szczegblowo w pracy [9] na podstawie zwigzkéw
geometrycznych hipotezy odcmka normalnego zwigzkow ﬁzycznych i réwnan

réwnowagi: .
u'=[cospg—1, o'=lsingp, gn’:'a‘l;kl;
’ : ' r .
ny = n)cosp—n 0’ tge,
. L l, *
3.1 ml—(mzmml)?c-cos p+2n,l tggo,_-
1
njﬂzm(s; +S;), H"lj=—2‘(3;-_s‘;),
) .1,
§F=Epéf, ér=s,% E“kj, -
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gdzie .
(3.2) F=1+e,3,, x=u+<&.

Zmiennymi niezalesnymi w podstawowym ukladzie réwnan sq wspolrzedne
Lagrange’a: geometryczna £ i czasowa t. Uogdlnione sily wewngtrzne i przemiesz-
czenia sg zaznaczone na rys. 4.

a
N1f'd8
(M;*de)(n”*dr)da
(Ny+dNy )(r+dr)da
b . ¢
] E'I E
H - L= Iy
o 7 '!?/Nf 5=50
I My
f
. / x|
/ Tl T
i
. E G}+:‘§J'.6P
7 - -
% fa
Rys., 4

Zwiazki fizyczne teorii plynigeia plastycznego napiszemy w postaci przyrostowej
(8]
(33} de:Ejkdeka ja k=1’.25

" gdzie elementy macierzy Ej, zaleza od typu procesu:

a} dla procesu aktywnego ds; > 0

1, 1 o
E11=—M“(522+B), E12=E21=H(—S:S§+VB),

1 og
E22=E(S1 +B),

€8

M=+ 25050 52 +(1—V?) B,

B= (et A)f?;
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b) dla procesu biernego, ds; <0

1 y
1—v*° 1—v*°

Wzory (3.3) pozwalaja przedstawic liniowe kinematyczne 1 izotropowe wzmocnie-

(3.4) E=F;n= E=E; =
nie (rys. 5), przy ktérym chwilowy ruch $rodka powietzchni plastycznosei (krzy-
wej granicznej F) jest opisaﬁy prawem Zieglera
(3.5) day=c(de? +deZ + de?), %4
a rozszerzanie sig powierzchni granicznej ujgto '
funkeja f(e,):
(3.6)  SI=S2—d 5t = 2 f=1+4é,,
gdzie y
&= [ de,, et
1/ |
3.7) N +de? deZ +(ded)*]** \
1 2 2. .
def =de; —ds; +v (ds; +ds, —dsy) . Rys. 5

4, ROZWIAZANIE STANU TARCZOWEGO 1 GIETNEGO

Podstawowy uklad réwnaf, zawierajacy dwie zmienne niezaleine &, 7, moZna
rozdzieli¢ wzgledem pochodnych geomeirycznych i czasowych. Tak wige dla
kazdego ustalonego czasu 7=1, bedziemy rozwiazywali zadanie brzegowe. Poshi-
gujgc si¢ przyrostowymi zwiazkami fizycznymi teorii plynigcia plastycznego oraz
uwzgl@dniaje;c histori¢ procesu musimy poshugiwaé si¢ pamigcid maszyny. Zastgpu-
jemy bowiem pochodne czasowe réznicami Wstecz hczonyrm na podstavme wartosci
zachowywanych w pamigei dla 7,_,=1,.

Uklad pigcin réwnan stuzy do rozwigzania sprezysto-plastycznego stanu gigtnego,
a po przyjeciu v=gp=m, =0 redukuje si¢'do dwéch réwnan opisujacych spreZysto-
-plastyczny stan tarczowy.

Zadanie brzegowe rozwiazujemy metoda polodwrotnq numerycznego calkowania,
zamieniajac je na zadanie poczatkowe i spelniajac iteracyjnie warunki brzegowe.

4.1. SpreZysto-plastyczny stan tarczowy

Jak juz zaznaczyliSmy w schemacie blokowym (rys. 3) programua gldéwnego,
poczatkowo rozwigzujemy stan tarczowy, Mamy wdwczas do czynienia z dwu-
punktowym zagadsnieniem typu 14 1. Wekior swobodnych wielkosci poczatkowych
stanu tarczowego ma wigc jedna wspohzedna X, ktéra dobierzemy iteracyjnie spet-
niajac tylko jeden warunck brzegowy ¥, dla &.

W programic istnieje mozliwosé przy_]@ma Témych WlelkOSCI W charakterze SWo-
bodnych wielkogci poczatkowych jak i umownego czasu przez ustalenie ws polczynnl-
ka t,. Zgodnie ze wzorami . : 4 S :

(41) uﬂta"rf'l'-(l_ a)Xls -n1=(1—-ta) Tt+taX1 '

\
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mozemy, przyimujac z,=1, ustali¢ jako umowny czas stanu tarczowego przemiesz-
czenie radialne 7,=wu, a jako swobodna wielko$é poczatkowa site promieniowa
X =n, lub dla #,=0 odpowiednio 7,=n, 11X =u

Warnnek brzegowy dla &, zalezy od sposobu podparcia:

@2 ' Y =tyut(l—t)n; =0.

Warunek niepodatnego konturu wewngtrzengo uzyskamy przyjmujac t,=1 (wéwezas
¥,=u=0), natomiast swobodny nieobciaZony kontur wewnetrzny przyjmujac
,=0, a wiec ¥,=n,=0. Przyjmujac wartodcei 0<f,<1 uzyskujemy mozhwoéc
modelowania sprezystego podparcla konturu wewngtrznego.

Je§li przyjmiemy b>a; to rozpoczynamy catkowanie od obcigZonego brzegu
wewngtrznego, & wszystkie uwag1 zwigzane z wartodcia wspdlezynnika ¢, odnoszq sig
do konturu zewtigirznego.

4.2, Spr@z?ysto-pl;asryczny"I:S'tan gi_gtny

W tym przypadku mamy do czynienia z rozwiazaniem zagadnienia dwupunkto-
wego typu 3+2 o warunkach poczatkowych sformutowanych w zaleinoéci od pa-
rametrow z, i #,0 . : C

‘l?=0, p= ZZ‘,, my=(1 —2z) 7,
-(4-3). L L Do S
. u (1— a)X1+taX25 ?_1_1=f Xl—'i'(l'" a)Xz-,

Przez przyque Wspolczynmka Z.=1 iub 0 mOZemy zgodme z 1y8. 2. przyjazc jako
'_umowny czas stanu gigtnego .7, a zarazem jako zakl6cenie kat obrotu normalnej
do przekroju ¢ albo moment my : Z=1,=(p V.11,). Wektor swobodnych w;clkosm
‘poczatkowych ma dwie wspolrzgdne

“4 =X ={n,u "'I_ub {uni},

z ktérych druga jest zawsze umownym. czasem stanu tarczowego.
Wektor warunk6w brzegowych & ma takie dwie wspdlrzedne:

{Y}={Y1’ Yz}a o
“.5) _ Y, =_t,,u+(1—z,,)n1=_0,

Yy=z,¢0+(1- Zb)m1 =0,

“przy czym Y, uwzglqdma sposob podpar01a W plaszczyzme plyty — Yi=u lub Ry,
. natomiast ¥, sposéb podparcia konturu wewngtrznego — Y, =p=0w przypa.dku
"zamocowanego brzegu i ¥,=m,;=0 w przypadku swobodnego konturu,

Jedli rozpoczynamy catkowanie od brzegu wewngtrznego, tzn: dla b>a, to
parametr zakldcenia Z, utoZsamiany z umownym czasem stanu gietnego, b@lee
odpowiadal wartofciom ¢ lub ;. na konturze. wewngtrznym. :

i
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5. PLYTA PRZEGUBOWO PODPARTA

Jako przykiad numerycziy obliczymy obcigZenie krytyczne i ugigcia pozakry-
tyczne plyty- pierscieniowe] o swobodnym wewnetrznym i przegubowo podpartym
zewnqtrznym konturze (rys 6). Jako parametr zaktdcenia stanu tarczowego przy}mle~
my kat obrotu normalnej Z=¢. Réwnomiernie roztozone ci§nienie rachalne jest

Al

- S TS
 ——— S - S 5V R

L a b ' . ¢

_Rys. 6

przyiozone tylko do konturu zewngtrznego. Przyjmiemy, Ze stosunek promieni
konturn wewnetrznego 1 zewnetrznego wynosi bja=0,5. Stale materialowe plyty
wynoszq wspolczynnik Poissona v=0,3, odksztalcenie na granicy proporcjonalnosci

=0,001. Do obliczen przyjeto wspolczynmkl lintowego wzmocnienia izotropo-
Wego 4z przedzmhl {0,0; 0,5 oraz wspolczynmk wzmocmema ‘kinematycznego
¢=0,0 i ¢=0,3333.

Prr=P/2dsp , e  bfa=gs
706 _ G
0600 Pro
—‘-""':x“"‘;::.-m- R A
0 S g -r-“ e —
1558 %%; “"“*Z IR
0500 A W aad B
che ol
-
A=00 e, N
— )
A=i1 \\“{:‘-"»:-. \\e
q400 sl
—_— W %%\
= {J : ) i
0aog i I a“E/h
15 o _ & o 45 45
Rys. 7

Na rys. 7 naniesiono wartoéci obcigZetr krytycznych, odpowiadajacych koncepcii
wzrastajacego W oraz ustalonego U obcigZenta, dla réznych wartedei «smukloscin
plyty a=d/h. Do wartosci a>43 odnosi si¢ rozwiazanie sprezyste opisane hiperbola:

K

CRV  PRT A Tyas

gdiie-K =2,49 zalezy zaréwno od stosunku b/a, jak teﬁ od wartofci v [6].
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W przypadku materialu idealnie sprezysto-plastycznego A=c=00 i krzywe
P (@) Zblizaja sig asymptotycznie do prostej, odpowiadajacej noSnosci graniczne]
tarczy. Nodno$é tg mozna obliczy¢ z rownania przestgpnego [4]:

5.0 . a V 2 [I/E (7! ¢ ]/ 4 1)]
. —= ex —-—arc -1,
G2 b —pat+ V- 3p? Pl 2 5 3p7

z ktérego wynika, ze dla bja=0,5 obciazenie krytyczne wynosi p,=0,558.

Rozwiazanic uzyskane ze wzoru (5.2) odpowiada pelnemu uplastycznieniu
plyty w stanie tarczowym, tj. c=¢/(@—bh)=1. Plyta moie utraci¢ statecznosé przy.
zasiegu strefy plastycznej znacznie mniejszej od 1, zaleZnej od «smuklofciy phyty
a=d/h. Na rys. 8 pokazano zasicg strefy plastycznej c (@) dla materiatu idealnie
sprezysto-plastycznego oraz ze wzmocnieniem izotropowym o A=0,1 w zaleznodci
od koncepcji U fub W. '

c=T/a-b A=c=00
10w o I
~ - !
” -‘\\ ‘A a1 ﬁef p_l' 1
—y o~ A=01 ab | b ]
06 A N A

e
L

S
y A=Q0 \\\é\ sl

~
S

02 e
_———u S _
L _
a ' 1 ] Q‘&/h
% 30 w43
Rys. 8

Obliczenia potwierdzily przewidywania, e w otoczeniu punktéw bifurkacii
stanéw réwnowagi typ wzmocnienia (kinematyczne lub izotropowe) praktycznie
nie ma wplywu na rozwiazanie. Z tego wzgledu w tablicy 1 przytoczono rozwigzanie
tylko dla wzmocnienia izotropowego.

Tablica 1
W U
“ A=00 | A=01 | A=00 | 4=0,1
15 F o034 | 0568 | 0555 | 0,605
20 0537 | 0554 | 0550 | 0,569
25 0514 | 0,528 0537 | 0,555
30 0481 | 0,490 0512 | 0,52
35 0442 | 0,447 0468 | 0472
40 0398 | 0398 | 0410 | 0410

Na rys. 7 i w tablicy 1 podano wyniki dla plyt o @z 15. Jak wynika z wykresu
dla koncepcji U i materiatu ze wzmocnieniem przy smukloSciach a<20 obciazenie
krytyczne zaczyna szybko wzrastaé. Plyty o takich smukloéciach sg juz dod¢ «grube»
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{dla a=20 stosunek (@—b)/h = 10] i przyjete na poczatkn zatozenia przestaja obowia-
zywaé. Obok wplywu sit poprzecznych nalezy dla takich plyt uwzgledni¢ dodatkowo
efekty nieliniowe, wplywajace na uplastycznienie, jak wykazano w pracy [7}.

p=F/2ds, a=30, bla=05
158
U ,-—“"‘"ﬂ
—
“'”’
54 /”’_ ]
aso /,/"‘ -
/
g4 .
a1 gz 03 a4 a5
- A
Rys. 9
250 p=P2ds, . a=30, bia=05
' osat _A A=05; c=0333
g ‘T{\' ,;’r_._ ‘/; / A=Qg,'c=0,335
N T . ~
g4 b : A
G837 TN NS L7
A T U %
\ “'--_________//
050 N i -
AN
3
- A=02; e=00
[~ !
i ey
! 040
-7
—_—W
\\ —
q3a S Fogo
= A=0; c=0
a 2 4 & 8 o G B
03z g64  gas 127 18 w=m/h

Rys. 10

Na koelejnym rysunku 9 pokazano zaleznos¢ obciazenia krytycznego od wartoscl
wspolczynnika liniowego wzmocnienia izotropowego 4 dla plyty o a=301 bla=
0,5. Zaréwno dla koncepcji wzrastajgcego jak i ustalonego obciaZenia zaleznosci
sa zblizone do liniowych.
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Uwzglednienie nieliniowosci geometrycznych- powoduje, Ze zamiast linii pozm--
mych, wychodzacych z punktu bifurkacji dla koncepcgl U, otrzymujemy krzywe na-
plaszezyznic py, Z (rys. 10).

Nicliniowo$ci geometryczne powoduja, Ze rozwigzanie otrzymane wedlug kon-
cepeji W nie zmierza asymptotycznie do proste], uzyskanej wedhig teorii matych
ugieé dla koncepcji U (a wige do stycznej poprowadzonej w punkcie bifurkagji dia
koncepeji U przy uwzglednieniu nieliniowosci geometrycznej). Na rys. 10 zaznaczono
linia przerywang rozwigzanie wedlug teorii matych ugig¢ dla roznych wartosei wspol-
czynnika wzmocnienia izotropowego A.

Przy wickszym wzmochieniu istnieje mozliwoée «przeskoku». Widaé to wyraznie
na krzywych odpowiadajacych wzmocnieniun izotropowemu 0 4=0,5 lub kinematycz-
. nmemu o ¢=0,333. Oba wspdlczynniki wzmocnienia dobrano w ten sposob, aby nie
bylo réznicy w stanie jednoosiowego rozciggania. Obliczenia wykazaly, e dla dosé
duzych ugie¢ (w<0,8 /1) praktycznie nie ma zadnych réimic w wynikach uzyskanych
dla wzmocnienia izotropowego (A4=0,5, ¢==0,0) lub kinematycznego (4=0,0,
¢=0,333). Réznice pojawiaja sic w momencie wystepowania wtdrnych uplastycznier
warstw wezedniej odcigzanych. Niezaleznie od wartosci wspotczynnika wzmocnienia
wystapily te same ugiccia wy=w/h dla' odpowiednich parametréw wWymuszenia
Z=g,, dzicki czemu mozna bylo nanies¢ je na osi odcigtych. '

Obliczenia wykonano w Ofrodku ETO Politechniki Krakowskiej wediug pro-
gramu napisanego w jegzyku ALGOIL 1204

6. UWAGI KONCOWE

W pracy podano dosé ogdlng metode numei;ycznq; ktéra zezwala na obliczanie
nie tylko obciazen bifurkacyjnych, ale takie na analize stanu pozakrytycznego.
W tym ostatnim przypadku moZna ja uwazaé za pewng komtynuacje pracy [9].
W literaturze brak jest opracowan dotyczgeych pozakrytycznych ugie¢ sprezystych
plyt pierécieniowych. Stosowanie przyblizonych metod analitycznych, opracowanych
dla plyt kotowych [1, 21 11], jest utrudnione ze wzglgdu na wiekszg liczbe parametrow
opisujacych geometrig oraz warunki. brzegowe plyty pierscieniowe;.

Dodatkowa trudnoscia przy obliczaniu obcigZenia bifurkacyjuego jest nlejedno-

. rodny stan tarczowy, kidry powoduje, ze brak ]CSt bezposx ednich rozwiazan nawet
w zakresic sprezystym.

Wymienione trudnofci mozna stosunkowo latwo pokonaé W proponcwanej me-
todzie przez wykorzystanie pamigei komputera dla zanotowania stanu tarczowego
w przypadkn obliczania obcigzenia bifurkacyjnego lub historii odksztalcenia w przy-
padku analizy stanu pozakrytyeznego.

Metode zweryfikowano na przykiadzie plyty przegubowo opartej wzdluz ze-
wetrznego konturu i o swobodnym wewnetrznym brzegu. Obliczenia ograniczono
do przypadku ustalonego stosunku b/a=0,5, majac na wzgledzie glownie weryfikacie
metody. Opracowany algorytm zezwala na realizacjg roznych warunkéw brzegowych.
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Mozna réwniez uwzglednié ba,rdzwj ztozone wlasnofci materiatu (np. wstepna orto-
tropig [10]). . : i

Wprowadzenie parametru zakldcenia Z zaleznego od wartodci obcigzenia umo-
sliwia obliczanie plyt mimoérodowo #ciskanych. Przez .rozbudowanie prawych
stron réwnafi mozna rowniez latwo uwzgledni¢ wstepne niedoldadnoscl.

Rozwazania ograniczono do przypadkﬁ kolowej symetrii zaréwno stanu tafczo-
wego jak i gigtnego. Jak wykazuja obliczenia wykonane dla zakresn sprezystego,
podstawowa, (najnizsza) sita krytyczna moze wystapi¢ przy niesymetrycznych for-
mach utraty statecznosci -—pomimo Kkolowo-symetrycznego stanu tarczowego,
Istotng rolg odgrywaja tutaj warunki brzegowe oraz stosunek promieni b/a.

W przypadku przegubowo podpartej plyty (o schemacie takim, jaki byt podany
w pkt. 5) podstawowym stanem w zakresie sprezystym jest stan kotowo symetryczny
niezaleznie od wartodci bfa. Z tego wzgledu w przykiadzie numerycznym za.jtghsmy sig
wiagnie taka plyta majac na uwadze e zastosowania praktyczne

Oczywiscie nalezy zbadaé, czy podane wnioski poprawne dla zakresu sprqzysteco
majg zastosowanie poza tym zakresem. Bedzie to mozliwe dopiero po opracowaniu
odpowiedniej metody i algorytmu dla obliczania niesymetrycznych standw, kotowych
i pierfcieniowych plyt sprezysto-plastycznych. B '
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Peztome

MMPONONLHBIA WM3THE WU CBEPXKPUTHUYECKHWE IIPOI'ABBI VIIPYTO-IIIACTH-
YECKOU TPEXCIGHHON KOJBLEBOW IACTUHKA

B pabore maeTcs oOumi MUCIEHHBIH METOZ pacdera KPHTHICCKHX HATPY30K- YIpPYro-MIacTH-
YeCKHX KONBLOCAHIX ILUIACTYROK, 4 TAKIKE AHAIH3 CBEPXKPHTHYECKOrO COCTOAREA.

TIpEEATO, YTO NNACTHARKA AMEST COUCHME THHA ,,Sandwich™ ¥ M3roToBNIeHEA U3 MATEPHAIIA C JH-
HelHbIM H30TPONHEM B KEHEMATEICCKEM YIPOUReHReM, B IpeqmaracMoM MeTofe MCIo/B30BAHE.
HAMATE BEMNUCIATEABHOM MANIMHA JJI8 SAIHCKH PacOpelelicHws HanpsokeEmH m pedopmaimit
IUIOCKOTO COCTOAHEA. B pafoTe OnpefenAoTcs KPATHISCKHE HAIPY3IKH COTNEACHO KOHUENNHHA
BospacTatomeil Harpyaci Hlaunes ® ycranobupMedtcs Harpyskn Kapmana.

T'paEM9pble YCIHOBHS B MAOCKOM W W3IACHOM COCTOSHHAX YAOBIETBOPEAE! HTEPANHONHO, 3aMe-
HI5 KPACBYIO 32589y B 33324y ¢ HAYAMLHEIME yCIOBEMY ¥ nprMessa hopMymer HuroToma-Padcona.

Ji peaymsanpd #H3rEOHOIC COCTOSHAA TPSAOONOMEHO MANOe BOIMYINCHHC M3 INOCKOFQ
COCTORHMSL. . !

PaccyXIeHEs OTPAHRMIIACH CHMMETPHYNRME GOpMAMH TPONONLHOTO MITHOA, & B npHMEpe
YIPHEATA MIIACTHHEA ¢ TAKHMH IPaBNYHBIMA YCIOBHAMHE, IPH KOTOPEIX PACYATAHHAN HATPY3Ka ABJIg-
€TCH HAMMEHSLIAM {(OCHOBHBIM) KPETHUECKEM [aBICHECM He3ARACHMO OT OTHOIICHESA Paluycos bf4.

B auanuze CREpRKPHTHISCKHEX COCTOSHEN YHCT TCOMETPHIECKHK HeTHHeHIOCTeH NPHBEN K TOMY,
UTO BMECTO TOPHE3ICHTANBHEIX JHHHNE HCKONMNAX ®3 Toukd OHNQYpEanwH, ANd KOHIESIHH yCTEHO=
BEBIcHicH HATPY3KHE, IOIYIacM KPHIBHIC HA TIOCKOCTH { Prp, Z) 3ABHCAIHE OT BEIRIHHE YHPOUHCHNS,
THO yOpouHeHHs (M30TPONHBIY MM KHHEMSTHYECKU) BMeeT BIMAHES H3 PE3YILTATHL NHIIE IIDH
SHAYMTENBHER NPOrEDaX B MOMERT IOSBICHAI BTOPWIABIX HIACTHYCCKHX TEYSHdi.

SUMMARY

BUCKLING AND POST-CRITICAL DEFLECTION OF ELASTIC-PLASTIC SANDWICH
ANNULAR PLATE

In a paper a general numerical method of caleulations of critical loads for elastic-plastic circnlar
plates and an analysis of post critical state is given. It is assumed that a plate has sandwich type
section and is made of linear isotropic and kinematic strain-hardening material. In a method
proposed the distributions of stresses and strains for the plane pre-buckling problem are stored in a
coputer memory. The critical load is calculated according o the conception of Shanley increasing
loading and Kérman stationary loading.

The boundary conditions in pre-buckling and membrane states are satisfied iteratively by
replacing the boundary-value problem by the initial bqundary—vatue problem and applying Newtbn,—
-Raphson formulae. To reach a membrane state we assume the small disturbance from the plane
pre-buckling state. The considerations are restricted to symmetric buckling. In a plate example such
boundary conditions are assumed that calculated load is the lowest (fundamental) critical pressure
independently of the ratio of radiuses b/a.

The influence of geometrical nonlinearities in the analysis of post critical states has caused that
instead of horizontal lines issueing from the bifurcation point in a conception of stationary leading
we obtain on the plane (pw, Z) the curves dependent on the value of strain-hardening. A type of
strain-hardening (isotropic or kinematic) has influences until significant” deflections occur in
a moment of secondary vieldings.
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