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O ROZWIAZANIU TYPU PAPKOWICZAuNEUBERA
W ZAGADNIENIACH MECHANIKIT OSRODKOW
WIELOSKEADNIKOWYCH

LJILRUSZCZY CKI (KIJOW)

w nlnlejszej pracy w ramach teorii Gleena-Naghdwgo rozwazany jest problem przedstaw:ema
rozwmzama podstawowego uldadu rownan w postaci zaproponowanej przez Papkowicza i Neubera
i wykorzysiania rozwigzan fypu Papkowicza-Neubera w teoru mieszanin dwoéch clat sprezystych,

1

Teoria mieszaniny wzajemnie dyfundujacych materiatéw oparta na nowoczesnych
podstawach mechaniki ofrodka ciaglego opracowana zostala przez RACHMATU-
LiNA [2]i TrRUBSDELLA [9, 10]. Jej wariant dotyczacy termodynamicznych i kine-
matycznych charakterystyk mieszaniny jako oérodka niejednorodnego przedstawili
GREEN i NAGHDI [3, 4]. Mieszaniny dwdch ciat niejednorodnych byly rozwazane
w szeregit prac (GREENA 1 STEELA [5-8]. Problem okreflenia w rdéwnaniach
konstytutywnych nowych wspélezynnikéw charakteryzujacych wzajemne oddzialy-
wanie skladnikéw mieszaniny zostat oméwiony w [8]. W pracy niniejszej zapropo-
nowane zostaly proste przyklady. Przeprowadzone badania [1, 8] wykazaly, Ze

- teorfa Greena-Naghdiego moze w zadowalajacy sposéb opisywaé zachowanie sie
jednorodnych mieszanin, w szczegblnosci dwuskladmkowych stopéw 1 okreslonej
klasy materialéw kompozycyjnych.

W niniejszej pracy w ramach teorii Greena-Naghdiego rozwazany jest problem
przedstawienia rozwiazania podstawowego uktadu réwnai w postaci zaproponowa-
nej przez PAPKOwICZA i NEUBERA i wykorzystania rozwiazan typu Papkowicza’
-Nenbera w teorii mieszanin dwéch cial sprezystych,

Jak wykazano w [6] podstawowy uklad réwnan, opisujacy naprezeniowo-od-
ksztalceniowy stan mieszaniny, posiada postaé:
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Orazt

i
(1.3), = ) (ug‘?)k + u(n‘t)l ,  ha= uil); - u%}c ,

. ~ - _ _ P .
gdzie 7; =% ¢, T=p10%2 Eﬁ)*‘!’z L2 8,(,,1,), Pa™ ';; p=p-+p, oraz gdzie ol (x5, X2, X3),

89 (31, X5 X5)y g (%1, X2s Xa) oznaczaja dla kazdego skfadnika o odpowiednio
skladowe tensora napreZenia, tensora odksztateenia 1 wektora przemieszczen;
o, = A3 — Ay OZNACZAj3 poczgtkowe naprgzenia normalne, F# — skiadowe gléwnego
wektora sit masowych przylozonych do jednostkowej objgtosei skiadnika o, di;
jest symbolem Kroneckera; A, i, i p, 54 statymi Lamégo a-tego ofrodka, a A,
Aas As, Ha OZnACZAja stale charakteryzujace wzajemne oddzialywania skladnikow.
Tu i dalegj a=1,2; i,k n=1,2,3.

W dalszych rozwazaniach wygodnie] bedzie przedstawié réwnania (1.1)— (1.3)
w formie wektorowej, przypominajacej réwnania Klasycznej teorii spreZystosci
Lamégo ‘

(1 —25) V2 ap (g + Ay + As— @2 P2) graddivu(” +

1.4 (s +hs) VUP 4 (g + A3 —As— %2 py) graddiva® +p, F =0,
' (12— 45) V2 a4 (pg + A+ As 0t 1) grad div ul® 4

+ (s +25) V2D +(pa+ A — A5t ot 72) grad dive'd 4+ p, F» =0.

Ogélne rozwigzanie ukladu (1.4) poszukiwane jest W postaci:

. . Bg=1
1.5 ul = 2 (Azpsq8md CRanE Xy +Bopsa¥? )

. = ‘ |
gdzie A,, B, s3 statymi, r jest wektorem wodzacym punkiu, [=1,2,3,4. Zadajac,
aby funkeje (1.5) spefnialy tozsamodciowo réwnania (1.4), wyznaczamy stale Ay,
B, oraz otrzymujemy warunki, przy kt6rych poprawne jest przedstawienie (1.5).
Mamy zatem A;=1

_ 2Q2p1+A;~%2Pa) o 222+ Azt o2 P1)
! ﬂ1+/11+15—°52ﬁ2 ’ 2 ﬂz+32+15+°ﬁzﬁ1 ’
_ 223+ Ao, Ps) _ 2(Q2us+A3— 2P0
? st Aa—Astosfs’ * Uzt Az —As— 0 fy )

Stale powinny przy tym spetniac warunki

_2H1 +AL 0P N fi~As 24+ Ay F oz Py — Ha—As
2uy Aty Hatds ’ 2s+As— 2Py Hatds '

(1.6)
Funkcje ¢®, $ znajdujemy z rozwiazania réwnan Poissona

P P2

re T , B, V2 ga(z) = r P2 )

(1.7) B, Vig0=
- LY Hi—4As Ha=As
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1.7 B,V p¥ = ‘ x
(lc.d.]) VP (11— As) (2 — /15) ~{(ps+As)*
(u )?
l—é‘ﬁ“mr F — (e, — ﬁvs)Pzr-F(")]
B4V2¢(4): ! M |
(1 —As) (2 — As) — (15 + As)?
(2 — A5y
l(ﬂl —As)p x-FD "*ﬁ:':l_‘i's_Pzr F |,
) P . P2
2=~ F(1) 20;(2) = (2)
BT, T BT T
oraz
By V2= 1. >
‘ (a1 —As) (12— As) — (pta + A
(pt—As)?
(1.8) [‘L;_;_; /1 (1)’”“()“2’“/15)!72 F2
By V29 = ' 2 x
" (1 —As) (2 — As)—(us + A5

(#2—2s)
"[(#1"15)!’1}“(1)_723_]%/72["(2) .

Zatem rozwigzanie ukladu réwnan (1 4) przy spe}memu warunkéw (1.6)—(1.8) jest
typu Papkowicza-Neubera: :

(2#1'1'"11 fxzpz)
bty —ayp, e L!»‘3’)

um—-—gTad(go“)}r-}I)(I“-}—
Lo . S 2Qps+Aat oz pn)
(L9 ‘ - — -
- : : : o Haths—As+ oz Pz

2Q2ua+ Azt ey py)
Hatdyt+As+ay Py

q_,(z) + grad ((0(4) + ¥ q,(:a)) —

_ 2Qus+ A3 — o2 p4)
PaFdg—Ais o3 Py

G 7.."‘1'(—2} :(grad (¢@ 4 r@)—

L2

[N

: “Rdzpatrz-n-ly jeden prosty przypadek rozwiaczaﬁia (1.9). W tym celu wprowadZnmy
-_cztery funkc_]e harmomczne x (xl, Xs, X3), Przyimijmy w réwnanio (1.9)

gp(r) =W, yP=0, 49

_ 1_-::Wb1erzmy state tak by. naprgzenia styczne znikaly na plaszczyzme x3=0.
. Wzory dla przemieszczen poszczegolnych sk’fadmkow przy_]mq zatem nastqpujch
postac ‘

E R R ,x_
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D =y )+ x5 35, +ma 2+ x5 23
(1) =my x(l) o+ X, x(3) +ny x(3) +xy Xf%)z R

1 1
(1)—3—19 x‘“+xsx ht ) BSX@)‘!'x?:xE?S’

2.3)
| U2 = 1y 3D+ %5 1y Hma 1% x“?l,

©D=m, X(z) +X5 X(?z + iy x“) +X3 X, o

1 1
U = ‘EB X(2)+x3 X(Z) +— 3 B, x(4)+x3 sz)s

7, warunkow (1.3) okreSlamy tensory &2 i hy, a nastepnie z réwnan {1.2) niesyme-
tryczne tensory naprezenia ag';? W rezultacie otrzZymujemy

2 1
o)=—ar+2p1 [XSX Dratxs X3Pt P +}-1+15 —apn (X(lz)l ar Xf?z) +
o ( . )] {
3 - G +2ps 1 x +x +
s+ Ag— As+ 0y P X X3 pis | xa X B s 1, i

+ to—4s (X(z) ) 42 ) +
.“z‘|“)vz+7ts+°€2p1 tH 33

M3
+ #aths (x(di) _L % )]
M3t Az —As— o Py
! —A Ay
145
oS3 =—a+2i1 [xs K Dns x5 2 Fat Y N R (x‘? “";;—x(”)-’r
HatAs ( AL
-} — (3) (3) +2 X (2} +x (4} +
s+ Aa—As + 3P X2z 1 X3 Ha | X3 X 522V X3 X, 322
(2.2) [ ( @2 )
+ — 2 @)+
HotistAsdaspy A.22 X 33

- patds ( ‘;)z_m’l_x@))]
UatAz—As— oz Py Ha

p1—4s Ay
o) = — 2 [x (3)  — (1 + _m) L&) -
O — oty + 2001 | %3 X Fast % X 35s PSR P ALY

Hat+is A
B st As—Astoap (1+ M )1(33);:.]4'2#3 [xsx%)“'{'xs){%)as_
~ 2

AS — ( +_3) %)a—
ﬂ2+lz+}~s+°°2;01 pal™

- baths (1 + —l—) x“é’s],
patAs—As—op Py Ha

(xax 331+xsx‘%’31)+2ﬂ3(x5x‘2’ 1+ X X, - lsa:x 135

g

163 U, |
13—
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(2.2) (1) Ve 2y (%3 X(ssl + X3 X(eé)a 1)+ 25 (x3 X(?ﬁ +X3 X,(43')31) +As o x,(?g >

fe.d.]
o8=2u, (xsx 432 +xa)((332)+2.u3 (x:a)( ot X X(‘;)az)—/lsalx(gsa
053—2;&1(363,“{ 332+x37€.’ 332)"‘2#3(3‘73)( 332"‘3‘7325 asz)”’i‘AL a:x 23’
. e As
M_ Do (x M) ax. 4D ; 6
013 =037 Hi\X3 X 521 3 X, 321 it Ayt s — g P Xt
HatAs
Hat Ay —Ast o pa ?C('dz)l)-i_‘?qu3 (x3 XJ(?M X3 xf‘?za +
+ _’15 x(z) + ﬂ3+2‘5 x(4))
OathgtAs+o,py P pa Ay —As—apfy
gdzie

a:x” =(B; yV+B; ¥ -B, )C(z)—B:t/Cm) 3.

3

Zostal juz tu wykorzystany warunck:

o)+ (2) =2(u1+ps)(x; X(ia)sm +Xx3 X(a) 2+ i) (x5 X(za)aa +X3 X, e
i okreflone zostalo my;:

1~ As Hy—As
= i 1y, = — s
VoAt As—anpy’ P i tAs+ap,
Hs+As U3t s
mg = =

— s Mg = .
Batis—As+o,p, P patAa—ds— oy

Wzory na skladowe tensora naprezenia ¢ otrzymujemy z odpowiednich réwnai
(2.2) przez zamiang wskaZnikdw 1, 2, 3, 4 przy g, A, y na wskazniki 2, 1, 4, 3
(zakladajac ps =gy 1, wykluczajac wskazniki oznaczajace rézniczkowanie).
Zadajge, by funkcje x(’k)sg R x(g 2 Przy x;—0 byly ograniczone, otrzymujemy wspo-
mniany wyZej warunek znikania naprefefi stycznych na plaszczyim'e x3=0:

0'13 (xln X2, 0)+‘7(2)(x1, X, 0)=0,
0'23 (xl: X2, 0)"‘0'(2) (3¢, x5, 0}==0.

- W tym przypadku naprezenia czeSciowe i przemieszezenia normalne na plaszczyzmc
x; =0 przyjmuja postaé:

052 (x4, %2, Q=03 (x4, x,, 0)= — Y (xl, X3, 0)= — 05 (%1, X5, )=
(2.3) =2s(By X s )s+ B, X(E;)s -~ B, X(z) —B, X(‘;)s)xf 0>
83 (%1, %2, V=03 (x4, x5, 0)= —0(1)(751: X3s 0)=— 052 (x1, X3, O)=
=As(By x%s 1By x5 By x5 — Ba X =0>
a3 (x, X2, 0)=— 0, —2 (1 + Ay) (my X(l) +ia X(Z)S)xa_- —
249 —2(u3+A3)(m, X(z) +my Xf?a)xa 0

053 (%, X2, Oyt — 2 (15 + A} (1, X(z) +m4x 3a)xa—0”“
—2{ps+2A4) (4 X(l) +m3x 33)ey=0s
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u(si) (x4, Xz, O)= _5 (B: ngs) +B; ){,(%))xﬁo .

(2.5)
1 _
HELZJ (xla X2s 0)= 2 (BZ XS%)'{‘BA- Xf‘;))xsn() .

Zatem, jesli na plaszezyznie x; =0 dane sa naprezenia normalne i styczne P9 (x4, X2),
t, (x1, X), to funkcje »'" znajdujemy z rozwigzania réwnaf Laplace’a V2 y®=0
7 czterema warunkami brzegowymi (2.3) - (2.4) lub (2.3)-(2.5). '

W dalszym ciagu beda nam potrzebne niektdre wzory na przemieszezenia (2.1)
i naprezenia (2.2) napisane w ukladzie wspotrzednych walcowych (7, 0, 2):

) | 3
D =D+ oD mi P ms D5

z z iy My
1y —— (1 Y ¢ IO RN ¢ § D TR £
L fﬂ)z-l_ P Xfez_!_ - XaT v X,a)s

1 1 :
u=zy otz (2 + ) By P+ T By 47,

(2.6)
o0 =241, (28, + 2 + 24t (22 D+ 2A ) — As e X2

Z 4 4 1 ‘
2 2 4 1
Ut(i'? =4y (T Xflf;)zz ¥ ngé)zz) + #3_ ( r xszﬂ)zz r XE G)zz) — As Y Xf?z E

p1t+s ( A
W o2 l W 4@ TN DV C
O-zz | 0"2+ ,u1 Zx.zzz'l"zx,zzz l,(_‘_'{“/ll'{‘ﬁls_mzﬁg., ‘u]_ x,zz
Hat+As ( A )
Habdg—AstHaa Py 1 Koo Hs‘ Aywua Tk
s (H__}“i)xm e
pat Ayt Astea Py s 1

- pst+As _ (1 + ﬁ) X(4)]

_ ' _#3'?"13”*/15—0'-2191 us 1%
Analogiczne wyrazenia dla drugiego skladnika otrzymujenty Zamieniajac we wskazni-
kach liczby 1,2,3,4 na 2,1,4,3, 2 W wyrazeniach dla naprezen stycznych znak
przy As na przeciwny. . C

3 , o
Niech na powierzchnig brzegu z=0 péinieskonczonego ciala dziala osiowo-sy=
metryczne - cifnienie normalne. Przyjmijmy _ :
o : N, :
In(r, +z+a), g‘”%mﬁm(r#z—l—a),

ved) t
X T ——— i ——e
da(p, +A) By

X(a):Jg-l_-_u_ln(,.' tzta), x(4)=-—-——2—'——-ln (r.+z+a);
dm(puy+A)Bs - * © 1 An(atA) B Y

@3.1)

gdzie r2=r*+(z+4a)?, a N, nalezy okreslic w procesic rozwigzania.
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Wyrazenia dla przemieszezenl otrzymujemy podstawiajac (3.1) do wzoréw (2.6).
Wszedzie tu nalezy skorzystaé z wlasnosci symetrii przyjmujac x(f,) =0, W rezultacie
otrzymujemy

‘ N, [rz( 1 1 ) 2m, (1 z+a)]
V= -} 4 ¥ -
! dn(u+A) Lri\By Byl By \r rr /1

N, rz {1 1 2m, {1 z+a
U= — el — e —= ,
dr(p,+A) Lr, \ By~ By By, \r rer,
N z(z+a) | 1 1 2
ulh = L [ ¢ 5 ){M+-)+_:|, U =0,
dm (g +44) r, \ B, B, r,

+D = Ny [ z@ta) (_L + i) + E_] @ =0,
CE Am (gt As) rd B, Byl rl 0

(3.2)

Naprezenia na plaszezyZnie z=const przyjmujg nastgpujacqy postac

o1 N 1 1 S Ha N 1 1 z  3(+a)?
INTEOTN TN
213 ﬂ1+'11 Bg_ Bs ﬂz“}"ﬂ}z 'BZ B4 f"* I"*
+(N1 my +_Nz L) #3"‘/13) z+a
2n By 2% By fiatis 2
(3.3) o[ mN (1 N, (1 1\]{z 3(G+a?\
a<2)=———[ LRk (-—+—)+ kit (——+——)] (—3——(""%)4*
' = 2riptA \By By Hatiy \ B, By P o B
- (o s saths | B ) zta
2 B, w+A, 2m B,

oP=0, oP=0. .

F

W ten sposdb pola przemieszezeni (3.2) spetniaja warunki brzegowe na powierzchni
ciala z=0, ktdre na podstawic (3.3) przyjmujg postad: :

P O= Dm0y gy

x( H1—As Hatia ta—4s )
2 tAi—an s T pats 2#2‘4‘22‘1‘05251 g

34 .

a
PR ()= "(0;? 20 27(r* +a?)? % .
(.us“f‘ﬂs A #_2_'/15 )
R N, — N,
Ay 2+ A —as Py 2M2+A»z+0¢z.f_’1

- Oznaczmy - przez S, ‘ogdlne wielkosci sit przylokonyeh na czésel e—tego sklad-
- nika mieszaniny Wys_t@pujqce na brzegu na plaszczyznie z=0:

T2m m o]

Se= [ [ P@GYrdrdp=2n [ P®()rdi<oo, - . -
0 0 D
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W konkretnych zadaniach wygodnie jest dawac catkowite sity sumaryczne S=5; + .55,
natomiast wiclkosé charakteryzujaca rozklad udziatu catkowitej sily na poszezegdlne
skladniki nalezy okredli¢ z dodatkowych rozwazan fizycznych, na przyklad proporgjo-
nalnie do objetoSciowej zawartosci skladnikéw w mieszaninie.

7 warunkéw (3.4) okreslamy stale

1 —A +4
N, Hi1 5 ( Ha 3 S1) ,

A 2 A =P T ity

1 —A +1
Ny=— Hs—4As _ ( 1_.“3 3 Sz),

A 2pyti+oapy tat s

4

_ (1 —2As) (2 —As) ( _ (ua+ Aa)? )
(2uy+ A= o 02) Qpra s+ mz_ﬁi) (s +A) (e +22) 1

4
\
i

Na tym konczy si¢ rozwiazanie problemu.

Przy a—0 otrzymujemy uogdlnienie zagadnienia Boussinesqua na przypadek
materiatu bedacego jednorodna mieszamng dwoch materialéw sprezystych.

Analiza rozwigzah (3.2) 1 (3.3) wykazuje, Ze uwzglednienie wzajemnego wplywu
skladnikéw mieszaniny w procesie odksztalcenia prowadzi do zlozonych zaleznogci
pola czesciowych przemieszezefi i naprezefi od wiasnosoi zmieszanych materiatow
sprezystych, danych sit powierzchniowych i statych fizycznych, opisujacych procesy
oddzialywania pél naprezeri i odksztalcen skladnikéw mieszaniny.
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PesmwomMe

O PEMEHAM TUNA DATIKOBUYA-HEWEEPA B 3ATAYAX MEXAHWKHA
MHOI'OKOMITOHEHTHBIX CPEJ

B pabGoTe B pamuax Teopuu I'pmaa B Haxmum maydaercs RODPOC O NPSACTABICHHE PEHICHMS
OCHOBHOH CHCTEMBI YPAaBHEHHWH B BH/E, npemioxenHoM [anxosmuem i Helibepom, 1 00 renonsszo-
panEd npeacTapicEns Tana [MTanxoemya-HeliGepa B Teopum cMecH aBYX YUPYTHX Ted,

, SUMMARY

ON THE PAPKOVICH-NEUBER TYPE SOLUTION FOR PROBLEMS OF MECHANICS
OF MULTICOMPONENT MEDIA

In a frame of Green-Naghdi theory a problem of solution of governing equations by means
of Papkovich-Neuber representation is examined. Application of Papkovich-Neuber solution to
the theory of mixture of two elastic bodies is given.

INSTYTUT MECHANIKI
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Praca zostala zloZona w Redakcii dnia 30 stycznia 1974 1.






