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ZAGADNIENIA TERMOSPREZYSTOﬁCI W TARCZACH
MIKROPOLARNYCH

KRYSTYNA MAJORKOWSKA-KNAP (PLOCK)

W pracy rozwaza sig zagadnienie napreZen termicznych w tarczy prostokatnej poddanei dzia-
taniu pola temperatury na brzegach. Zagadnienie rozwiazuje sie w naprezeniach przy uzyciu funkeji
Airy’ego-Mindlina, wykorzystujac zastosowanie pojedynczych i podwdjnych szeregéw Fouriera.

1. WPROWADZENIE

- W niniejszej pracy rozwazaé bedziemy liniowy, termosprezysty oSrodek mikro--
polarny poddany dzialaniu temperatury.
Za podstawowe rdwnania przyjmuje sie:
I. Réwnania réwnowagi, ktére przy pominieciv sit i momentdw masowych,
maja postaé [1]
(1.1) o G5,;=0, €Ot =0, i,L,k=1,2,3,

gdzie symbol €, oznacza alternator Leviego-Civita.
2. Réwnania konstytutywne

G ={p+ o)y, H(p—a) v+ Ay —90) 6y,

(L.2) _ .
p=(+e) Ky +(y —3_) %5+ Broa 055,

gdzie

(1.3) Vi =Ui ;= C: P, Kp=@ ;.

Symbol 6;; oznacza delte Kroneckera, wiclkosci g, 4, «, f, 7, ¢ sq stalymi materiato-
_wymi mechanicznymi, a wielko§¢ v=a, (31+24) jest stalg zaleinag od whasnodci
mechanicznych i termicznych, «, oznacza wspélczynnik liniowej rozszerzalnosei
cieplnej. Zmiana temperatury 0=7—17,. '

3. Uogdlnione zlinearyzowane rdwnanie przewodnictwa cieplnego, ktére
w przypadku stacjonarnego przepltywn ciepla przyjmuje postaé ’
(1.4 Vig= ——pK,

k

gdzie' W oznacza ilo$¢ ciepla wydzielana przez umieszczone w ciele #rédio ciepla,
odniesiona do jednostki objetosci oraz k wspdlczynnik przewodnictwa cieplnego.
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Eliminujac z réwnaf (1.1) napreZenia oy, i ji; przy wykorzystaniu zwigzkdw
(1.2) i (1.3) otrzymamy uklad réwnaf rézniczkowych [1]

(1.5) (it+ o) Viu+(A+ p—a) graddiva+2erot p =7 grad 8,
A (v+e)V2 e —dap+(f-+y—s)graddivep + Zarotu=0.

Mamy uklad siedmiu réwnan (1.5) i (1.4) z siedmioma niewiadomymi: trzema
skladowymi przemieszczenia u, trzema skiadowymi obrotu ¢ i temperatura 0.
Warunki brzepowe zwigzane z réwnaniami (1.5) i (1.4) przyjmujemy w postaci

{1.6) pi:’gji"j=0: my= =0, f=y(x), =xcd,

gdzie A oznacza powierzchnig brzegu.

2. UoGOLNIONY PLASKI STAN NAPREZENIA

W tarczy o grubosci 2/ uogoélniony plaski stan naprezenia bedzie wywolany tem-
peratura 0 (X;, Xa, X3) 0 rozkladzie symetrycznym wzgledem plaszezyzny srodkowej.
Stan przemieszezenia i obrotéw bedzie scharakteryzowany przez érednie wartosci

wektordw:

2.1) W=, 05,00, @'=0 0 03).
Stan odksztalcenia okrelaja tensory vh it o skladowych
(2.2) H= s Vaa)s  Kp=iGs. o f=1,2.
Stan naprezenia okredlaja tensory o~ i p” o skladowych
2.3) ah=aly, 1= 1), o =12,
ktére spetniaja rownania réwnowagi

(2.4) 0:3,a=0, saﬂcr:ﬂ—i-,u:s’ﬂzo, w, f=1,2;

symbol &, oznacza symbol Ricciego.
Réwnania konstytutywne przyjmujg postal

Jj‘: =(pu+o) ?ji +(p— o) 3’?} + ()‘“?::k - ‘_’B*) S5,

{2.5) . M PR ..
=ty (y—e) i+ frgdn,  Li=1,2,3,
sdzie
G 1 I“!
0" (xy, xz):ﬂ J O{x1, %2, X3) dx3
—h ’
Oraz

-{{mzi:i:}z_:k_*'_‘*_*_*_*_*:,___0
O33 =013 =03, =033 =0,3= 811 7 H15= Hoy T Hop= Hza =Y.
Réwnania geometrycznej zgodnoéei maja postad
e 3 Ed ﬁo
Var, 17 V1,2 K13="Y,
£ T w
{2.6) ‘1622,1—y12,2_"]€23:0!

K23,1_hi3.2:0'
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Rownania (2.6) moZna przekszialci¢ do postaci

&
Vaa, 11+3’*i1,22=(yt2+3’j1), 125
2.7 ?Tz,zz_?zx. 11:(77:2_?’?1),12_("13,1 +133,2) 5
' & *
K3, = K3 ,=0.
Wyrazajac réwnania (2.7) przez tensory a’;i, yj‘i przy pomocy réwnan (2.5), otezy-

mujemy warunki geometrycznej zgodnoSci wyrazone w napreZeniach. Te ostatnie
w polgczenin z réwnaniami (2.4) oraz z rédwnaniem przewodnictwa cieplnego (2.8)

W*
agé
@8 V2o -

i z warunkami brzegowymi (1.6) stanowig naprezeniowe sformulowanie problemu
mikropolarnej termosprezystoSei.
Wpyrowadzajac funkcje naprezen F,w [1],
611=02F—8,8,v, 0;2=3§F+8132w,
(2.9) Oia=—010, F—8w, o03,=—0,0,F+dw,
MT3=81W: #23332'}'/,
rozwigzanie problemu w naprezeniach sprowadza sig do rozwiazania réwnan
ViViF+2umVig =0,
(2.10) 1Y MY )
Vi1 V=0,

gdzie 0" spelnia (2.8) oraz spelnia warunki brzegowe (1.6)., Mamy tutaj

v _ O+eyuta)

= 2

20+ ° 4o

,  Vi=di+ea:.

Ponadto funkcje F i w oraz 0 zwigzane sa zaleznosciami

~3 (1 =12V y=A3,V: F+ B2, 8",

(2.11) - , .
_ & (1-PV)w=Ad, VI F+Bd, 0",
gdzie
_ @b o VOt
pGA+2y 3424

3. ZAGADNIENIE TARCZY PROSTOKATNE]

Rozpatrzymy zagadnienie tarczy prostokatnej znajdujacei sie pod dzialaniem
pola temperatury 6" (x,) na brzegach x,=+h oraz pola temperatury 6 (x;) na
brzegach x,= +a zgodnic z rys. 1. Pierwsza cze§é zadania, dotyczaca wyznaczenia
skladowych naprezef o), =07, rozwiaZemy superponujac skladowy stan napreZenia
odpowiadajacy dziataniu pola temperatury 0% (x,) oraz skladowy stan naprezenia
odpowiadajacy dzialaniu pola temperatur 8" (x,).

Rozprawy InZynierskie — 1£
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Rozpatrzymy zatem w pierwszej kolejnodci dziatanie pola temperatury na brze-
gach tarczy x;=+h zgodnie 7 rys. 2.

Wyobrazajac sobie, ze dziatanie pola temperatury ciagnie si¢ dalej poza dlugoécia
brzegn, przedstawiamy je za pomocy szeregu Fouriera:

nwI

3.1 O(xz) 23,,cosax2, = n=135 ...
n=1 b

%, ¥y
A 4

©
vy TN e

l—‘ff —FRTINTE

——
: aﬁ‘“/xd ; RRENRITNNE A
< “ |
= B X, - B Xy !
< :ﬁ , < T |

, _..t,u_LLLuJ.U_ i I

NN AR T o0y :
Sy e S SRS e £
Rys. 1 ‘ Rys. 2

Na brzegach x,= +h, x,= ta mamy warunki
(3 2) Jrl(ih: x2):0: Jfl(ihs XZ):O: lugis(ihs xz):O,
' a:z(xla ia):"o, 0:1 (xls ia)=0) #;3 (xls ia):o‘

Z réwnania przewodnictwa cieplnego (réwnanie Laplace’a dla omawianego zagadnie-
nia}
(3.3) V2ot =0
z warunkiem brzegowym
0 (h, x2)= D, 0,0050,%,
n=1
przy zastosowanin pojedynczych szeregdw Fouriera wyznaczamy funkcje 6 (1, X2):

ch e, x4

(3.4) 0" (e, X) = 29,1 o SO .

Dla wyznaczenia stanu naprezenia wprowadzamy funkcje F iy [1], ktdre powinny
spelnia¢ réwnania (2.10) i (2.11). Rozwigzanie ukladu réwnan (2.10), (2.11) przedsta-
wimy w postaci sumy dwu funkcji '
(35) . FZF’“l‘F”, w=w:+wu’
gdzie F', w’ sa calkami szczegllnymi ukladu réwnan (2.10) i (2.11). Zaktadamy,
ze y'=0, a funkcja F spetnia réwnanie
(3.6) VR 4 2umf% =0
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z warunkiem brzegowym F'=0 dla x, = +h. W réwnaniu (3.6) funkcja 8" okrelona
jest wzorem (3.4).

Rozwiazanie réwnania rézniczkowego czastkowego niejednorodnego (3.6)
otrzymujemy W postaci

oy
n

BT F (0, %)= ,wﬁZ " (htha heh o x, —%; sh, x,) 08 %, 3.
el 1 “1t

Ze wzordw
#0_ wI " 2 w1
o, =0, =—0,d, "+, V¥, p,; =0

wyznaczymy zwigzane z funkcig F' napreZenia:

o, B
Y _ n Y .
oy, =—pn (hthe, Ach o, x) — x; sho, x Joos e, x;,
cheo,h
=1
o
EX —_ i ]
Oy = [T ok [(aghtha, A—2yche, xy —o, x sha, %] 00s &, X5,
O:ft

(3.8) e .

o
7
* ¢ EXd — n .
1370y = HiT E i aa_—};; {(arrkthanh—l) Sho"nxl_anxl cho, x fsine, x;,
"

n=1

llja:ﬂ;s:o'

fm _"“'"I"__g
Ea %,
P ;
& W‘E:" : Ej‘ﬂﬂ-‘vx,r
= =3
a [
" ¥
=
R e G’IML
gl
|:: .
3 £33
£3 £3
&, 3 [l
W] ke 304wy
. = E:
ot iy ey et i ity R o e
o
,Iv /‘l' o, ’_F
Rys, 3

Nastgpnie rozpatrzymy dziatanie pola temperatury 6" (x,) na brzegach tarczy
Xx,=+a zgodnie 7 rys. 3, ktére przedstawiamy szeregiem Fouriera:

hid M
(3'9) 9*(‘)‘:1): Z Blllcosﬂlllxi 3 ﬂmz zh 2 m= 1’ 33 5’ are n

m=1
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Warunki na brzegach x,=1/, x,=ta ksztalluja si¢ nastepujaco:
3.10) a1, (£h x)=0, o5, (+h x)=0, ¥, (Lh x,)=0,
( ' U;Z(xl’ i‘ﬂ)=0, 021 (‘x.[: iﬂ)=0, #;3()61: i"d)=0‘

Z réwnania Laplace’a (3.3) z warunkiem brzegowym

6* (xh iﬂ) = 2 gm COs ﬁm Xy

m=1

wyznaczymy funkecje 6% (x,, x,):

: 091' ch ﬂm X3
(311) 9*()‘:15 xz) = Z Hmm Co8 B, Xy .

n=1

Nastgpnie z rozwiazania réwnania (3.6) z warunkiem brzegowym F' =0 dla x, = ta
otrzymujemy nastgpujaca postad funkcji F/ (x4, x,):

03. 0"1 V
(12 F (v w)=ph Yt (ath B ch B e, sh ) 005 f 31

m=1

NapreZenia zwiazane z funkcja F' beda nastgpujace:

r - Bﬂt
oh=um Y — 3 [(Puath Bua—2)ch B, — Xy sh fux] cos fiuxe,
m=1
£ Ocj ﬂ”l 0"1
022 = ,um (a th ﬁm a C'h ﬁm x?. —Xa Sh ﬁm xz) COs ﬁm X1s
chf,a
(3.13) m=1 _

imoimpm N <
chf,a
m=1
* [()Bm ath .Bma_ 1) sh ﬁm Xz _ﬂm X2 ch ﬁm xz} sin ﬁm X1,
Hia=H33=0.
Naprezenia a;; =07, odpowiadajace dziataniu pola temperatury 0% (x;) i 6% (x))
zgodnie z rys. 1 otrzymamy superponujgc naprezenia a;, wyrazone wzorami (3.8)
na napreZenia o, wyrazone wzorami (3.13).
Drugg czeé¢ zadania stanowi wyznaczenie naprezedi o}, iy, zwigzanych
z funkcjami F”,y’’. Funkcje F'',y'’ powinny spelniaé réwnania

G VIVIF'=0, Vi(I—PV3y''=0

Z warunkami brzegowymi

Er EYLd ®Ir

0'?;4"011 =0, Jj;'l"au =0, =0 dlax=1h,

(3.15)

EXd EY N EY EXa: it
Oyt 05, =0, o;,+06,, =0, 15,=0 da x,=2a.
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Jednoczesnie powinny byé spelnione rdwnania
-0 (0 =PPVDy '=Ad, VI F",

(3.16)
S (l—P2VY ' =43, V2 F"

Przy przyjgciu y'=0 i spelnieniu rédwnan (3.16) spelniamy jednoczesnic zwiazki
(2.11) zachodzace pomigdzy funkcjami F i .

Ze wrgledu na dwuosiowa symetri¢ stanu naprezenia przyjmujemy funkcje
naprezen F'' i w'' w postaci

o
F'i= E (A cho, x,+ o, x; B,sha, x;)cos w,x, +

a=1

oy
+ Z (I{m Ch ﬁm X3 +[))m Xa erm Sh ﬁm x2) Cos ﬁm X1 s

m=1

(3.17) .
W”: Z (Ei Sh Gy Xy +]Ju Shpﬂ xl) SiHCL,, x2+

n=1

) .
"IL‘" 2 (Pm Sh ﬁm X2 + Rm Sh Tm xz) Sil‘! )Bm X1

m=1

gdzie

45 2 1y1/2
Gi_al:?a': Pr=1 0, +- /2 P i?:],3, 5,

Fyrkis

1y |
ﬁm=-i;1;= P;:x:(ﬁ,i+l_2) 5 77'1:1, 3, 5,...;

stale A,, B,y Ky My, F,, H,, Py R,, Wystepujace w wyrazeniach (3.17) wyznaczymy
z warunkéw brzegowych (3.15) i réwnaf (3.16). Poniewa obrane funkcje naprezefi
odpowiadaja przyjgtym warunkom symetrii, przeto wystarczy uwzglednié tylko
warunki brzegowe dla brzegdw x,=a, x;=h. JeZeli beda one spehione, to beda
rowniez spelnione podobne warunki dla brzegédw x,=—a, x,=—h.
Spelnimy najpierw cztery warunki brzegowe

oy itosy =0, uii=0 dla x,=h,

Orat ey =0, 1a=0 dla x,=q
oraz “zaleznodei (3.16). Z warunku brzegowego u'l =[d, W'y =x=0 mamy
(3'18) . thzElChmnh"{_pitfflr(:hpnk:()'

Z warunku brzegowego sy =[0; y''],, ,=0 mamy

(3' ]'9) ﬁlll Pﬂl C‘[l ﬁlll a + ym R"I Ch ylll a= 0 .

E2

Warunek brzegowy o1 +a}, = 63, +02F" =8, 8, 'y, -4=0 prowadzi do réwna-
nia

(3.20) ‘ A,chayht o, hB, sho,h=0.
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L2 N

Z warunku o, + a5y =[0,,+02 F''+38, 8 ' ];,_a=0 otrzymujemy

(3‘21) 'K—JH C]‘lﬁ"!a-i_ﬁlilaMJ!ShﬂHla:O'
Z rownan (3.16) po uwzglednieniun (3.17) mamy
(3'22) El = 2A O('Z -Bn > m 214[}," ue

Z roéwnan (3.18)-(3.22) wyznaczymy stale calkowania w postaci A,=f(B,), H,=
_f(BJJ) Km_f(Mn) Rm“f( ll)

Aﬂ = - c{fl ]I th m" ]I Bf! 3 ”l ﬁﬂl a th ﬁfﬂ aMll 3
(3.23) - 2A0€: che,h B 2Aﬂ”2, chp,a
" p. chph " Ym Chypa

ey

Uwzgledniajac (3.23) obliczymy skladowe napreZenia o7, +a5; :

o “Z 2 [( o, hthe, i+ 1)}B,sha, x, +a, x B,cha, x, +
" %, cheh
Py chp,h

ﬁllt C}l ﬁm
Y Chy,a

+2A422 B, (sh Gy X1 —sh p,,Al)] sin o, x, +

+ 2 ﬁ]?l [ 2‘4/}1?; m (Sh Buxy = sh v, xz) +

+ ( - ﬁm a th ﬁm a-+ ]) Mn Sh ﬁm X3 + ﬁm X2 Mm Ch ,Bm xz] Sin ﬁm X1,
(3.24)

oy = Z o] [( o, hB, th o, i+ B,) she, X -+, x; B, ch o, x, —

&, Cha,h

pu chph

— 244> B, (sh oy X, — sh p, xl)] sin e, X, +

+ Z ﬁnzl [(_—ﬂm athﬂm a+ 1) Mu Sh ﬁm X2 +ﬁm X2 Mm Ch ﬁmxl’, +

m=1
ﬁm ch ﬁm a
Ym Chyna

+ 2A "2{ n (S‘;‘ll ﬁllf xz _I_ Sh ylﬂ xz)] Sj‘ll ﬁlll xl *

Powinny by¢ spelnione réwniez dwa pozostale warunki brzegowe:
ot +ai, =0 dla xi=+h,
ey

Gyt =0  dla x,=%a.

Wykorzystujge (3.8), (3.13) oraz (3.24) otrzymujemy ukiad réwnaiy

(3.25) ,ulﬁ’{ ) B, [(e ithe, hi—Dthe, h—o, hlsine, x, +

n=1

[eal

1 m M
Z ch B, a [(fnathp,a—Dyshf,x,— f.x,ch ﬂm x,]sin ~_.2,,.._}_|_

m=1
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(3.25) + Z [( tuhth o, B+ 1) B,shoy, h+ o, h B, choy, b+
fed.]

G
+2A4 02 B, (sh a,h———che,hthp, h)] sin e, x, +

n

+ Z ﬁ;ﬁ [( ﬁm 4 th ﬂm (I+ ]-) Agm Sh ﬁm -'\2 + ﬁm X 2 Mu Ch ﬁm xz -

ﬁm ch i .
—24 m m sh ﬂm Xz + i ch Voo @ —— gh P X2 | ]8I0 T =0 3

AN hoyi—1)sl in e+
ym{z cho, (e, tha, h— )s1a,,x]_—oz,,x1cho'.,,xl]sm"—z—

n=1

+ Z f):m [(/3::1 ath ﬁm a— 1) th ﬁm = ﬂm a] sin ﬂm Xy } +

m=1

+2 [( o, hitho, A+ 1) B, shey, x, + e, x; B, choer, x; —

) o, chao,h . onm
—-24 0, B, \sho, x;, b chph ———shp,x;{sin —i—+

+ Z 5 [(—ﬁm ath B a+1) My sh fy @ B aMich fa+

+248, M, (Sh Bumat % ch fyathy,a )j sin f, %, =0.

m

Po przedstawieniu funkeji sh o, x4, x; ch &, x,, sh 8, x, itp. za pomoca szeregéw
Foutiera oraz po wprowadzeniu oznaczef

. mr
-an M_"'-Bn ch Lh hsin “2_“ E

(3.26)

R

HH‘I MH( Gh m a Sin 2 k)

réwnania (3.25) redukijemy do réwnan algebraicznych

mr
(327  wmb, e, hthe,h—Dthe,b—wa,k]sin T

3 28, 2@12, _onw
—)umz 8, — (@5 g ln"—z"——[—otﬁ [(——ct,,hthp:,,h-l—i)tha,,h+

m=1
o“"ﬂ
+ O{nh + 24 O::. (th Oy h - Tthpu h)] -Bnm +

2

~ . 2B, 20. 20+ BE4y2
ﬁiﬁ 2 nzl 2 }2 2 —2"4 n2| 2 : 2 : 2 2 Mrmr=05
W= 4 (og'n + /m (Cﬁn + ﬁm) (o"rz + ym)
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nn
(3.2 pmb, [(B,athf,a—1)thp,a—f,a]sin 7 —
[c.d.]

ki 20, 2 :1
— Wi Z &, —— P **Asm 2 (= BrathB,a+1)th B, a+

-1 (UJI + ﬁiﬂ)z
ﬁ th ym )] an +

H

Gy p
- Z —————— [ DA % } By, =0.
ks (0!1" + ﬁm " (G’ + ﬁm) (pn + J(m

n=1

+p.a+24 (th Baat—

Z nieskonczonego ukladu réwnan (3.27) mozna okredlic poszukiwane stale B,
1 M, Znaczne uproszezenia otrzymamy w przypadlu tarczy kwadratowej dla a=/h.
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Pezxiome

TTPOBJIEMbI TEPMOVITPYTOCTL B MUKPOIIOIIAPHLIX JUCKAX

B pabore obeymaaercs npobieMa TePMUYECKHX HANPMOKCHUE B OPAMOYTOIBHOM IHCKE TIOT-
BEPTHYTOM feliCcTBHIO TONA TeMmnepaTyp Ha rpammax, IIpofiema pemena B HAIPMECHHEAX IIPH
WCMONL30RAHEA QyYHKUmI DiHpn — MuHAIHAL, TPUMERAs OZHOKPATHRIC H As0HHMe paap @ypbe,

SUMMARY

PROBLEMS OF THERMOELASTICITY IN MICROPOLAR PLATES

A rectangular plate is subject to the plane state of thermoelastic siress under the action of
temperature fields applied to the edges. The plate is made of a micropolar material with uncon-
strained rotations. The problem is solved in terms of stresses hy means of the Airy-Mindlin stress
functions, single and double Fourier series being used.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA
INSTYTUT MECHANIKT KONSTRUKCIT INZYNIERSKICH

Praca zostala zlezona w Redakeji dnia 22 Iutego 1974 v,






