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OPTYMAILNE KSZTALTOWANIE PRZEKRYCIA WISZACEGO
O JEDNOKIERUNKOWYM PRZEBIEGU CIEGIEN

STANISEAW KEMPNY (GLIWICE)

W pracy wyznaczono kszialt przekrycia wiszacego o Jednokierunkowym przebiegu ciegien,
obciaZzonego cigiarem wilasnym przekrycia z warunku na minimum objetodei elementdw nosnych.
Dia przypadku przebiegu cicgien w pionowych plaszezyznach rowno odleglych, zawieszonych
na dwich przeciwlegtych tukach, przedstawiono przykiady szezegbdlowych rozwiazan w oparciu
© opracowany program na EMC ODRA 1204, .

1. Wstgp

Celem précy Jest wyznaczenie ksztaltu przekrycia wiszacego, ktérego elementami
nosnymi sg ciggna o jednokierunkowym przebiegu, zawieszone na ciaglym pierscie-
niu konturowym (rys. 1) z warunku na minimum objetosei elemenidw no$nych.

Rys. 1

Ciggna noéne maja stale przekroje i leza w pionowych plaszezyznach réwnolegtych
badZ w plaszezyznach tworzacych pek. Obcigzenic ustroju stanowi cigzar whasny
przekrycia. Przedmiotem rozwaZaf jest wige ustrj wiszacy, zlozony z ciggien
wytrzymalych i niewazkich oraz poszycia ciezkiego, a jednoczeénic pozbawionego
wytrzymalosdcl,

W rozwazaniach teoretycznych przyjmuje sig, ze przekroje poprzeczue ciggien
83 tak uksztattowane, ze wraz z sasiednimi ciggnami tworza kontinuum materialne,
Jest to w istocie najprostszy przypadek ofrodka whéknistego [8]. Objetoéé ciggien
noénych takiego ustroju jest funkcjonatem zaleznym od ksztaltu powierzchni prze-
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krycia, 2 zagadnienie poszukiwania ksztattu z warunku na minimum objgtosci ele-
mentéw noénych staje si¢ problemem wariacyjnym poszukiwania minimum tegoZ

funkcjonalu.
Problem ten dla przekry¢ walcowych i osiowo-symetrycznych zostal rozwigzany
w pracach [2,3 1 7]

2. ZALOZENIA I OZNACZENIA

W pracy przyjeto mastgpujace zatozenia: a) ciegna traktuje sig jako idealnie
wiotkie; b) pola przekrojéw poprzecznych ciegien wzdtuz ich diugosci sy stale;
¢) w modelu matematycznym przekrycia przyjmuje sig przekroje ciggien tak uksztal-
" towane, e wraz 7 ciggnami sasiednimi tworza ghadki plat powierzehni przekrycia;
d) osie ciggien lezg w pionowych plaszezyznach réwnoleglych badZ tworzacych pek
plaszezyzn; €) obciazenie jest pionowe i réwnomiernie tozfozone na powierzchni

przekrycia.

Oznaczenia
xp=x {0y, 002}, k=1,2,3 przedstawienie parametryczne powierzchni przekrycia wiszacego
(D('ip OL2) € Q;
2, =const, ¢;=const oznaczaja odpowiednio linie ciggien oraz linic do nich ortogonalne;
A, B wspblezynniki Lamégo pierwszej formy kwadratowej powierzehni
. 3 -

3

2 . 2 2 2

A _2 xk,ﬂB_E xk,2’
k=1 k=1

naprezenie dopuszezalne dla materiatu ciggien,

obszar w plaszczysnie Xx,, Xz, wzgledem ktérego przekrycie jest platem

powierzehni normalnie polozonym,

80 brzeg obszaru Q,

p intensywno$é obciazenia réwnomiernie rozlozonege na powierzchni
ustroju.

3. PRZYPADEK USYTUOWANIA CIEGIEN W PL:ASZCZYZNACH TWORZACYCH PEK

Zagadnienie wyznaczania ksztaltu ustroju wiszgcego z warunku na minimum
objetoéei ciegien rozpatruje sig tutaj przy zatozenin, Ze ciegna przekrycia wiszacego
le7a w pionowych plaszezyznach tworzacych pek, ktérego osig jest of x3 kartezjan-
skicgo ukladu wspélrzednych prostokatnych x, (i=1,2,3)

1.3. Sformulowanie zagadnienia wariacyjnego

Poniewaz pole przekroju poprzecznego ciggien jest stale na ich dlugo$ci, wige
zachodzi nastepujaca zaleino§é (rys. 2):
0

N, o0 .
G "‘é BAwy=h(ay, o) BAoy (2),
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a stad o oo
h( ) N1 B Aag !
Ky ) =F—————
1y %2 kd BAOCz H

o 00
gdzie Ny B Aa, jest maksymalng sila dziatajaca przynajmnicj w jednym z ciggien
0
ustroju (a wigc np. w ciegnie okre§lonym linia «,=rconst), % (ctq, ) grubosceia
powloki widknistej, Ae,(x;) za$ funkcja rozmieszczenia ciegien w plaszczyinie
analitycznej punktéw M (o, 0,) € Q. Oqutoéé elementéw nosnych przekrycia-wynosi
0

G2 v —fthBdocl docszleBA%Adml donz=ffﬁ(oc2)Adoc1da2,
g _

kd AO{z

gdzie A (o) Jest funkcja tylko «,.

W dalszym ciagu przyjmiemy, Ze powierzchnia przekrycia wiszacego jest po-
wierzchnig normalnie polozona wzgledem plaszezyzny poziomej. Poniewaz zatozono,
Ze ciggna przekrycia wiszacego leza w plaszezyznach tworzacych pek, ktérego osia,

N1 Bdﬂ'z

jest 0f x; ukladu wspohrzednych prostokatnych x, (i=1, 2, 3), przeto zamiast tego
ukladu wprowadzimy nowy uldad wspéhzednyeh cylindrycznych r, g, x5. Po-
wierzchnig ustroju w postaci normalnej wzgledem plaszczyzny poziome] opisuje
woéwezas réwnanie

%3 =f{r, p).

Pomigdzy wspélrzednymi na plaszezyZnie r, ¢, a wspéhrzednymi krzywoliniowymi
®y, &, NA powierzchni ustroju istnieja nastepujace zwiazki [5 1 6]:
=0y {r, @), cr=uy(p).

Wykorzystujac te zwigzki mogna otrzymany funkcjonat Ob_]@’EOSGI ciggien ustroju
(3.2) przekszialeic do mnastepujacej postaci:

(.3) v=[ [ L) Vi+s2 drdp,
P

gdzie A jest funkcja charakteryzujaca pole powierzchni przekroju poprzecznego
oraz rozmieszczenie ci¢gien. Pole powierzchni przekroju poprzecznego kazdego
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z ciegien w nowym ukladzie wspohrzednych 7, ¢ moina wyrazié za pomocy funkeji A
W nastepujacy sposob:

w=1(p) W’),

gdzie A (p) oznacza funkcje rozmieszezenia ciegien w rzucie na ptaszezyznie po-
‘giomej. _
Po zamianie zmiennych «,, «, na r, p wygodniej postuzy¢ si¢ funkcja gestoset
sit naciagu (sktadowych poziomych) ciggien, odniesiong do jednostki kata ¢ — (p),
zamiast gestodcia N, (o, op) sit w ciggnach przekrycia wiszacego ([6], p. 4).
Pole powierzchni przekroju poprzecznego kazdego ciggna musi spehniac waru-
nek wytrzymalosci;

i l/H—fz go(a;p)sw,
a wige
(3.4) ‘ A xVI+2<A(p).
(rnayed

Powierzchnia realizujaca minimum funkcjonalu (3.3) musi byé w rownowadze
pod dziataniem cigZaru wlasnego przekrycia, tzn. musi spetiaé nastgpujace row-
nanie ([6], p. 4): '

(3.5) pif,,—VPJrerjﬂﬁ,:o.

Zagadnienie optymalizacii Tozpatrywanego ustroju wiszacego sprowadzilo sig
do problemu wariacyjnego poszukiwania argumentu minimum funkcjonalu (3.3)
z aholononicznymi warunkami ubocznymi (3.4) oraz (3.5). Nieréwnos¢ (3.4) jest
‘warunkiem nieprzekroczenia naprezefl dopuszezalnych w Zadnym z ciggien prze-
krycia.

3.2. Rozwiqzianie zagadnienia wariacyjnego
Z nieréwnosci (3.4) wynika, Ze przynajmniej w jednym z ciggien ustroju i jednym

_jego przekrojn o wspolrzednych |7 (a f (r qa)} wystepuie naprezenie réwne dopusz-
czalnemu. Z drugiej strony, aby objetos¢ elementéw noénych przekrycia osiggala
minimur, nalefaloby tak wyznaczyé ksztalt ustroju, aby we wszystkich ciggnach
i w kazdym z ich przekrojow naprezenie dopuszczalne bylo w pelni wykorzystane.
Z mieréwnofci (3.4) wynika, ze speinienic tego postulatu jest niemozliwe. Tak wige
ksztatt ustroju bedzie wiedy optymalny, gdy w tych przekrojach poszezeg6inych
-ciggien, w ktérych sity sa maksymalne, naprezenia dopuszezalne beda catkowicie
wykorzystane, Na ogdt maksymalne sily w ciegnach wystepuja w punktach ich
_zawieszenia, czyli w punktach brzegu przekrycia, tj. wzdiuz piercienia konturowego.

Wezmy pod uwage ustrdj zawieszony na pierfcieniu konturowym, ktérego rzut
na plaszezyzne poziomg pokazany jest na rys. 3.
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Niech maksymalne sity w poszezegélnych ciggnach optymalnego przekrycia
wystgpia wzdluz prawego tuku pierScienia konturowego, tj. niech spehniona bedzie
nieréwno$é

/\ Xz f
(3.6) pE (cla, .;)
L Q2 (9 021, (x1 (0), @)

(dla ustroju, kidrego rzut poziomy
pokazany jest na rys. 3, wystarczy,
aby zamiast ostatnie] nieréwnofcl
spelniony byt warunek

F (o), v)=
=1 (0 (22 (), 0) =12 ().

Moina wowezas Zadaé, aby
w punktach zawieszenia ciegien na
prawym luku, naprezenia dopusz-
czalne byly w pelni wykorzystane,
tzn. aby zamiast nieréwnodct (3.4) Rys, 3
spelniona byla réwnosé

) V1P i,

(x2)

gdzie f,=1+ (2 (9), @).
Tak wigc sformulowane w poprzednim -punkcie zagadnienie wariacyine zostalo

sprowadzone do nast¢pujacych warunkéw: warunku minimum calki (3.3), réwnania
réwnowagi ustroju wiszgcego (3.5) oraz warunkuy wykorzystabia naprezen do-
puszczalnych wzdhiz nie niZej polozonego luku pierécienia konturowego (3.7).
Zagadnienie to rozwigzemy metoda nieokreflonych mnoznikéw Lagrange’a.
W dalszych rozwazaniach przyimuje sig, ze funkcja rozmieszczenia ciggien
w rzucie A¢ (p) moZe by¢ wyznaczona ¥ warunku na minimum funkcjonatu (3.3).
Wariacja ohjetosei elementéw nonych przekrycia (3.3) ma nastepujaca postaé:

. v A
so= [ [VixsZordrdp+ [ [ 2o, drdy.
p o~ 473

Przeksztalcona postaé ostatniej- wariacji przedstawia. sie nastepujaco [1]:

(3.8) 5@_ff|/1+fzamd¢+ fl/ T Sfdp— ff(1+§.;r)3/25fdfdgp

Wariacja réwnania rownowagi (3.5) przedstawia sie nastgpujaco:

rr K 2L 8f S e Of
&§IC+_5ﬂrrh f’f—fwi"’=
A Virt [ s

Rozprawy Iniyniersiie — 7
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Mnozac otrzymana wariacje przez nieokreélony mnoznik Lagrange’a 4 (7, @)
i calkujac po obszarze Q, mozna ja przeksztalcié w réwnanie

(3.9) f —;;A(Sf, Ao+ f [—_Jé—_ dr -

P Vit £ 10
i P2 f.A ) ] [ 3( r2f . A )
— _{“ d o - —— "i'“
( Vit 2412 ’ f+ff 3’ Vi +12f24
a fw )] )
8@(]/r T of dr dg+ fff,,,/mm dp=

Jezeli z Wariacji warunku (3.7) znajdziery

X Iz)

| . 1 wf, &2
(3.10) dre = % (5& P a1 Of. )
5/;;% Visf?
a nieokreflony mnoznik Lagrange’a w wyrazeniu (3.9) dobierzemy tak, aby spclmone
bylo nastgpujace rdwnanie rézniczkowe czastkowe:

" for , S

W
(3111) —A ——'—"'_,,,_,,,,_'_—_-—_—u—-__"_A,r __m'_—_‘_“—;:-——
Vi sy Vet 4

Ay

R N PP I
A AT L A MG
to po zsumowaniu (3.8) i (3.9) wariacja funkcjonatu objetoscl ciegien no$nych
.przekrycia (3.8) przyjmie postac:

f""A (]’C ?.f A '
312)  do= [,___,__ (Eg P
e f Vi A e Vr? T A
’ (x2)
A ) ] a(;c () i of o
Vits? +if ) v lfAf,.rdp)af o

@

2
@

(1) G} 1 -
—f—idéjﬁ,rdq)-i—ff(]/l—i-fz—F A, )azdrpdr

P ]/1+f2

Dla pierfcienia konturowego, kidrego rzut na plaszezyzng Xi, Xi pokazany jest
na rys. 3, podstawowy warnnek konieczny istnienia ekstremum funkcjonatu [przy-
réwnanie do zera wariacji (3.12)], prowadzi do nastepujacego zagadnienia granicz-
nego:

(313 O (x (P)<r< (@}
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(G13)  fOu(@.O=w(p), i=1,2, >,
fe.d)

—Vrr 4 g2 =0,

/ (x2)
zcl/1+ff
IC £, Fo _
]/r 2 4f2 A ]/;5+r2fj+f‘1 "

+[i( 21, )+3 fo Ve Mo

L Weer s 9¢(Vﬂ13%fﬂ§aq] £
K I xf. i

A : A r'd‘ =O,
[P 4 p 1+f2 f for J]r—x1((p)

S gl

A(x1 (), )=0.

Jezeli funkcja rozmieszezenia ciggien w rzucie jest dana, to wdwczas warunek
(3.13); wyraza si¢ nastgpujgeym réwnaniem:

(3.14) ff z/1+f2+—~ Wore )dfdrp 0,
PV
gdzie ’
L1
e

Jesli natomiast ciggna w rzucie na plaszezyzue x., x, s34 rozmieszczone rowno-
miernie, tzn. gd o
’ £y Ap=Ap=const,

to waranek ten przyjmuje postaé

(3.15) ff(VHfz ]/i}z))d' dp=0.

T

Jezeli zamiast warunku (3.6) spehiona jest nierédwnosé

Jv (?(z (2, (”)<f (Xi (?), W)

to warunek (3.13)¢ przyjmie postaé

o 1
—A— f/i ,,,,d:] =0,
[P p 1+f2 f re= 2 (g9) .
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a warunek brzegowy (3.13)g przedstawia sig nastgpujgco:

A(x2(9), ) =0.

Pozostale warunki zagadnienia granicznego (3.13) nie ulegaja zmianie.

3.3. Opiymalny lksztalt ustroju zawieszonego na dwéch  pierscieniach

Rozpatrzymy ustr6j zawieszony na dwéch pierécieniach lezacych w plaszezyzoach -
réwnoleglych o osi laczace] drodlg pierfcieni, prostopadlej do ich plaszezyzn.
Wykazemy, 7e zagadnienie graniczne (3.13) nie
jest sprzeczae przy zalozeniu, Ze ustrojem opty-
malnym jest wowezas ustrdj osiowo-symetryczny
(rys. 4).
; . ‘ 7 zalozenia, #& optymalnym przekryciem

zawieszonym na takich pierécieniach jest ustrdj

.‘ osiowo-symetryczny (f,,=0), wynika nast¢pu-
jaca postaé rownania (3.13)s:
ot VA1 =0,

Calka tego réwnania jest funkcja
r

(3.16) f:f sh(ar?+b) drtcys

r .
o

W~ o

Rys. 4 azﬂ,

i

’lrf (r)

bic, za§ sa pewnymi statymi. Réwnanie (3.13)s po wykorzystaniu (3.16) przyjmuje
postad T

1 y ) d b (a4 B = 2alr
5 A trd  th (@ +8)+4 P (rt (m* + ))_ch2 (arz—g-b)'

W wyniku scalkowania tego réwpania otrzymuje si¢ nastgpujaca posta¢ mnoinika -
Lagrange’a: ‘

GA7)  A@P)=

1 . .
- 2 2
ch @+ b) [f (2a Ash (ar*+B)+ ¢z ch (ar? + b)) dr—]~c3].

Jezeli zatozymy, ze zachodzi nieréwnosé

T D<)
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to funkcje (3.16) i (3.17) musza spetniaé¢ warunki (3.13)s—s. Z (3.13)5 wynika, ze
c3=0. Stalg ¢, wyznacza si¢ z nastgpujacego warunku:

1 . o -

?cth (ar2+b)/1+f ch (ar’ +b) dr=0,

wynikajacego z réwnan (3.13)s,,. Ma ona nastepujgca postaé

Cy 1 . I 1
(3.18) ?: —sgh (ar2+b)-? ch (ar®+8).
Jesli przyjmiemy uklad wspélrzednych zgodnie z rys. 4, to g4 w wyrazeniu (3.18)
okre$la potozenie piercienia zewngtrznego, a stala c; W (3.16) jest réwna zeru.
Dhigosé ciggna wynosi

1

(3.19) s:f ch (ar2+b) dr.

Wstawiajac (3.16) i (3.17) do réwnania (3.13),, mozna je przeksztatcié do postaci ‘

1 1 .
28 ¥* du ac,ris 2a% A .
s - ——— f r2 sh (ar? +B) dr—
pehiar®+b) pch(ar®+8) pch(ar?+b):
ac, 4
—— frzch(ar2+b)di‘=0-
pehiar?+b)

o
r

Po wyeliminowaniu statych c, i A za pomocy zaleznosci (3.13)4 oraz (3.18) — réw-
nanie to przyjmie postaé

1

S’ r
(3.20) - ch (arl~2+b) +Sﬁ ch (a;"+ by f r2 ch (ar®--b) dr—

r
i

1 4
—ch(ar?+ &) j r2sh (ar?-+b) dr—;z ssh (a;2+b)+

r
I

+sh(ar?+ b) f 2 ch (ar® +b) dr =0.

Moina zauwazy¢, e otrzymane réwnanie podzielone przez a jest przyréwnang do
zera pochodna wzgledem parametru @ nastgpujace funkcji:

5 1
(3.21) P= chiar?+b).
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. Nalesy przy tym uwzgledni¢ wzor
db

da

1 "
= —?fr'zch(ar2+b)dr,

ktéry uzyskuje sie w wyniku rézmiczkowania wzgledem parametru ¢ réwnania
- ’
(3.22) p=chb f shar?dr+shb f char? dr.
» r
Wyrazenie (3.21) jest funkcja objetosci ciggien, bedaca punkiem wyjdcia rozwazan
zawartych w pracy [2]. Po przeksztalceniu réwnanie (3.20) przyjnuje postaé

i 1 1 [+] Q
(323 s*[3- 2a;2 th (cz;"’“ +5)]—sp th (ar® +B)—sirch (ar® +b)—rch (ar® + 5)] +

i 1 1 0 0
+{p-+s th(ar?+ B)] [r sh(ar? +b)—r sh {ar? 4 b)] - > =0.
Z réwnan (3.19), (3.ﬁ2) oraz (3.23) mozna wyznaczy¢ optymalng wartos¢ a. Gdyby

FA r(12)> 7, i,(11'), wowezas nalezaloby warunki (3.13), 5 zastapi¢ odpowiednimi wa-
runkami przytoczonymi na kofica p. 3.2.

Zagadnienia te podane W innym ujgciu s przedmiotem rozwazat pracy [2]
Podano tam tez wykresy optymalnych ksztaltéw ciggien. Poniewaz przyjecie f ,=0
nie doprowadzilo do sprzeczno$ci zagadnienia granicznego (3.13), przeto ustrojem
optymalnym dla zaloZonego sposobu zawieszenia ciggien jest ustrdj osiowo-sy-
metryczny.

4, PRZYPADEK USYTUOWANIA CIEGIEN W PIONOWYCH PLASZCZYZNACH ROWNO-
LEGLYCH

Problem wyznaczenia ksztaltu przekrycia wiszgcego rozpatrzymy tu przy zato-
Zeniu, Z€ ciggna leza w plonowych ptaszezyznach réwnoleglych, Podobnie jak wp. 3
przyjmiemy, Ze optymalng powierzchnig przekrycia mozna przedstawi¢ w postaci
normalpej wzgledem plaszezyzny poziomej, tj. w postaci

X3 =f(x,%2)

Wykorzystujac zwiazki wyprowadzone w p. 5 pracy [6], mozna podobnie jak w p. 3
przeksztatei€ funkcjonat (3.2) do nastgpujacej postaci:

(4.1) ﬁffl(x,_) V1bf2 dxgdx, .

Warunek nieprzekroczenia naprezed w Zadnym z ciegien ustroju przyjmuje podobng
postaé do nierdwnosel (3.4), czyli -

@2 AL kYIS,

(%3, %2}€Q
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gdzie A (x,) jest maksymalng gestoécia poréwnawcza, sit w ciggnach. Charakteryzuje
ona réwnie? rozmieszczenie cicgien w rzucie na plaszezyzne x;, x,.

Optymalna powierzchnia ustroju, realizujgca minimum funkejonalu (4.1) musi
byé w réwnowadze, tzn. musi spehniaé réwnanic ([6], p. 5

K _—
4.3) ;;f,xl xlmﬁ+f§1+f§2=0,

gdzie x jest pewng funkejg tylko jednej zmienne; Xz — i (x2). Problem poszukiwania
ksztattu przekrycia wiszacego z warnnky na minimum objetosei elementdw noénych
jest wigc zagadnieniem wariacyjnym poszukiwania argumentu minimum funkcjona-
Tu (4.1) z aholonomiczymi warynkami ubocznymi (4.2) 1 (4.3), tj. warunkiem nie-
przekroczenia naprezed dopuszezalnych w zadnym z ciggien przekeyeia i réwnaniem
rownowagi ustroju. ,

W wynika analogicznego rozumowania do rozumowania podanego na poczatku
p. 3.2, uzyskuje si¢ réwnosé (rys. 5)

Xk

P (0, %)

YR

Rys. 5

(x2)
4.4 ic i/l +f% =4,

gdzie ()

b =/ ¥, (32 (x2), x3).

(2} {x1)

f: y 2][: ke
Poprzednio sformulowane zagadnienie wariacyjne sprowadzilo si¢ do warunkéw:
minimum catki (4.1) réwnania réwnowagi ustroju wiszacego (4.3) i warunku wyko-

Przyjeto przy tym, se



398 STANISELAW KEMPNY

rzystania naprezei W przekrojach ciegien polozonych wzdluz prawego tuku pier-
Scienia konturowego (4.4). Zagadnienie to mozna rozwigzaé metoda nieokreslonych
mpoznikéw Lagrange’a jak w przypadku ustrojn wiszacego o ciggnach lezacych
w plaszezyznach tworzacych pek plaszezyzn (p. 3).
Rozwigzanie zagadnienia wariacyjnego (4.1), (4.3) 1 (4.4) dla ksztaltu pierscie-
~ nia konturowego jak na rys. 5 sprowadza si¢ do nastgpujacego zagadnienia gra-
nicznege {por. (3.13)):

Q {1“61 (X)=x <22 (xz)} >
f(X1 (xl): xl):/ui (xz) H] l: Ia 2

K —_— (9[2)
-p—f,xlxl—l/l+f,il+f,§z=0, ;cl/1+

P’ )X -I/I_‘_j:il_{_f:iz ' /1_|_f +f =
& fx d Sos Mz x
4.5 + W(T = —f)+—( 4% =
4.5) [3x1 l/1+f2 2] ]/l‘l'f,i;l-f,iz _/1 (L2 )32

[J‘C 1 jrcfx1 " ] o .
P P 1+f f x1x1 x;EX2(x2)_ ’

~ i Afx
f (]/1 +at l/ (xzi )
%1 1+f

A (X2, %2)=0,  f 4, (X;’. (x2): x2)2 S, (1 (%2), X2) -

Jezeli ciegna w rzucie na plaszezyzng X, X, $3 rozmieszczone w réwnych odleglo-
Sciach, to warunek (4.5)s wyraza si¢ nastepujacym rownaniem (por. (3.15)):

(4.6) ff(§/1+f2 + L l/ "‘(:‘))dxldxzzo,
[+f?2

a maksymalna gesto$¢ sit w ciggnach A (x,)=const.

W przypadku zalozonej wartodci A — jest to rOWNOZNaczne z przyjeciem zwisu
clggna o najwigkszej rozpigtodci. Powierzchnia przekrycia, b@daca rozwigzaniem -
nastgpujacego zagadnienia granicznego:

O (ry () x < g2 (02)}
SO (), x2) =1 (2}, =42,

(x2) K —_ e —————
rc]/l-]- = ;f,xlxl_]/1+f,il+f:§;2=0,

jest powierzchnia gwarantujacg minjmum catki (4.1), spoérod wszystkich innych
powierzchni przekryé o tym samym rozmieszczeniu ciggien w rzucie i tym samym
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zwisie ciggna o najwigkszej rozpigtosci. Tak wige uzyskane w ten sposdb przekrycie-
jest optymalne przy dodatkowo zalozonym zwisie ciggna najwickszej rozpietodei..

Gdy zachodzi nieréwnoé§¢ przeciwna do (4.5);, to warunki (4.5)s 4 przyjmujac.
analogiczng postaé¢ do wzoréw przytoczonych na koricu p. 3.2,

4.1. Optymalny kszialt ustroju zawieszonego na dwdch réwnoleglych ryglach:
ram podporowych

Zagadnienie graniczne (4.5) zilusirujemy na prostym przykladzie ustroju za-
wieszonego na dwdch réwnoleglych ryglach ram podporowych. Niech rygle tych
ram znajdujg si¢ na jednakowych poziomach. Udowodnimy, e optymalng powierz--
chnig przekrycia jest powierzchnia walcowa, ktorej kierujaca jest krzywa lanficucho--
wa. Istotnie, zakladajac, Ze ustrojem optymalnym jest powierzchnia walcowa czyli:
f.x,=0, moZna réwnanie (4.5); rozwigzad. Catkg tego réwnania jest funkcja

@.7) f(xl)-““-— (ch‘z)fi— ch 2 l)

spelniajgca warunki (4.5),, ;5 przyjeto przy tym g,=0 oraz y,=TF! (i=1, 2)..
Calkowanie réwnania (4.5), prowadzi do nastepujgcej funkeji:

DXy Kk pXx

(4.8) A{x)y= D,-+Ach—-+D; —sh—],
Xy K P K

ch —

Z warunkéw brzegowych (4.5)s,; mozna wyznaczy¢ stale D, i D,. Sa one réwne:

. pl x
D, = &l x pl N Ei ’
k pl x K
4.9) th =1
)
D= ol K pl
ol (th o }7) ch- -

K plox
Ao p_l px cth * _E rl px
Afx)= Feh =4 th T sh
¥y ( vl rc) T K o Tk x
ch—Mth———]ch— ———
i pl K . x pl

Warunek (4.5)s po wykorzystaniu ostatniego wyrazenia oraz réwnan (4.7) i (4:.5)3_
prowadzi do réwnania przestgpnego postaci

(4.10)
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Picrwiastkiem tego réwnania jest plfx=0,955. Optymalny zwis ustroju |f|me./2/=
OE;ZSSIOtrzymuje sie z réwnania (4.7), wstawiajac don otrzymana warto$¢ pier-
siastka rownania (4.10). Poniewaz przyjecie £, =0 dla vstroju zamierzonego na
' '&Wbch réwnoleglych ryglach ram podporowych nie doprowadzifo do sprzecznodei
i zaga,dmema granicznego (4.5), wiec optymalne przekrycie jest w tym przypadku
" powierzchnia walcowa o kierujacej danej réwnaniem (4.7). Wyznaczony optymalny
* zwis jest identyczny z uzyskanym w pracach [3 i 7] na innej drodze.

5. PRZYKEADY OPTYMALNYCH RKSZTALTOW USTROJOW O CIEGNACH LEZACYCH
W ROWNO ODLEGEYCH PLASZCZYZNACH

5.1. Opis opracowanege programu na komputer

Zagadnienie optymalizacji lsztaltu przekrycia wiszacege o ciggnach lezacych

w réwno odleglych plaszezyznach pionowych, zawieszonych na pierfcienin kontu-
rowym symetryoznym wzgledem plaszezyzny prostopadlej do plaszezyzn ciegien,
zaprogramowano w jezyku ALGOL na komputer ODRA 1204, W przypadkn
zastosowania metody Rothego do

s jego rozwigzania zagadnienie to
Chx moZna napisa¢ w nastepujacej po-
iﬁ“ staci (por. (4.5);_3):
L)
e 0 i R i i
//_7 ‘ ™ (5.1) Q{—x(xa)<x<+ x0x2)},
s N
yaml j AN— oA i
11 7 i x 2 F(Fx(x2), x2)=p(x2),
B a 723 dlslairle T n /
10 * Kj E 3x1 =4,
NP ERRR RN
\ ERRE / Ky a2 fJ
\\ g _ p 0%
~ 5; L %
g I I ) |
o V1+(ax ) Vg il
dwm L =0,
Rys. 6 gdzie

J
' :f(xls xz)a
j-1

J
k=x,—x, Jest przyjetym odstepem ciegien w rzucie (rys. 6), 4 za$ oznacza pewna
stala. Przyjf;me wartofci liczbowej A jest rownoznaczne z zaloZeniem zwisu

lf_‘rlmax
2%,

J

— jednego Z ciegien,

Opracowany program daje mozliwo§é wyznaczenia powierzehni przekrycia przy
zalozonym zwisie jednego z ciegien, jak rowniez w przypadku, gdy ten zwis nie jest
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okreslony, a poszukiwany z warunku na minimum objgtoSci ciggien przykrycia,
¢zyli z warunko na minimum funkcii (por. 4.1)

(5.2) _ v=1 S ij V1+ (%)del.

J=0 —x3

Zagadnienie (5.1), (5.2) mozna rozwigzal za pomoca programu w sposdb bardzo
prosty, gdy wiadomo, ze wzdluz ktérego$ z ciggien df;/0x, =0; pozwala to na wyzna-
czenie keztattu tego ciggna.

Rrzedne optymalnej powierzehni usiroju wyznaczane sa na podstawie nastepu-
Jacych danych: ;

a) zalozonego rzutu poziomego przekrycia wiszacego x (x,);

b} okreslonego ukszialtowania pier§cienia konturowego w kierunku pionowym

J .
# (x2); gdy ustrdj ma by¢ zawieszony na dwéch plaskich tukach, powinien byé dany
tangens kata nachylenia {ych lukdéw do poziomu;

c) zalozonegj warfosci A, co jest réwnoznaczne z zaloZemiem zwisu |/5l.../2%0

. . , ' 4]

ciggna poczatkowego (ciegno, wzdluz ktdrego (3f1dx,) (xi, x2)=0).

Programt umozliwia réwniez wyznaczenie optymalnej warto$ci parametru J.

Wyniki obejmuja rzedne powierzehni f (;cl, ;;2), a takie ewentualnie jej

i1
pochodne df (£1, x,){0x; w punktach siatki prostokatnej o wymiarach oczek nig
mnigjszych niz /2 i k (rys. 6). Niezaleznie drukowane sa diugosci ciegien.

5.2, Przyidady szczegdlowyeh rozwigzan

Prezyklad 1. Na rys. 7 przedstawiony jest optymalny ustrdj zawieszony nad
rzutem kolowym dia przyjetego rozstawu ciggien w rzucie k=0,5 (pokazano co
drugie ciggno) przy zaloZzonym zwisie ciggna $rodkowego |folma/2%0="0,1823.
Plaszezyzny tukéw podporowych przyjeto nachylone do poziomu pod katem o=
=2635" (tg 2=0,5). Ciggna przedstawione sa w kladzie na plaszczyzne poziomas.
Dhugodci poszezegblnych ciegien zestawiono w tablicy 1.

Tablica 1

Ciggno  j=0 j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7 j=8 j=9

Dlugosci
ciggiens; 21,662 21,540 21,112 20,442 19,483 18,251 16,669 14,761 12,295 - 8,827

Przyklad 2. Optymalny ustrdj zawieszony nad rzutem eliptycznym przy zalo-
Zomym zwisie ciggna Srodkowego |folman/2r0="0,0756 preedsiawiony jest na rys. 8.
Rozstaw ciggien przyjeto réwny k=0,5 (pokazano co drugie ciegno). Plaszczyzny
tukéw podporowych przyjeto nachylone do poziomu pod katem o=35°

Poléwki rozpigtodci ciegien ustroju oraz poldwki ich dhgodci zestawiono
w tablicy 2.
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Tablica 2
Ciggnoj 0 1 . 2 3 4 5 6. 7 8 9
x5 1676 - 6726 6,618 6446 G189 5851 . 5401 43833 4,066 2,947
5512 6,847 6827 6714 6535 G268 5917 5453 4872 4091 2,959

Przyklad 3. Na rys. 9 przedstawiony jest ustrdj optymalny zawieszony nad
rzutem kwadratowym dia przyjetego rozstawu ciggien w raucie, k=05 (pokazano
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co drugie ciggno). Plaszczyzny ram podporowych nachylone sa do poziomu pod
katem «=2635". Zwis ciggna $rodkowego przyjeto rOWnY |1yl /206 =0,1276.
Otrzymany ustrdj jest pokazany na rys. 10 w aksonometrii.
W tablicy 3 zestawiono poléwki rozpietosci ciggien oraz ich dingosci.

Przykiad 4. Na tys. 11 przedstawiono optymalny ustrd; zawieszony na tukach
parabolicznych dla przyjetego rozstawu ciegien w rzucie, £=0,5 (pokazano co drugie

Tablica 3
Ciegno j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
X 10,0 92,0 8,0 7.0 6,0 5,0 4,0 3,0 2.0 1,0
552 16,400 9,290 8,196 17,1300 6,081 5047 4,024 3,010 2,003 1,001

ciggno). Plaszezyzny hikéw podporowych przyjeto nachylone do poziomu pod ka-
tem a=31° Zwis ciggna $rodkowego (0) zostal tu wyznaczony przy zastosowaniu
opracowanego programu na komputer z wartunku na minimum catki (5.2) 1 wynosi
| folmax/2200=0,277.

Ciggna przedstawione sg w kladzie na plaszezyzne pozioma.

Na rys. 12 przedstawiono okre§lony ustrdj w aksonometrii. Czas obliczenia
powyZszego przykiadu na komputerze ODRA 1204 wynosi okolo 45 min. Gdy zwis
ciggna Srodkowego O jest zaloZzony, czas obliczed nie przekracza 6 min.

3.3. Wplyw rozmieszczenia ciggien na optymalng powierzchnie

Wplyw zmian rozstawu ciegien w rzucie na optymalng powierzehni¢ przckrycia
zbadano na przykladzie ustroju zawieszonego nad obranym rzutem poziomym
(rys. 13). Obliczenia przeprowadzono dia pewnego przyjetego rozstawn ciggien k,
ktéry w nastgpnych przyktadach zwigkszono dwukrotnie i czterokrotnie. Zalozono
przy tym, Ze zwis ciggna Srodkowego jest TOWNY | fo) max/2 %0 =0,2715. Rzedne opisujace
ksztalty niektérych ciggien wustroju dla zmiennego ich rozstawu zamieszczono
w tablicy 4.

Z tablicy 4 wynika, Ze wzgledne réznice rzednych opisujacych ksztalty ciegien przy
dwukrotnym zwigkszeniu ich rozstawu nie przekraczaja 2,5 %, przy czterokrotnym
zas nie przekraczaja 6 9. "Ten niewielki wplyw zmian rozstawu ciggien na optymalng
powierzchni¢ przekrycia zawieszonego nad obranym piericieniem konturowym
uzasadnia traktowanie zagadnien dyskretnych metodami oérodka widknistego,
a ponadio wskazuje na to, ze wplyw rozstawu ciggien w ustroju optymalnym na ich
objeto$¢ nie jest znaczny. Tak wiec mozna z wystarczajaca dokladnoscig stwierdzié,
ze dla danego pierfcienia konturowego istnigje jedna powierzchnia optymalna,
praktycznie niezalezna od wielkosci rozstawu ciegien.
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Tablica 4
h=0,5 \ 0 4 8 12 16
k
Ciogng 4 0,357 53162 51158 4,5043  3,4574 19334
Q(gf’f 2 0,714 52775 50776 44696  3,4205 19168
= 1,428 52408 50421 44376 34041  1,9020
Clesno § 0,357 29762 47132 41571 3,047  1,5760
Qé'lf‘fs) 0,714 49200 47208 41113 30698  1,5578
= 1,428 48581 4,6597 40570 30283  1,5360
Ciogno 12 0,357 44410 42370 36193 2,5665  1,0421
Qi,_"m 0,714 43744 41744 3,5657 25279 1,0260
= 1,428 42060 40987  3,5000 24804  1,0062
Cieano 16 0,357 37005  3.4969  2,8784 18262 0,3076
g(g?fl A 0,714 36328 34324 2,8244 1,909 03013
= 1,428 35508 3,353  2,7583 17484  0,294%
Cieat 20 0,357 27473 2,5440 1,9281  0,8831 —
@'(g_“fzo) 0,714 26872 24879 1,847 08625 = —
S 1,428 26063 24124 1,8268  0,8355 —
Cieno 24 0,357 15566 1,359  0,7511 — —
Q(g.f%) 0,714 1,5213 173254 17351  — —
I= 1,428 14658 12773 0,085  — —
Gieono 28 0,357 02668 00922  — — —
Q(g.fzs 0,714 02671 00025  — — —
/=28) 1,428 02664 00924  — — —
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54. Wplyw wielkoSei zwisu ciggna poczqtkowego na objetosé ciggien nosnych
ustrofu

Na przykladzie przekrycia wiszacego, zawieszonego na dwdéch przeciwlegiych
tukach nachylonych de poziomu pod katem @=26"35", zbadano wplyw wielkosci
zwist (| folmax/2%0) ciggna poczatkowego ($rodkowego, 0) na objetosé elementéw
nosnych ustroju. Rzut poziomy przekrycia pokazany jest na rys. 13. Rozstaw ciggien

VJP'
400 \
N=tgee=08
3501
300 -
®
3]
S
250
zoo - s
il iy
o § : o Fimax
go7ss U gwis | gieez \naoes gzms U gmmt T 2y,

T
ans {6) g (95) 915 (07 q20 L8) 425 H0) g3 (12)g35

Rys. 14

przyjeto za réwny k=1,428. Przeprowadzone obliczenia pozwolily sporzadzié
wykres funkgji objgtosci ciggien ustroju w zaleznosci od zwisu ciggna poczatkowego
(rys. 14). Z rys. 14 wynika, ze wplyw ten jest istotny i w miare zmniejszania
zwisu objetos¢ szybko wzrasta. Np. przy zmianie zwisu ciggna poczatkowego
Z | folmax/2%0 =0,271 D2 | folnax/220=0,1 objeto$¢ ciggien nosnych ustroju wzrasta
blisko 65%.

3.5. Wplyw zmiany nachylenia plaszezyzny liku podporowego na objetosé ciegien
nosnych

Wplyw zmiany nachylenia plaszcezyzny luku podporowego do poziomu na obje-
tos¢ ciggien no$nych zbadano na praykladzie przekrycia zawieszonego nad rzutem
poziomym, pokazanym na.rys. 13, dla trzech rézaych przyjetych zwisow ciegna po-
czatkowego: 0,2109; 0,2715; 0,3278.

Na podstawie przeprowadzonych obliczen sporzadzono wykresy zmian objetosci
Iin nosnych przekrycia w zaleznosci od nachylenia plaszezyzn tukéw podporowych
do poziomu (rys. 15). Z wykreséw tych wynika, ze nawet znaczna zmiana nachylenia
plaszezyzn tukéw podporowych w minimalnym stopniu wplywa na zmiane objetodei
ciggien.

Rozprawy Inzynierskie — 3
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azdegb.f'z‘alo;'zonego zwisu ciggna poczatkowego istnieje pewne optymalne
e ptaszezyzn tukéw, przy ktérym objetoéé elementéw nosnych ustroju
£a minimum. Widoczne jest, ze matym zwisom ciggna poczatkowego odpowiada-
3 male optymalne nachylenia plaszezyzn tukéw do poziomu.
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0. WNIOSKI

Otrzymane w pracy rozwiazania szczegolowe przekryé wiszacych z ciegien o sta-
tym przekroju poprzecznym, lezacych w plaszezyznach réwno odleglych, pozwalaja
na ustalenie nastepujgcych wnioskéw:

' 1) powierzchnia optymalna przekrycia wiszgcego jest praktycznie niezalezna
od rozstawu ciegien;

2) stwierdzono, e wplyw zwisu clegna najwickszej rozpietosci na objctosé
elementdw nosnych przekrycia jest znaczny; jego optymalna warto$é jest najmniejsza
dla przekrycia walcowego (0,258);

3) zmiana nachylenia plaszczyzn ukéw podporowych ma minimalny wptyw na
objgtoé¢ elementéw nosnych ustroju. Matym zwisom ciegna najwigkszej rozpigtoscei
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(poczatkowego) odpowiadaja niewielkie optymalne nachylenia plaszezyzn hukéw

podporowych do poziomu. '
Otrzymane w pracy wyniki moga by¢ wykorzystane do ksztaltowania optymal-

nych przekryé z plaskich wstgpnie naprezonych ustrojéw dwupasowych [4].
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PesmomMme

OINTHMAJILHOE GOPMUPOBAHME IIOABECHOTO IIEPEKPEITUSA C OJTHOHAIPAB-
JIEHHBIM XO/I0M CBS3EH

B pabore onpegeneHa GopMa TOOBECHONO NEPEKPHITASR ¢ OARORANPABIICHHEIM XOIOM CB3e,
HArPYMKEHHOTO COOCTBEHHEIM BECOM HEPEKPHITHS, M3 YCHOBHS MUHHMYMA o0neMa HeCylIMZ dMe-
MeRTOB. JIns ciyuas XO¥a cBszgd B BCPTHKAILHLIX, PABHOYHAICHHEIX IHOCKOCTAX, TOABEIEHABIX
HA OBYX OPOTHBONEKATIHX apxax, IIPSNCTABICHLI IPHMEDS] ACTANBHAIX pPEicHHH ONHpasch Ha
paspaborannyo mporpamvy DBIIM OJIPA 1204,

SUMMARY

OPTIMIZATION OF A SUSPENDED COVER CONSISTING OF UNI-DIRECTIONAL
CABLES

Optimal shape of a suspended cover is determined in the paper, the structure consisting of
cables running in one direction, loaded by its own weight; volume of the structural elements is
considered as the optimization criterion. In the case in which the cables are running in equally spaced
vertical planes and are attached to two arches, particular solution are prcsented on the basis of
a special program prepared for the ODRA 1204 electronic computer.
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